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Aufgabe 1 Rechenoperationen auf den natiirlichen Zahlen

Wir bezeichnen in dieser Aufgabe mit n’ den Nachfolger einer natiirlichen Zahl n € N,. Leiten
Sie aus den Peano-Axiomen ab: Fiir alle natiirlichen Zahlen m,n € N, gelten folgende Rechen-
regeln:

(@
(b)
(o)

O+n=n.
m' +n=(m+n).

m+n=n-+m.

Lésungsvorschlag

Wir zeigen alle Behauptungen via vollstandiger Induktion.

(a)

(b)

Induktion {iber n € Nj: Sei A(n) die Aussage: Fiir n € N; gilt 0 +n = n.
Induktionsanfang: Die Aussage A(0) ist wahr, da m+0 = m per Definition fiir alle m € N
gilt. Insbesondere gilt also 0 + 0 = 0.

Induktionsschritt: Wir nehmen fiir ein n € N, an, A(n) ist wahr. Also gilt 0 + n = n. Dann
erhalten wir

0+n'=(0+n)=n

In der ersten Umformung haben wir die Definition der Addition und in der zweiten Um-
formung die Induktionsannahme verwendet. Also ist auch A(n”") wahr.

Induktionsschluf3: Da fiir n = 0 die Behauptung 0 4+ n = n gilt und aus 0 + n = n folgt,
dal 0+ n’ =n’ gilt, so ist 0+ n = n fiir alle n € N,

Induktion iiber n € Nj: Sei A(n) die Aussage: Fiir beliebiges m € N, und n € N gilt
m' +n=(m+n).

Induktionsanfang: Die Aussage A(0) ist wahr, da m’+n = m’+0 = m’ = (m+0)' = (m+n)’
gilt.

Induktionsschritt: Wir nehmen an, Aussage A(n) sei wahr. Dann gilt m’+n = (m+n)’ fiir
dieses n € N, und beliebiges m € N,,. Dann erhalten wir

m+n'=(m+n)=((m+n)) =(m+n’).




()

Hierbei haben wir in der ersten Umformung die Definition der Addition, in der zweiten die
Induktionsannahme und in der dritten wieder die Definition der Addition verwendet. Also
ist auch Aussage A(n") wahr.

Induktionsschluf: Da fiir n = 0 die Behauptung m’ + 0 = (m + 0)’ gilt und aus m’ +n =
(m + n)’ folgt, dal m’ + n’ = (m+n’)’ gilt, so ist m’ +n = (m + n)’ fiir alle n € N,

Induktion iiber n € Nj: Sei A(n) die Aussage: Fiir beliebiges m € N, und n € N, gilt
m+n=n-+m.

Induktionsanfang: Die Aussage A(0) ist wahr, denn ist m € N beliebig und n = 0, dann
gilt: m+n =m+ 0 = m = 0 + m. Hierbei haben wir die Definition bzw. (a) verwendet.
Induktionsschritt: Wir nehmen an, Fiir n € N sei Aussage A(n) wahr. Dann gilt m+n =
n+ m fiir m € N, beliebig. Damit erhalten wir

m+n=(m+n)=(n+m) =n"+m.

Dabei haben wir in der ersten Umformung die Definition der Addition, in der zweiten
Umformung die Induktionsannahme und in der dritten Umformung unser Resultat (b)
verwendet. Also folgt, dad Aussage A(n’) wahr ist.

Induktionsschluf3: Da fiir n = 0 und m € N, beliebig die Behauptung m+0 = 0+ m
stimmt und aus m + n = n + m folgt, da m+n’ = n’ + m gilt, so gilt m+n = n+ m fir
alle n € N, bei beliebigem m € N,,.




