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1 Kurven

1. Vorlesung, Montag 18.10.10

Die klassische Differentialgeometrie untersucht Eigenschaften von Kurven und Flédchen in der Ebene
bzw. im Raum. Wir werden die Vorlesung mit einer kurzen Wiederholung der analytischen Geometrie
beginnen. Damit sind wir gut geriistet, um in die lokale Kurventheorie einzusteigen. Dem Studium der
ebenen Kurven folgt ein Abschnitt tiber Raumkurven.

Im zweiten Teil der Vorlesung wenden wir uns der Fldachentheorie zu, dabei lernen wir verschiedene
Kriimmungsbegriffe kennen. Die Vorlesung schlie3t mit einem Kapitel iiber Kartennetzentwiirfe. In allen
Kapiteln wird groer Wert auf Anschaulichkeit gelegt, wobei viele Beispiele behilflich sein sollen.

1.1 Analytische Geometrie - Eine Wiederholung

In der klassischen Differentialgeometrie betrachtet man Kurven und Fldchen in der euklidischen Ebene
E? bzw. im euklidischen Raum E3. Wir identifizieren den E” mit R” als Vektorraum mit einem innerem
Produkt, dem Skalarprodukt. Sei

x=(xy,...,x,) €R"

ein Vektor, wobei n = 2, 3.
Das Skalarprodukt (inneres Produkt) ist fiir x, y € R” definiert durch:

n

x-y=inyi=X1y1+---+xnyn,

i=1
damit kann man eine Norm auf R” definieren, der die Lénge eines Vektors x angibt:
Il = Vx-x,
sowie den Abstand zweier Punkte
d(x,y) = |x -]
und den Winkel a, der von zwei Vektoren aufgespannt wird

Xy

cosq = ——.
1] [y]

Fiir x,y # 0 gilt damit x - y = 0 genau dann, wenn x orthogonal zu y ist.
Im R? definieren wir auBerdem das Vektorprodukt (iiuf3ere Produkt) durch

X1 Y1 e e ¢3
xXy=|x|X|y|=det|x; x» x3],
X3 Y3 yio Y2 y3

wobei e; = (1,0, 0)" usw. Die folgenden Eigenschaften kann man leicht nachrechnen:

() xXy=—-yXxnx.
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(if) x Xy = 0 genau dann, wenn x und y linear abhiingig sind.
(iii) (xXy)-x=0und (xXy)-y=0,dh. xxy+# 0 ist orthogonal zu x und y.
(iv) |x X y| = |x| |y| sin 4(x, y).
=  x Xy ist ein Vektor, der orthogonal zu der von x und y aufgespannten Ebene ist und seine

Linge entspricht dem Fldcheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms.

Ein weiteres Produkt im R? ist das Spatprodukt

X1 X2 X3
(xyz2) = x-(yxz) =det|y1 y2 y3|-
21 22 13

Der Name ergibt sich aus der Eigenschaft, dass |(xyz)| = Volumen des von x, y und z aufgespannten
Prismas (Spat) ist.

1.2 Kurven und ihre Bogenlange

1.2.1 Parametrisierungen

Im folgenden steht / fiir beliebige Intervalle, also fiir zusammenhéngende Teilmengen von R.

Definition. Eine parametrisierte Kurve ist eine glatte (beliebig oft differenzierbare) Abbildung c: I —
R", n > 2. Dabei heifst t Parameter der Kurve und ihr Bild c(I) C R" heifit Spur.

In der Physik beschreibt eine parametrisierte Kurve ¢ eine Bewegung: ¢ ist die Zeit und c(¢) ein beweg-
tes Objekt (Massenpunkt).

Definition. (i) Ist ¢ = c(t) eine Kurve, so heif3t ¢'(t) = (¢|(D), ..., c, (1) Tangentialvektor.
(ii) Die parametrisierte Kurve c heifit reguldre Kurve, wenn c'(t) # 0 fiir alle t € I ist.

In der physikalischen Interpretation ist der Tangentialvektor ¢’(f) der Geschwindigkeitsvektor der Be-
wegung.

Beispiele ebener Kurven ¢: R — R%:
1. Der Einheitskreis ist die Spur der reguldren Kurve c(¢) := (cos t, sint), der Parameter ¢ ist der Winkel
mit der positiven x-Achse.

2. Die Spur von c(¢) := (sint, sin 2¢) ist die Figur acht oder Lemniskate.

3. c(t) = (¢, f(¥)) mit einer differenzierbaren Funktion f ist der Graph der Funktion.
Jeder Funktionsgraph ist eine parametrisierte Kurve. Die Umkehrung gilt jedoch nicht!

4. c(t) := (£, £) hat als Spur die Diagonale von R?. Die Kurve ist jedoch nicht regulir, denn ¢’(0) = 0.

Definition. Eine Parametertransformation ist ein glatter Diffeomorphismus ¢: I — I von Intervallen,
d.h. eine glatte Abbildung deren Umkehrabbildung existiert und auch glatt ist. Man nennt dann ¢ := cog
eine Umparametrisierung von c. Ist ¢’ > 0, so nennt man die Umparametrisierung orientierungserhal-
tend.
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Beispiele. 1. Die mit verschiedenem Durchlaufsinn durchlaufenen Kreise (cosz, sin ¢) und (cos ¢, — sin t)
stellen dieselbe Kurve, aber verschiedene orientierte Kurven dar.

2. Die Kreise ¢;(¢) := (cos ¢, sin ¢?) fiir ¢; : [0,27] — R?und ¢, : [0,4n] — R? stellen verschiedene Kurven
dar, denn die Anzahl der Urbilder dndert sich unter Umparametrisierung.

Bemerkungen. 1. Im Allgemeinen identifiziert man eine Kurve mit einer ihrer Parametrisierungen.

2. Wir wollen explizit erwidhnen, dass unsere Kurven Selbstschnitte haben kénnen. Ein Beispiel ist die oben
angegebene Lemniskate. Manchmal betrachtet man spezieller eingebettete (d.h. injektive) Kurven.

3. Reguldre Kurven haben in jedem Punkt genau einen Tangentialvektor.

1.2.2 Die Bogenlange

Als erste Eigenschaft von Kurven, die unabhingig vom Reprisentanten (d.h. ihrer Parametrisierung)
ist, fithren wir ein:

Definition. Die (Bogen-)Liinge einer Kurve c: I — R" ist gegeben durch

L(c):flc’(t)ldt € [0, oo]. (1.1)
1

Bemerkungen. 1. Das Integral ist die kontinuierliche Version von:

»zuriickgelegter Weg = Geschwindigkeit mal Zeit*.

2. Falls I kompakt ist, kann man das Integral abschitzen und es gilt L(c) < oo. Anderenfalls ist L
uneigentliches Integral und moglicherweise L(c) = oco.

Wir zeigen direkt, dass die Linge einer Kurve von der Wahl der Parametrisierung unabhéngig ist, da
die Lingenintegrale (1.1) von ¢: I — R" und & = c o ¢: I — R” iibereinstimmen:

L(c) = f |/ (s)] ds >E" f
! 1

Wir diirfen also auch L = L(I') schreiben.
Beispiele. 1. Eine Helix oder Schraubenlinie mit Ganghohe 27h € R und Radius r > 0 wird durch

¢ (@) (D) di "= f, |(c 0 Y ()] dt = L(&)

c: [a,b] = R?, c(t) = (rcost, rsint, ht),
parametrisiert. Wegen ¢’(f) = ( — rsint, rcost, h) hat sie die Linge
b
L(c) = f Vr2+h2dt=((b-a)VNr2 + h?.

2. Die Ellipse mit Halbachsen a, b > 0,

c: [0,2n] » R?, c(t) = (acost,bsint)

hat die Geschwindigkeit |c’(7)| = Va2 sin’t + b2 cos?t. Thre Linge bzw. ihr Umfang

271
L(c) = Va2 sin’t + b? cos?t dt
0

ist nicht elementar integrierbar (elliptisches Integral), es sei denn es ist a = b, wenn die Ellipse ein Kreis
mit Umfang L(c) = 2ra ist.
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Auf die folgende Parameterdarstellung werden wir hdufig zuriickgreifen:

Satz 1. Es sei c: [a,b] — R" eine regulire Parametrisierung einer orientierte Kurve I der Liinge
L := L) € [0, co]. Dann gibt es einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus ¢: [0,L] — [a, b],
so dass der Reprdsentant ¢ := c o ¢: [0, L] — R" von I nach Bogenlinge parametrisiert ist, d.h. es gilt
|c’| = 1.

Beispiel. Der Kreis vom Radius r > 0 wird durch ¢(¢) = (r cos £, r sin ) nach Bogenléinge parametrisiert,
denn |c’(?)| = |(— sin £, cos f)| =1.

Beweis. Wir betrachten die Lange der Kurve |, g,
t: [a,b] — [0, L], {(s) := f I’ (o) do.

Wegen c reguliir gilt £'(s) = |¢’(s)| > 0. Daher existiert die Umkehrfunktion ¢ := ¢! und ¢ ist ableitbar
mit

1
/ = = 0
YO T el
Daraus folgt wie gewiinscht
(e o)) = e’ (e’ )] = 1. o

Bemerkung. Zwar ist der Satz einfach zu beweisen, aber dennoch ldsst sich in der Praxis oft die
Bogenlidngen-Parametrisierung nicht explizit angeben, z.B. fiir Ellipsen.

1.3 Krimmung von Kurven

Der Kriimmungsbegriff fiir ebene Kurven soll folgenden Postulaten geniigen:

1. Eine Gerade soll Kriimmung 0 haben. Ein positiv durchlaufener Kreis vom Radius r soll die Kriim-
mung 1/r haben, ein negative durchlaufener —1/r.
2. Eine allgemeine Kurve soll als Kriimmung im Punkt c(f) die Kriimmung eines “best-
approximierenden” Kreises haben.

Wenn dies so ist, dann ist das Grundpostulat der Differentialgeometrie erfiillt:

3. Differentialgeometrische Begriffe sind invariant unter Umparametrisierungen. Sie sind auch invariant
unter Drehungen und Translationen des R".

1.3.1 Nach Bogenlange parametrisierte ebene Kurven

Wir wollen zunéchst die Normalenabbildung einer Kurve definieren, ohne Bogenlidngenparametrisie-
rung zu verlangen:

Definition. Es sei I eine orientierte ebene Kurve, die durch eine reguliire Kurve c: 1 — R? repriisentiert
sei. Ihre Normale v: I — R? wdhlen wir so, dass die Vektoren (li—:l,v) in jedem Punkt der Kurve eine
positiv orientierte Orthonormalbasis bilden.
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Die Normale erfiillt also |v(?)| = 1, {(v(¢),c’(¢)) = 0 und det(c’,v) > 0.
Um eine Formel fiir die Normale anzugeben, fithren wir die orientierte 90-Grad-Drehung ein, also die

lineare Abbildung
rerow o a[Y=(0 = (7
' ’ y 1 0/\y x)

Dabei soll der Buchstabe J an die Multiplikation mit i erinnern; entsprechend gilt auch J*> = —E,. Wir
erfiillen die Definition von v, indem wir setzen

v=J- e
|c’|
Wenn I' nach Bogenlidnge parametrisiert ist, gilt v = J¢’. Aus unserer Darstellung folgt, dass das Nor-
malenfeld v: T’ — S' einer orientierten Kurve I' C R? eindeutig bestimmt ist und stetig ist.
Bei einer nach Bogenlidnge parametrisierten Kurve gilt (einfache, aber wichtige Rechnung!):
1d
(", y==—(,h =0 = "L

2 dt ——
1

s v

2. Vorlesung, Montag 25.10.10
Weil ¢” und v linear abhéngig sind, konnen wir folgende Definition fiir die Kriimmung angeben:

Definition. Eine ebene orientierte Kurve U sei reprdsentiert durch eine Parametrisierung nach Bogen-
linge c¢: I — R2. Ihre Kriimmung k: I — R ist erkldirt durch

' (t) = k(®)v(t) = k(1) = (v(t), ¢ (1)) = (JC' (1), " (). (1.2)

Wir verstehen « als Kippgeschwindigkeit des Tangentenvektors. Deutet man ¢ als Bewegung eines
Massepunktes mit Einheitsgeschwindigkeit, so ist ¢’ natiirlich die Gro8e der Beschleunigung des Mas-
senpunktes. Die Kriimmung der Bahnkurve ist die Wirkung dieser Beschleunigung, bzw. der dazu pro-
portionalen Kraft mc”. Wir priifen Postulat 1 nach:

Beispiele. 1. Fiir die Gerade c(¢) = tv + bmitv € S', b € R?, gilt ¢’ = 0, also auch « = 0.
2. Es sei r # 0. Dann parametrisiert

t .t
c: R - R c(t) := (rcos —, rsin —).
r r
einen Kreis vom Radius |r| nach Bogenlinge. Das Vorzeichen von r unterscheidet die Orientierung: Fiir
r > 0 mathematisch positiv, fiir » < 0 im Uhrzeigersinn. Wegen

t t t t 1
c(t) = ( — sin = cos ;) = v=Jd@)= ( — cos i sin ;) = —;c(t) (1.3)

erhilt der mathematisch durchlaufene Kreis die innere Normale, der im Uhrzeigersinn durchlaufene die
dulere. Vergleichen wir nun

1 t 1 t 1
c’(t) = (— —cos —, ——sin —) = ——c(1).
r roor r r2

mit (1.3), so finden wir ¢”” = 1v, d.h.

1
N | =

K

Insbesondere hat der mathematische Kreis positive Kriimmung.
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Bemerkung. Das Vorzeichen der Kriimmung ist positiv in Linkskurven, negativ in Rechtskurven. Wenn
wir die Orientierung wechseln, also statt ¢ die Kurve &(f) := c(b — 1) betrachten, so wechselt die Kriim-
mung ihr Vorzeichen.

Da die Normale die um 90 Grad rotierte Tangente ist, stimmen die Kippgeschwindigkeiten beider Vek-
toren iiberein und man kann die Kriimmung genausogut durch die Kippgeschwindigkeit der Normalen
charakterisieren:

Satz 2. Eine ebene orientierte Kurve I sei reprdsentiert durch eine Parametrisierung nach Bogenlinge
c: I — R? und habe die Normale v. Dann gilt

V(1) = —k()C' (1), (1.4)
bzw. das System von Differentialgleichungen fiir die Spaltenvektoren c, v,
0 —«
"’ / — ’ . 1'
=) 7 (1.5
Beweis. Wir differenzieren v = J¢’ und erhalten
v = JcY = Jc" =]y = kJ*¢ = —«c'. -

Das autonome Differentialgleichungssystem (1.5) nennt man auch die Frenet-Gleichungen einer ebe-
nen Kurve.

1.3.2 Regulare ebene Kurven

Viele Kurven lassen sich nicht explizit nach Bogenldnge parametrisieren. Daher bendtigt man eine
Formel fiir die Kriimmung regulirer Kurven. Wir setzen nun Postulat 3, die Parametrisierungsinvarianz
des Kriimmungsbegriffs, ein.

Satz 3. Die Kriimmung k(t) einer ebenen orientierten Kurve I, gegeben durch eine reguldire Parametri-
sierung c, ist
1 1

k(1) = W(]c'(f),c"(l)) = Wdet(c’(f), c’'(1)). (1.6)

Beweis. Im Folgenden schreiben wir kurz c fiir ¢(¢). Es sei ¢ := ¢ o ¢ eine Parametrisierung nach Bogen-
lange. Nach Ketten- und Produktregel ist

&= (C, o ()0)90/’ & = (c// o ‘10)(,0/2 + (C/ o (’0)90//' (17)
Wegen (Jc’, ¢’) = 0 folgt gemiB Postulat 3
kop=k=(J&, &) =(Jc op, " o)y’

Aber der Betrag von (1.7) liefert 1 = |¢’ o ¢|¢’, so dass wir insgesamt den ersten Ausdruck von (1.6)
erhalten.
Es bleibt noch die zweite Formel zu zeigen. Fiir jedes Paar von Vektoren v, w € R? gilt

Jv,w) = <(_v2) , (W1)> = viwy — vowy = det(v, w), O

Vi w»
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1.3.3 Raumkurven

Kurven c¢: I — R" in hoherer Dimension n > 3 bezeichnen wir als Raumkurven, wenn wir sie von
ebenen Kurven unterscheiden wollen.

Wir nehmen im folgenden an, dass c: I — R? nach Bogenliinge parametrisiert ist, |¢’| = 1. Dann gilt
auch fiir Raumkurven 0 = %lc’l2 =2{(c’,c"),sodass ¢” L .

Definition. Die Kriimmung einer nach Bogenlinge parametrisierten Raumkurve c: I — R" ist gegeben
durch

k: 1 — [0, ), k(1) :=|c" ().
Wir bezeichnen c” (t) auch als Kriimmungsvektor. Falls ¢’ (t) # O definieren wir als Normale

C”(t)
v(t) := .

e ()]
Kurven, fiir die k() # 0 fiir alle t gilt, nennt man Frenet-Kurven.
Ein Kurvenpunkt c(t) mit k(t) = 0 heifst Wendepunkt.

Dieser Kriimmungsbegriff ist unorientiert, und stets groer gleich Null, und invariant gegeniiber der
Anderung des Durchlaufsinns. Man kann offenbar im Raum nicht zwischen “Links-” und “Rechts-
”Kurven unterscheiden. Bildet man den Betrag der Kriimmung einer ebenen Kurve, so erhélt man die
entsprechende Kriimmung als Raumkurve.

Beispiel. Die Raumkurve c(?) := (¢, 1, 0) besitzt in 0 keinen Normalenvektor; die einseitigen Grenzwerte
sind verschieden fiir diesen Punkt. Sie ist keine Frenet-Kurve.

Wir betrachten im Rest des Abschnitts den Fall n = 3 und setzen stets k(¢) # 0 voraus. Wir ergiinzen
die Vektoren ¢’(¢) und v(¢) durch die Binormale

b() = ' (t) X v(¢).

Das Ergebnis ist eine orientierte Orthonormalbasis (c’(¢), v(t), b(t)) fiir jedes ¢ € I, die man begleitendes
Dreibein oder Frenet’sches Dreibein von ¢ im Punkt ¢(¢) nennt.

Definition. Die von c’(t) und v(t) aufgespannte Ebene heifst Schmiegebene, sie ist gegeben durch ihren
Normalenvektor b(t):

(x=c(@®)-b(r)=0.

Bemerkungen. Interpretationen der Schmiegebene
1. Sie ist die Ebene, in der die Kurve ndherungsweise liegt.
2. Sie ist die Grenzlage einer Ebene durch drei Kurvenpunkte.
3. Fiir ebene Kurven ist die Schmiegebene gerade die Ebene, in der sie liegt.

Wenn man Raumkurven betrachtet, fragt man sich in Abgrenzung zu ebenen Kurven: Wie stark weicht
die Kurve lokal von einer ebenen Kurve ab? Das heif3t, wie schnell dndert sich die Schmiegebene? Diese
Abweichung kann man durch die Anderung der Binormalen messen:

b'(@) = (' () xv(®)) =" () x v(t) + (1) x V(1) = ' (1) X V' (1).

Aus dieser Rechnung folgt, dass b’(¢) orthogonal zu ¢’(¢) ist. Da b(¢) ein Einheitsvektor ist, folgt b'() -
b(r) = 0. Somit ist b’(¢) ein Vielfaches der Normalen:

b'(t) = —t(t)v(?).
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Definition. Sei c: I — R? einer nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve mit ¢”'(t) # 0, d.h. ohne
Wendepunkte. Die Grofie

7(t) = (-v(1), b’ (1))
heifst Torsion oder Windung der Kurve.

Die Torsion verschwindet genau dann, wenn die Kurve eben ist. Sie mifit, wie stark die Kurve von
einer ebenen Kurve abweicht, d.h. wie stark v um ¢’ dreht. Man sagt auch, die Torsion misst die Drehge-
schwindigkeit der Schmiegebene span{c’(¢), v()}.

Beispiel. Jede Helix t — (rcost,rsint, ht), r > 0, h € R, hat konstante Kriimmung und Torsion. Dies

folgt auch daraus, daf3 diese Begriffe invariant unter Bewegungen sind, und Schraubbewegungen transitiv
auf der Helix operieren.

Wie im ebenen Falle erhélt man ein Differentialgleichungssystem:

Satz 4. Sei c: I — R? nach Bogenlinge parametrisierte Frenet-Kurve mit Kriimmung k und Torsion T.
Dann erfiillt das Dreibein (c’, v, b) von Spaltenvektoren das Differentialgleichungssystem

0 -« O
(" V,b)y=(,vb)| « 0 -1 |. (1.8)
0O O

Den Beweis lassen wir als Ubung.

Das autonome lineare System (1.8) nennt man auch die Frenet-Gleichungen einer Raumkurve. Ent-
sprechende Differentialgleichungssysteme erhélt man auch fiir den Fall n > 4.

Die Losung der Frenet-Gleichung fithrt zum Fundamentalsatz der lokalen Kurventheorie:

Satz 5. Zu gegebenen differenzierbaren Funktionen k > 0 und 7: I — R gibt es stets eine nach Bo-
genliinge parametrisierte Kurve c: I — R® mit Kriimmung k und Torsion t. Die Kurve ist durch die
Funktionen k und t bis auf ihre Lage im Raum eindeutig bestimmt.

Beispiele. 1. k = konst. und 7 = konst., dann ist ¢ eine Schraubenlinie.
2. k(1) = aiz, 7 = 0, fiihrt zu Klothoiden (siehe Ubung).
Wie ermittelt man Kriimmung und Torsion bei einer allgemeinen Kurve?

Satz 6. Seic: I — R? eine beliebige parametrisierte Kurve mit nicht verschwindender Kriimmung. Dann
gilt:

1E(5) X (D)
(1) = 0 xc W

) c@F

2 €O

e’ (6) X " ()
Beweis. Wir beweisen hier nur die Formel fiir die Kriimmung, der andere Teil des Satzes wird in den
Ubungen behandelt.
Sei c(t) = ¢(p(t)) die beliebig parametrisierte Kurve und ¢ ihre Parametrisierung nach Bogenlédnge.
Wir berechnen die Ableitungen
=@ o), =@ 0p)¢)+ (@ 0@’ =([&op)Top)g) + (& o)y
und setzen ein

=@ o )¢’ X (R 0 ) 0 @)(¢')* + (&' © )¢

c xc’

=kop(@)|¢ opx oy =k-(¢).
—
=1

Mitl = |(E’ o g0)| = |:—',| folgt die Behauptung. O
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3. Vorlesung, Montag 01.11.10

2 Lokale Flachentheorie

Im zweiten Teil der Vorlesung wenden wir uns der Geometrie von Fldchen zu. Wir studieren lokale
Eigenschaften, dabei stehen Kurven auf Flichen und Kriimmungen im Vordergrund.

2.1 Parametrisierte Flachen und Flachenkurven

Im folgenden Abschnitt verwenden wir U als Bezeichnung fr eine Teilmenge des R?, die (weg-) zu-
sammenhingend ist. Solch eine Teilmenge heil3t (Parameter-) Gebiet. Die Punkte x € U schreiben wir
hiufig als x = (x!, x?).

Ein Rechteck [a, b] X [c, d] C R? ist zum Beispiel ein Gebiet.

Definition. Ein parametrisiertes Fliichenstiick ist eine differenzierbare Abbildung f: U — R>. Die
reellen Variablen x', x* in U heifien Parameter von f, das Bild f(U) heif3t Spur von f.

f(xla x2) = (fl(xl’ xz)’ f2(~x1’ XZ), ‘f3(x19 xz))'

Ist xy = (xé, x%) € U ein fester Punkt, so heiflen die Kurven x' — f(x', x%) und x* — f(x(l), x2) x'- bzw.
x*-Parameterlinien von f durch f (x(l), x%).

Notation. Wir kiirzen die partielle Ableitungen héufig ab:

O ) = fu = Oif.
ox!

Sie sind gleichzeitig die Tangentialvektoren an die Parameterlinien.

Beispiele. 1. Die Kugeloberfliche kann man durch folgende Parametrisierung darstellen:
f(x1 , x2) = (rcos x' sin x2, rsin x! sin X%, r cos x2),

wobei (x!, x*) € U = [0, 2x] x [0, 2n].
2. Der Zylinder mit Radius r > 0, Hohe 1 und z-Achse als Drehachse wird durch

f(x', x*) = (rcosx', rsinx', x%)
dargestellt, U = [0, 2x] X [0, 1]. Fiir die partiellen Ableitungen ergibt sich:
fu = (=rsinx!, rcosx!',0), fo=1(0,0,1).
Definition. Ein parametrisiertes Fldchenstiick heif3it reguldir, falls
(fur X f2) (1) # 0

fiir alle x € U gilt. Punkte in denen (fo X f)(x) = 0 gilt, heifien singuliire Punkte.
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Beispiele. 1. Die Parametrisierung der Kugelfliche ist singulir fiir x> = 0 und x> = 7, denn

fu(x!, x*) = (=rsin x! sin x%, r cos x' sin x%, 0)
fe(x', %) = (rcos x! cos ¥, rsin x! cos x%, —r sin x?)
L X Fo)(xh, x?) = —rsin X2 f(x!, 22
X X

Ja X fe 2|~

= |r2 sin x

2. Alle Punkte sind reguldr, da 0, f X 0,f = (rcos x, —rsin x,0) # 0.
3. Der Graph einer (Hohen-) Funktion 4 : U — R ist definiert durch

FG ) = (2 (e, ).
Jeder Funktionsgraph ist eine regulér parametrisierte Fliche, denn

fa!, %) = (1,0,0,h(x', %)
fox', %) = (0, 1,0:h(x', 5*)

(fa X f, x%) = (=0 1h(x', 2), =02h(x', ), 1)
[fa X fe| = N1+ @02 + (@:h) # 0.

Die obere Halbkugel mit Radius 1 ergibt sich durch A(x,y) = /1 — x* — y%.

Definition. Eine Fliche f: U — R> heifit Umparametrisierung der Fliche f: U — R3, falls es eine
Parametertransformation ¢: U — U gibt, so dass

flp(x', ) = flx', )

und

det A1 (x!, x%) azsol(xl,x2)) 0.

Apa(x, x?) dapa(xt, x%)

Beispiel. Die obere Halbkugel (x,y, 4/1 — x? — y?) kann man auch mit Hilfe von Polarkoordinaten dar-
stellen. Dazu setzt man

x=rcosaundy =rsina

und erhilt (rcosa, rsina, VI — ) fir0<a <2r, 0<r<1).
Um die singuldren Punkte dieser Parametrisierung zu bestimmen, berechnen wir die Funktionaldeter-
minante

cosa -—-rsina
det| . =r.
sina@ rcosa

Daraus folgt, die neue Parametrisierung ist singulér fiir r = 0.

Bemerkung. Die geometrischen Eigenschaften der Fldache hidngen nicht von der gewihlten Parametrisie-
rung ab. In der Kurventheorie haben wir eine ausgezeichnete Parametrisierung gewdhlt, dies hier nicht
moglich! Das hei3t wir miissen bei der Lingen-, Winkel- und Flachenmessung die Parametrisierung
beachten.
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Definition. Sei y: I — U eine Kurve im Parametergebiet U, dann heifit ¢ = f oy : I — R? Fliichen-
kurve.

Um Fldachenkurven zu untersuchen, betrachten wir sie als Raumkurven. Um die Ableitung der Fla-
chenkurve zu bestimmen, benutzt man die Kettenformel:

(1) = 0L f (Y)Y (1) + 02 f (D) v, (1),

die Ableitung ist eine Linearkombination der Tangentialvektoren der Parameterlinien.

Notation. Tritt in einem Ausdruck derselbe Index einmal als oberer und einmal als unterer Index auf, so
ist iiber ihn von 1 bis 2 zu summieren:
2
a,-bi = Z aibi.

i=1
Diese Schreibweise geht auf Albert Einstein zuriick und heif3t deshalb Einsteinsche Summenkonvention.

Die Ableitung ldsst sich damit verkiirzt notieren:

() = 0, f(y()y; (D).

Definition. Der Flichennormalenvektor (kurz auch die Flichennormale) im Punkt f(x', x*) ist gegeben
durch
01 f(x, X)) X B, f(x, x?)

G ) x Aaf (2]

Damit kann man fiir Fldchen das Gaufssche begleitende Dreibein angeben

v(x!, x?)

A f(x', xP), drf(x', x%), v(x!, x?).
Die Tangentialebene im Punkt f(x', x*) wird durch die beiden Tangentialvektoren aufgespannt
{F( %) + 10, £, x2) + Lda f(x', x%): A € R).
Man kann sie auch implizit in Normalform mit der Flichennormalen angeben

0= fx', ) = 0.

2.2 Metrik - Erste Fundamentalform

Im folgenden sei f: U — R?, (x!,x?) — f(x!,x?) eine parametrisierte Fliche. Wir betrachten eine
Flichenkurve ¢: I — R3, die durch die Kurve y: I — U gegeben ist

c(n) = f(y(@)).

Um die Linge der Flachenkurve zu berechnen, benutzen wir die Definition aus dem ersten Teil der

Vorlesung
!
(1) = f
fo
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In Summenkonvention ergibt sich fiir die Linge des Vektors

DSOS = LAY - Df V() = \Jorf - if ¥i(sy)().

Zusammen also

Lo = [ oo eads

Der vordere Teil des Integranden hingt von der parametrisierten Fliche ab und der hintere von der
Flachenkurve.

Definition. Die Grofien g;; = 0,f - 0;f heifsen metrische Fundamentalgriofien der Fliche. Die Grifien
sind die koordinatenabhdngigen Eintrdige der ersten Fundamentalform

_ (811 &12
(81 (821 gzz)'

Sie ist ein Map fiir die Verzerrung der Parametrisierung, entspricht also einer Metrik auf der Fldche.
Oftmals wird sie auch durch

ds? = gijdxidxj
notiert.

Bemerkungen. 1. Die erste Fundamentalform ist symmetrisch: g;; = gji.
2. In der idlteren Literatur findet man auch die Bezeichnungen

(811 812) _ (E F)

g1 &2 F G)

3. Ihre Determinante det(g;;) = g1182 — gfz heifit Gramsche Determinante, mit ihr kann man Oberfld-
chenintegrale berechnen.

Beispiele. 1. Die Ebene: f(x!, x?) = (x!, x2,0) in Polarkoordinaten f(r, @) = (r cos a, r sin , 0).

2. Die Kugel f(x', x*) = (rcos x' sin x2, r sin x! sin x?, r cos x?).
Die erste Fundamentalform einer Fliche erlaubt Lingen-, Winkel- und Inhaltsmessungen. Die Linge

einer Flichenkurve ¢ = f(y) verkiirzt sich zu:

!
Ly (1) = f \8ifYi-
fo

Beispiel. Wir betrachten auf der Kugeloberfliche f(x!,x?) = (rcos x' sin x
Kurve y(t) = (ln cot(§ — %), 5= t) fiir ¢ € [0, Z). Sie hat eine endliche Linge.

1 2 1 2

,rsin x' sin x%, r cos x?) die
4. Vorlesung, Montag 08.11.10
Auch bei der Winkelmessung tritt die erste Fundamentalform als Verzerrungsmal} der Fldche auf. Wir

betrachten zwei Kurven c(t) = f(y(¢)) und d(t) = f(6(¢)) auf einer Fliche f(U). Die beiden Kurven

schneiden sich in einem Punkt p € f(U), d.h. es gibt #y,7y € R mit c(ty) = d(f)). Um den Winkel
zu messen, den die Kurven im Punkt p einschliefen, betrachten wir die beiden Tangentialvektoren der

Kurven im Punkt p. Es gilt

(0 =0, f(y(®)y;,  d' (1) = 9;f(6(1)5.
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Fiir den Winkel «, den die beiden Vektoren einschlieBen, gilt nach Definition
Ood d.fy, 8,15,
AT J@ir - air; @i 9,000,

Cosa =

b

da c(ty) = d(fy) konnen wir die erste Fundamentalform einsetzen:

gij7§5}
cosa = . 2.1

\/gij%?’} \/gij5§5}

Beispiele. 1. Die Kurve y(t) = (ln cot( — %), 5 - t) auf der Kugel schneidet die Breitenkreise der Kugel
in einem konstanten Winkel. Siehe Ubung.
2. Der Winkel zwischen den Parameterlinien einer Fliche: y(f) = (¢, yo) und 6(s) = (xo, s) fiir (xo, y) € R?
fest. Fiir die Ableitungen ergibt sich y’(¥) = (1,0) und ¢’(s) = (0, 1). Und dementsprechend fiir den
Winkel

812

Vi1 \/822'

Das heil3t, das Netz der Parameterlinien ist genau dann orthogonal, wenn g, = 0.

cosa =

Eine weitere GroB3e von Fliachen fiir die wir uns interessieren, ist der Fldcheninhalt. Wir betrachten
eine beschriinkte abgeschlossene Teilmenge V C U mit stiickweise glattem Rand und f: V — R® eine
regulédre Flache. Wir interessieren uns fiir den Flacheninhalt A(f(V)). Die Grof3e

01 £ %) X Do f (3, o)) (2.2)

heiBBt Oberficichenelement. Das Integral iiber das Oberflachenelement ergibt den Fldcheninhalt von f(V):
agwn = ([ oy x aufal O at
v
Das Oberflachenelement ist gleich der Determinante der ersten Fundamentalform, d.h.

A(f(V)) = ff\/detgdxl d x°.
\%4

Beispiele. 1. Der Flacheninhalt der zweidimensionalen Ebene f(x,y) = (x,y, 0) ist nicht endlich, da

+00 +00
A(RZ):I f ldxdy = +oo.

2. Fiir den Flacheninhalt des Zylinders f(x,y) = (cos x,sinx,y), V = [0, 2x] X [—1, 1] ergibt sich

1 27 1 27
A(f(V)):f f \/coszx+sin2ydxdy:f f ldxdy = 4nr.
-1J0 -1Jo

Satz 7. Der Flicheninhalt ist von der gewdhlten Parametrisierung unabhdngig.
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Beweis. Se1 V C U eine beschrinkte abgeschlossene Teilmenge mit stiickweise glattem Rand und
f: V — R eine regulire Fliche. Sei f := fog: U c R> = f(U) c R’ eine andere Parametrisie-
rung mit f(U) € f(U)und V := f~'(f(V)). Dann gilt

aG@y = [[loif xouflax ax
V
- [[1ore o x oo ftera el ax' a2
V

_ ff|81f><(92f|dx‘dx2 = A(F(V))
\%4

Beispiel. Der Flicheninhalt der Kugeloberfliche betrigt 4772,

2.3 Flachenkrimmung

Wir wollen zuerst die Kriimmung von Kurven in Fldachen untersuchen. Dazu sei y: (a,b) — U eine
Kurve und ¢ := f oy. Wir nehmen an, dass ¢ nach Bogenlinge parametrisiert ist. Die Kriimmung « der
Kurve ist durch die zweite Ableitung gegeben:

"’ (t) = k(¢) - n(1).

Es ist natiirlich die Kriimmung zu zerlegen: Sie setzt sich einerseits aus der Kriimmung der Fliache (Nor-
malkriimmung «,) und andererseits aus der Kriimmung der Kurve in der Flache (geoditische Kriimmung
K,) zusammen. Diese Zerlegung ldsst sich auch mathematisch beschreiben: Wie oben sei

Y= O\ f X 0rf
1011 % B f|

die Flichennormale, s bezeichnet die normierte Projektion der Kurvennormale n auf die Tangentialebene,
dann gilt

="+t =T+ voy)voy) = Ko + KnV = KN (2.3)

Da s L v gilt der Satz des Pythagoras k> = «; + «; und daraus folgt

— 22
|/<g|— K* = K.

Beispiele. 1. Jede Kurve in der Ebene hat nur geoditische Kriimmung.
2. Ein GroBkreis in der Sphire ist eine Kurve, die nur Normalkriimmung besitzt; fiir alle anderen Kreise
in der Sphire gilt das nicht.

Bemerkung. Kurven mit k, = 0 heiBlen geoditische Fliachenkurven, sie sind lokal kiirzeste Kurven.
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Wir konnen fiir die Normalkriimmung schreiben:

ke =" voyy 2T A (voy)) = ~(0:f¥. 0 2.4)

Dies fiihrt uns auf die genauere Untersuchung des Differentials d;v der Normal-Abbildung.
Wenn wir in U lidngs einer Kurve y(#) laufen, wie dndert sich dann die Flaichennormale v o y? Auf
jeden Fall ist 9;vy’; tangential, da
0=(voy,voy) =2dvy}voy).

Um die Anderung der Normalen niher zu untersuchen, ist es niitzlich, eine Matrix zu definieren, mit
der man leichter rechnen kann:

Definition. Die zweite Fundamentalform ist definiert durch
bij = —<(9,'V, an> = <V, 8,2Jf> (25)

Nach dem Schwarzschen Lemma vertauschen zweite partielle Ableitungen und b ist deshalb eine
symmetrische Matrix.

Satz 8 (Meusnier). Es sei ein Flichenstiick f: U — R3 mit Flichennormale v gegeben. Die Normal-
kriimmung (2.4) jeder nach Bogenlinge parametrisierten Kurve c ist bereits durch die Tangentenrichtung
¢’ und die Daten g, 0;v der Fliiche f bestimmi:

bi j)’,’-)’}
gV

Kn() = (2.6)

Beispiel. Wir betrachten den Graphen der Funktion A(x,y) = xy, also f(x,y) = (x,y, xy). Fiir die partiel-
len Ableitungen gilt:

d:f =(1,0,y), 0,f =(0,1,x),
O f =(0,0,0) = 0y,f, 0nf =1(0,0,1).
Die Normale ergibt sich aus den ersten partiellen Ableitungen

O fx0,f 1

- 5xf><3yf| - V1+x2+y?

Damit konnen wir die erste und zweite Fundamentalformen angeben:

(1+y2 xy )
g: 21°
xy l+x

(=y, x, 1).

1
| |

Wir betrachten die Flichenkurve y(¢) = (1 + ¢, 1 — #). Fiir die Kriimmungen ergibt sich im Punkt # = 0

1 2
x(0) = 1, Kn(O):—$, |Kg(0)|:\£.
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5. Vorlesung, Montag 15.11.10

Wir haben gesehen, dass fiir jeden Punkt p einer Fliche und jede Richtung y' = V € R? eine Normal-
kriimmung gegeben ist. Um die Fldche genauer zu untersuchen, fragt man sich, fiir welche Richtungen
die Normalkriimmung «, maximal bzw. minimal wird. Diese Kriimmungen nennt man Hauptkriimmun-
gen, die dazugehorigen Richtungen heilen Hauptkriimmungsrichtungen.

Um die Hauptkriimmungen und ihre Hauptkriimmungsrichtungen in einem festen Punkt zu bestimmen
miissen wir die folgenden Extremwertaufgaben 16sen:

b;;V'vi
gi;jV'vi

max bzw. min fir V.= (V', V%) # (0,0).
Das ist jedoch dquivalent zu

max bzw. min bijViVj fiir gijViVj =1.

Wir miissen also eine Extremwertaufgabe mit Nebenbedingungen 16sen. Dazu benutzen wir Lagrange-
Multiplikatoren. Wir betrachten die folgende Hilfsfunktion

A(VLVE ) = b VIV + Ag VIV - 1)

und setzen ihre partiellen Ableitungen gleich Null:

oA
W = 2b11V1 + 2b12V2 + 2/l(g11V1 + g12V2) =0
aA 1 2 1 2
572 = 201,V + 26V +2A(g12V + 80V =0
oA .

oq = sV -1=0.

Durch Umformungen ergibt sich folgende Definition:

Definition. Die Hauptkriimmungen (Extremwerte der Normalkriimmung) sind die Losungen A € R von
det gA* — (81122 — 2812b12 + g0ab11)A + detb = 0.

Wir bezeichnen die Losungen mit ki, ky. Die zugehorigen Richtungen V und W sind die nicht-trivialen
Losungen des folgenden Gleichungssystems:

by —xig)V' =0
(bjp—Kk18)V> =0
(bj1 —kg)W' =0
(bj — k28 2)W? = 0.

Beispiele. 1. Auf dem Zylinder f(x,y) = (cosx,sinx,y) mit g = ((1) (1)) und b = ((1) 8) sind beide

Koordinatenrichtungen Hauptkriimmungsrichtungen, und zwar zu den Hauptkriimmungen 1 bzw. 0.
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2. Im Punkt (0, 0) des hyperbolischen Paraboloids f(x,y) = (x,y, xy) gilt

R

Die beiden Diagonalen e, + e; sind die Hauptkriimmungsrichtungen im Punkt (0, 0), und +1 ihre Haupt-
kriimmungen.

3. Die Fille R? bzw. S? sind degeneriert: Hier ist jede Richtung Hauptkriimmungsrichtung mit Haupt-
kriimmung 0 bzw. } Gleiches gilt auch in hoherer Dimension.

Bemerkung. Flichenpunkte mit k; = k, heilen Nabelpunkte. Alle Punkte der Sphire sind Nabelpunkte.

Satz 9. Die Hauptkriimmungen sind von der gewdhlten Parametrisierung unabhdngig.

2.3.1 GaufB3- und mittlere Krimmung

Definition. Es sei (f,v) ein auf U parametrisiertes Fldchenstiick. Fiir p € U seien ki(p), k,(p) die
Hauptkriimmungen und vi(p), vo(p) die Hauptkriimmungsrichtungen. Die Gauf3-Kriimmung K ist das
Produkt der Hauptkriimmungen, die mittlere Kriimmung H ihr Mittelwert,

_k (p) + k2(p)

K(p) := ki(p) - k2(p), H(p) : 5

Bemerkung. Laut Satz 9 sind die Hauptkriimmungen «; von der gewihlten Parametrisierung unabhingig;
entsprechendes gilt auch fiir H und K. Die GauB3-Kriimmung K ist eine Groe der inneren Geometrie. Bei
Wechsel der Normalen dndert H ihr Vorzeichen, aber K dndert das Vorzeichen nicht. Innere Geometrie
bedeutet, die Information steckt in der Flidche allein und ist vom umgebenden Raum unabhingig. Dies
ist Inhalt des GauB3schen theorema egregium.

Satz 10. Die Gaufische Kriimmung K hdngt nur von der Metrik g ab.

Beispiele. 1. Das Zylinderstiick mit innerer Normale hat konstante Hauptkriimmungen O und 1. Also gilt
K=0undH = 1.

2. Auf dem hyperbolischen Paraboloid hat man «; ,(0,0) = 1. Daher ist K(0,0) = -1, H(0,0) = 0.

3. Fiir die Kugeloberfliche mit innerer Normale gilt K = (})2, H= %; firR"ist K =0, H = 0.

Man kann auch lokale Darstellungen fiir H und K angeben, mit denen man sie gewohnlich ausrechnet:

Satz 11. Gauf3- und mittlere Kriimmung haben die Darstellung

detb 1
K= , H = by —2g12b1 + 211b2).
detg 2detg(g22 11— 2812b12 + g11022)

Beispiel. Das hyperbolische Paraboloid f(u,v) = (u, v, uv).
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6. Vorlesung, Montag 22.11.10

2.4 Geodatische

Geodiiten sind spezielle Flachenkurven, die wir durch ihre Eigenschaften beschreiben:

e Die Normale n einer Geoditen ist in jedem Punkt der Kurve parallel zur Flichennormalen v. Die
geoditische Kriimmung «, misst den tangentialen Anteil der Kurvenkriimmung «, daraus folgt,
dass die geoditische Kriimmung verschwindet. Da in

¢’ =kn =kKyS + kv, siehe2.3
der tangentiale Anteil von der Kurvennormalen (also s) verschwindet und damit gilt
kn = k,v, also|k| = |k,|.
Andererseits gilt aber auch k> = &} + «;,, zusammen ergibt sich also
Kk, = 0.
e Eine Geodite ist lokal die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten p, und p, auf einer Fléche.
Lokal heif3t hier, dass die Kurve nur leicht, also in einer kleinen Umgebung, gestort werden darf.

Bei hinreichend nah benachbarten Punkten p; und p, verbindet eine Geodite auf kiirzestem Weg
und ist eindeutig bestimmt:

Die Linge einer Kurve berechnet sich durch

l(c) = fz

unter allen regulidren Kurven mit c(t;) = p;,c(t;) = p, minimiert die geoditische Kurve c,(¢) die

Lénge:
53 15)
f |ein|dr < f
51 n

d(0|dt,

d(|dt.

Beispiele. 1. Ebene
2. Zylinder
3. Kugeloberfliche

2.4.1 Satz von Gauf3-Bonnet

Die geoditische Kriimmung ist nicht nur bei der Betrachtung der Geoditen von Interesse, sie kommt
unter anderem im Satz von Gauf3-Bonnet vor. Dieser wichtige Satz stellt eine Verbindung zwischen der
Geometrie einer Flidche und ihrer Topologie also den Eigenschaften, die unter Verformungen gleich
bleiben, her. Wir betrachten hier nur einen Spezialfall.

Dazu sei f(x,y),(x,y) € Q eine Parametrisierung eines einfach zusammenhdngenden reguliren Fla-
chenstiicks iiber einem beschrinkten Gebiet Q c R?. Wir nehmen an, dass die Randkurve 0Q c R?
zweimal stetig differenzierbar ist.

Die Raumkurve f(0Q) =: ¢ sei ebenfalls zweimal stetig differenzierbar. Insbesondere konnen wir von
der Randkurve ¢ der Fliche in jedem Punkt die geoditische Kriimmung «,(f) bestimmen, wobei wir
annehmen, dass c(#) nach Bogenlinge parametrisiert ist.
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Satz 12. Fiir ein wie oben parametrisiertes einfach zusammenhdngendes Fldchenstiick gilt die Integral-
formel von Gauf3 und Bonnet:

ffK(x,y) |(91f(x1,x2) X (92f(x1,x2)|dxdy + §Kg(t)dt =2n.
Q

=W(x,) 0Q

Das heifit die Summe der Gaufischen Gesamtkriimmung eines Flichenstiicks und der geodditischen Ge-
samtkriimmung seiner Randkurve ist gleich 2n. Fiir das Oberflidchenelement aus 2.2 schreiben wir kurz

W(x, y).
Beispiel. Kugeloberfliche

Wir haben oben vorausgesetzt, dass die Randkurve 0Q zweimal stetig differenzierbar ist. Der Satz
gilt aber auch allgemeiner fiir stiickweise glatte Kurven. In diesem Fall dndert sich die Kurventangente
sprunghaft in den Ecken und die geoditische Kriimmung ist undefiniert, deshalb werden die Richtungs-
sprilnge dem Randintegral hinzugefiigt.

Satz 13. Wir betrachten ein einfach zusammenhdngendes Flichenstiick wie oben, dessen Randbogen R;
aus N zweimal stetig differenzierbaren Bogen bestehe, die in den N Ecken e; unter den Aufsenwinkeln «;,
wobei —rt < @; < m, aneinanderstofien. Dann gilt folgende Integralformel

N
ffK(x,y)W(x,y)dxdy + 9§Kg(z)dz + Z a; = 27
o i=1

0Q
Beispiel. Ebene

Das Beispiel lésst sich auf allgemeine Geoditische iibertragen.
Bemerkung. Sind die Randbdgen R; Geoditische, so verschwindet die geoditische Kriimmung entlang

0Q. Es gilt dann
N
ffK(x,y)W(x,y)dxdy + Zai = 2nm.
5 i=1

Da das Oberflichenelement immer positiv ist, ldsst sich also ein Zusammenhang zwischen dem Vor-
zeichen der GauB3-Kriimmung und den Winkeln eines geodatischen Vielecks herstellen. Wir betrachten
geoditische Dreiecke (N = 3), also Dreiecke, deren Seiten Geoditen sind und anstelle der AuBBenwinkel
a; die Innenwinkel S;:

Bi=n-a.

Dann gilt

3 3
ffKdedy+37r—Z,8,-=2ﬂ = ffKdedy=Z,3i—7T-
S i=1 o i=1

Damit kann man die drei grundlegenden Geometrien unterscheiden:

(i) Euklidische Geometrie: Es ist K = 0, die Innenwinkelsumme ist gleich 7.
(i) Hyperbolische Geometrie: Es ist K < 0, die Innenwinkelsumme ist kleiner als 7.

(iii) Sphdrische Geometrie: Es ist K > 0, die Innenwinkelsumme ist gro3er als 7.

Abschlieend geben wir noch eine Darstellung der geoditischen Kriimmung fiir eine Flachenkurve

fy(@®) = c(t) an:

vy(@) - (@) X ")

%) = cOF
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7. Vorlesung, Montag 29.11.10

3 Abbildungen von Flachen - Kartenentwirfe

3.1 Langentreue, Winkeltreue, Flachentreue

Wir betrachten zwei parametrisierte Fldchen mit tibereinstimmendem Parametergebiet U:

f1U =R, (xy) = f(x,y)
U >R () o f(xy)
Die gemeinsamen Parameter (x,y) definieren eine Abbildung zwischen den Fliachen F = f(U) und
F=fU)
O: F - F, f(x,y) > f(x,y).
Die Flichen F und F sind durch gleiche Parameter aufeinander bezogen.
Beispiel. Ebene und Zyliner

Im letzten Teil der Vorlesung untersuchen wir, wann eine Abbildung zwischen zwei Fldchen

e lingentreu, d.h. Kurven in U sind unter f und f gleich lang.
o winkeltreu, d.h. einander entsprechende Winkel auf beiden Flidchen sind gleich.

e flichentreu, d.h. entsprechende Flichenstiicke sind einander gleich.
Definition. Die Abbildung ©: F — F heif3t isometrisch (ldngentreu), falls g;; = gi.

In diesem Fall stimmen nach dem theorema egregium die GauB3schen Kriimmungen iiberein, d.h. die
Fliachen sind aufeinander abwickelbar. Falls die Abbildung nicht isometrisch ist, treten Liangenverzer-
rungen auf. Die Lingenverzerrung ist in allen Richtung gleich, falls es eine Abbildung A: U — R gibt,
mit g;;(x,y) = A(x, y)gi;(x, ).

Definition. Die Abbildung ®: F — F heif3t konform (winkeltreu), falls die Koeffizienten der Metriken
proportional zueinander sind: g;; = ag;;.

Man sieht leicht, dass Winkel unter ® erhalten bleiben: Aus dem zweiten Teil der Vorlesung (siehe
Gleichung 2.1) wissen wir, dass der Winkel zwischen zwei Flichenkurven c(#) = f(y(¢)) und d(t) =
f(6()) gegeben ist durch

Ersetzt man nun g;; durch g;;, ergibt sich
cosa@ = Cos

fiir den entsprechenden Winkel @ auf F.
Wir haben gesehen, dass der Flicheninhalt durch das Oberflichenelement W = 4/detg gegeben ist,
daher ist die Flichenverzerrung der Abbildung ® gegeben durch

w detg

5

W detg

7
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Definition. Die Abbildung ®: F — F heifit flichentreu (inhaltstreu), falls
detg = detg.
Bemerkung. e Isometrische Abbildungen sind sowohl konform als auch flachentreu.
e Andererseits ist eine Abbildung, die konform und flichentreu ist, auch isometrisch.
Satz 14. Nur Fldchen mit Gaufskriimmung K = 0 lassen sich isometrisch in die Ebene abbilden.

Beweis. Die gesuchte Fliche muss laut Definition die gleiche Fundamentalform wie die Ebene haben. Da
die GauBkriimmung nur von der ersten Fundamentalform abhéngt (theorema egregium), gilt K = 0. O

Korollar 15. Die Kugeloberfiiiche lisst sich nicht isometrisch auf die Ebene abbilden.
Beispiel. Katenoid und Helikoid.

3.2 Kartenentwd(rfe

Wir wollen nun verschiedene Beispiele von Karten der Erdoberfldche untersuchen. Dabei nehmen wir
an, dass die Erde eine Kugel ist und vernachléssigen die Ellipsoidgestalt. Damit ist ein Kartenentwurf
eine Abbildung zwischen zwei Flachen: der Kugeloberflache K und der Ebene E.

Wie wir gesehen haben, gibt es keine isometrische Abbildung der Kugeloberflache auf die Ebene.

3.2.1 Stereographische Projektion

Bei der stereographischen Projektion werden die Kugelpunkte durch Zentralprojektion von einem
Punkt p € K auf die Tangentialebene in —p abgebildet.
Wir wihlen die Standarddarstellung der Kugeloberflache

f(x,y) = (cos xsiny, sin x sin y, Cos y)
und stellen die Ebene in Polarkoordinaten dar
f(x,y) = 2tan % cos x, 2 tan % sinx, 1).

Die entsprechenden Metriken sind
_(sin?y 0\ _ (4tan’3; O
g - O 1 s g - O @ .

Die stereographische Projektion @ projeziert vom Siidpol (—1,0, 0) der Kugel auf die Tangentialebene
im Nordpol und ist gegeben durch

f(x,y) = (cos xsiny, sin xsiny, cos y) — f(x,y) = (2tan % cos x, 2 tan % sinx, 1).
Fiir die Metriken gilt

Y _
gij = COS4 5 g,-j,
————
=:A(x,y)
das heif3it die Abbildung @ ist konform/winkeltreu. Da A nur von y abhiéngt, sieht man schnell, dass die
Breitenkreise f(x, yo) fiir festes yy auf gestreckte Kreise in der Ebene abgebildet werden. Dabei werden

die Breitenkreise nah am Siidpol unendlich lang und solche, die sich dem Nordpol nidhern, immer kleiner.
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3.2.2 Mercator-Entwurf

Der Mercator-Entwurf ist nach seinem Erfinder, dem Kartographen Gerhard Mercator (lat. Name fiir
Gerhard Kremer) benannt. Es handelt sich dabei um einen Zylinder-Entwurf, das hei3t die Kugelober-
flache wird zunichst auf einen Zylinder abgebildet, der dann in die Ebene abgewickelt wird. Die Ebene
wird dabei durch

F(x,y) = (xIncot % 0)

dargestellt. Das Bild der Kugeloberflache f ([0, 2], [0, 7r]) wird auf den Streifen
{(x,y) €R*: 0 < x < 2n}

abgebildet. Die Lingen- und Breitenkreise gehen auf Parallelen der Koordinatenachsen. Fiir die Metrik
ergibt sich

Daraus folgt

.2 -

&ij = Sy gij,
——
=A(xy)

und damit ist der Mercator-Entwurf konform. Der Aquator (y = %) wird isometrisch abgebildet, da
A(x, %) = 1 und damit g;; = g;; gilt. Die Lingenverzerrung A wird in Polnihe immer groBer.

Eine weitere Eigenschaft des Mercartor-Entwurfs macht ihn fiir die Seefahrt so interessant: Die Lox-
odrome der Kugeloberfliche werden wegen der Winkeltreue auf Geraden abgebildet. Daher wird der
Entwurf oft auch als Seekarte bezeichnet.

3.2.3 Entwurf von Archimedes und Lambert

Dieser Entwurf ist eine klassische Zylinder-Projektion: Die Kugeloberfliche wird horizontal auf das
Zylinderstiick fiir -1 < z < 1 projeziert. Nach dem Abwickeln ergibt sich folgende Parametrisierung
f(x,y) = (x,cosy). Da

10
£=10 sin?y)’

also det g = det g gilt, ist der Entwurf flachentreu.
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3.2.4 Mollweidescher Entwurf

Dieser Entwurf ist ein Beispiel fiir einen unechten Entwurf, darunter versteht man Entwiirfe, bei denen
die Bilder der Liangenkreise keine Geraden oder die Bilder der Breitenkreise keine Kreise oder Geraden
sind.

Wir betrachten

fxy) = (27\/536005 1, V2sin?),

wobei

;mcosy == 2t + sin 2t

bzw. y = arccos(%(Zt + sin 2¢)] gilt. Das Bild der Kugeloberfliche ist eine Ellipse mit den Hauptachsen

22 und V2. Die Bilder der Lingenkreise sind Ellipsen mit Scheitel (0, + V2). Der Mollweidesche
Entwurf ist flichentreu.
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