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Aufgaben

Aufgabe G1 (Permutationen)
Betrachten Sie die Permutation

(123 456789
7“6 374812095
(a) Bestimmen Sie die Menge der Inversionen von o.
(b) Schreiben Sie o als Zusammensetzung von disjunkten Zyklen.
(c) Schreiben Sie o als Zusammensetzung von Transpositionen.
(d) Bestimmen Sie sgn(o).
Losung:

(a) Die Menge der Inversionen von o ist

{(1,2),(1,4),(1,6),(1,7),(1,9),(2,6),(2,7),(3,4),(3,6),(3,7),(3,9),(4,6),(4,7),(5,6),(5,7),(5,9), (8,9}

(b) Es gilt
oc=(1 6)o(2 3 7)o(5 8 9).
(c) Wegen
(237 = (23)(37),
(589 = (58)°(89)

und der letzten Teilaufgabe ergibt sich
o=(1 6)o(2 3)o(3 7)o(5 8)0o(8 9).
(d) Aus Aufgabenteil (a) und der Definition des Vorzeichens einer Permutation ergibt sich

sgn(o) = (-1 =(-1)"7=-1.

Aufgabe G2 (Determinante)
(a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix

01 00
1 0 2 0
A= (ai,j)lgi,j54 = 0 2 1 3
0 0 31

mit Hilfe der Definition der Determinante.




(b)

(o)
()]

Andert sich die Determinante einer Matrix, wenn man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert?
Zeigen Sie ihre Aussage.

Wie andert sich die Determinante einer Matrix, wenn man zwei Zeilen vertauscht?

Berechnen Sie die Determinante der Matrix A mit Hilfe des Gau3-Algorithmus.

(Bringen Sie dazu die Matrix in obere Dreiecksgestalt, beachten Sie wie sich die Determinante dabei laut Auf-
gabenteil (b) und (c) verdndert und berechnen Sie im letzten Schritt die Determinante der Matrix in oberer
Dreiecksgestalt wie in der Vorlesung behandelt.)

Betrachten Sie nun die Matrix

[eN e o]
ot O
w—=a o
= W S o

mit a, b € R beliebig.

(d) Wie grof3 ist die Determinante von B?
Losung:
(a) Nach Defintion der Determinante gilt
detA= Z sgn(0)  dg(1)1 -+ Ao(4)a -
OESy

Ein Produkt der Gestalt sgn(o) - ay(1)1 * .- " Ag(4)4 ist nur dann ungleich Null, wenn a,;); # 0 firi = 1,...,4 gilt.
Da in der ersten Spalte der Matrix nur ein Eintrag ungleich Null ist, kann dies nur gelten, wenn ¢ (1) = 2 ist.
Da o bijektiv ist, kommt in dem Produkt a,(;); - ... dy(4) 4 genau ein Matrixeintrag pro Zeile vor. Da in der ersten
Zeile nur ein Eintrag ungleich Null ist muss 0(2) = 1 gelten, damit sgn(c’) - ay(1y1 - - - - * Ap(a)4 7 O gilt.

(b)

(o)

(d

Fiir o € S, mit (1) =2 und o(2) =1 gibt es nur die zwei Moglichkeiten
o,=(12)und o0, =(12)(34).
Nach einer aus der Vorlesung bekannten Formel fiir das Vorzeichen von Permutationen, die sich aus Transpositionen

zusammensetzen ergibt sich
sgn(o,) =—1und sgn(o,) =1

D.h. die Summe in der Definition der Determinante ergibt sich zu
detA=sgn(0) Ay (1)1 " - Aoy (4)4 T 580(02)  Agy1)1* - Agpiys =—1-1-1-1-1+1-1-1-3-3=8

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Determinante eine alternierende n-lineare Abbildung ist. Insbesondere
dndert sich die Determinante nicht, wenn man das Vielfache einer Spalte zu einer anderen Spalte addiert.

Da aufierdem die Determinate einer Matrix immer gleich der Determinate der transponierten Matrix ist (und das
Transponieren immer gerade die Rollen von Zeilen und Spalten vertauscht) gilt dasselbe fiir Zeilen anstelle von
Spalten.

Also dndert sich die Determinate einer Matrix nicht, wenn man ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen addiert.

Mit derselben Argumentation wie im letzten Aufgabenteil erhilt man, dass die Determinante einer Matrix das
Vorzeichen wechselt, wenn man zwei Zeilen vertauscht.

Mittels des Gauf3-Algorithmus erhélt man
0100 1020 1020 102 0
1020 0100 0100 010 0
det | g g g g |=7det| o 5 g g [=7det] 5 o 1 g3 [=7dt] 5457 3
00 3 1 00 3 1 00 3 1 000 -8

Die letzte Matrix hat Diagonalgestalt, ihre Determinante ist also das Produkt der Eintrége auf der Hauptdiagonalen.
D.h. es gilt

01 00 1 0 2 O
1 0 2 0 01 0 O

det A=det 0 2 1 3 = —det 00 1 3 =-1-1-1-(—-8)=8
0 0 3 1 0 0 0 -8




(e) Man kann die Argumentation aus Aufgabenteil (a) genauso auf die Matrix B anwenden. Es ergeben sich dabei
genau dieselben Gleichungen, d.h. es gilt

detB=detA=38.

Aufgabe G3 (Determinante)
Berechnen Sie die Determinante der folgenden Matrizen

(a)
( sma - cosa ) mit a € R beliebig.
—cosa sina
(b)
1 1 1
-1 2 5
2 3 -1
©
sina  cosa a-sina
—cosa sina —a*-sina mit a, a € R beliebig.
0 0 1
()

[cNeNoNBal =]
[cNeNoNeNol
O O O OO
[eNel o NeNe]
_ O O O OO0
[cNeNeN NoNe]

Losung: Bei den Aufgabenteilen (a)-(c) verwendet man die expliziten Formeln fiir 2 X 2 bzw. 3 X 3 Determinanten.
Fiir den letzten Aufgabenteil verwendet man die Losung der Aufgabe G2 (c).

(a)
det( sma cosa )=sina-sina—(—cosa-cosa)=sin2a+cosza=1
—cosa sina
(b)
1 1 1
det | -1 2 5 = 1.2.(-1)+1-5-241-(-1)-3—-1-2-2—1-(=1)-(-1)—1-5-3
2 3 -1
= —-2410-3—-4-1-15=-15
(©
sina cosa a-sina
det —cosa sina —a?-sina = sina-sina-14cosa-(—a’sina)-0+asina-(—cosa)-0
0 0 1

—asina-sina-0—cosa-(—cosa)-1—sina-(—a?sina)-0

= sin?a+cosla=1
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1 00 0 0O
01 0 0 0O
001 0 0O
00 01 0O
0 0 0 0 01
0 0 0 0 10

det [

000100
001000
\ 0 000 1 0)

/100 00 0
010000
000001

/100 0 0 0

01 0 0 0O
0 01 0 00O

0 0 01 0O

000O0T1U0
\0o 0 00 0 1)

= —det

|

01 0 0 0O
1 0 000 O
00 0 0 01
00 01 0O
001 0 0O
00 0 0 10

det [

—det




