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Aufgaben

Aufgabe G1 (Vektorrdume)
Es seien M eine beliebige Menge und V, W K-Vektorrdume.

(a) Zeigen Sie, dass die Menge F(M, W) der Abbildungen von M nach W mit den iiblichen Operationen
+: M, W) X (M, W) = FM,W), (f,g)—Ff+g mit (f+g)(x):=f(x)+g(x)Vx € M und
KX FM,W) - F(M, W), (A, g)— Ag mit (Ag)(x):=A-g(x)VxeM
einen K-Vektorraum bildet.
(b) Zeigen Sie, dass die Menge Hom(V, W) aller linearen Abbildungen von V nach W ein K-Vektorraum ist, indem sie
zeigen, dass es sich bei Hom(V, W) um einen Untervektorraum von F(V, W) handelt.
Losung:

(a) Offensichtlich sind die Operationen + und - wohldefiniert. AuBerdem ist die Abbildung 0, welche jedes Element
von M in 0 € W abbildet, das Nullelement in F(M, W). Man muss also nur noch die Eigenschaften (V1)-(V8) aus
der Definition von Vektorrdumen zeigen.

Dazu seien f,g,h € F(M,W), A, u € K und x € M beliebig. Dann folgt:

(V1) in w

FH@E+ME) = FO)+(g+M0)=Fx)+(g0)+h(x) 2" (£(x) + g(x)) +h(x) = (f + g)(x) +h(x)
= (F+9)+hx)
=>f+(g+h) = (f+g)+h = (VD)
F+0)x) = FEI+0x)=F0)+0 " f(x0)
=f4+0 = f = (V2)

F+EDHK) = fFE)+(=D)-H) =FE)+(=1)-f(x) Y2 0=0(x)
=f+(Df = 0 = (V3)

F+x) = fO)+g0) Y g+ F(x) = (g + £)(x)
=>f+g = g+f = (V4)
AF+2)X) = A-((F+E)=2A-(F)+g0) “EY A F)+ - g0x0) = (Af)(x) + (Ag)(x)
= (Af +28)x)
=>Af+g) = Af+Ag = (V5

(V6) in w

A+ = A+w-f) “EY A0 +u- ) = AF)00) + (f)(x) = (Af +uf)(x)
>A+wf = Af+uf = (V6)
AN = - =A- (- ) 2N ) - £ = (Aw)f)(x)
=>uf) = wf = 7
(1) = 1-£0) “27 F(x0)
=>1-f = f = (V8).




w.z.b.w.

(b) Man zeigt die drei Unterraumkriterien fiir Hom(V, W):
* 0 € JF(V,w) ist die Abbildung

0:V-—-W, v—0.

Diese ist offensichtlich linear. D.h. es gilt 0 € Hom(V, W) und damit ist (U1) erfiillt.
* Seien f, g € Hom(V, W) beliebig. Dann gilt fiir alle A;,A, € Kund v;,v, € V:

(f +8)Avy +A,05) = f(Avy + Ayv) + (A vy + A0p) = Ay f (01) + Ao f (02) + A18(v1) + A,8(v5)
A (f+@)(w)+ Ay (f +8)(,)

D.h. f + g ist eine lineare Abbildung von V nach W, also gilt f + g € Hom(V,W).
Daraus folgt, dass (U2) erfiillt ist.
* Esseien f € Hom(V,W) und u € K beliebig. Dann gilt fiir alle A,,A, € K und v;,v, € V:

(W) Aoy +A0) = p-f(Av+2A0) = Ay f(v) +u-2Ay- f(03)
A (uf () + Ay - (uf )(v2)

D.h. uf ist eine lineare Abbildung von V nach W, also gilt uf € Hom(V, W).
Daraus folgt, dass (U3) erfiillt ist.

Aufgabe G2 (Kanonische Faktorisierung)
Es sei V ein Vektorraum. Wir betrachten die linearen Abbildungen

p: V=Y, v — v und
PV =V, v—0.
Aus Satz 5.2.5. (Kanonische Faktorisierung) ergibt sich die Existenz von zwei Isomorphismen ¢; und p,, die durch ¢
bzw. ¢, eindeutig bestimmt sind.
(a) Geben Sie die Abbildungsvorschrift von p; und @, an.
(b) Die Isomorphie welcher Vektorraume kann man daraus schlieBen?
Losung:

(a) Offensichtlich gilt ker p; = {0}, im ¢; =V, kery, = V und im ¢, = {0}. Aus Satz 5.2.5. ergeben sich direkt die
Abbildungsvorschriften:

P1:V/{0} >V, v+{0}— p(v)=v
P, V/V — {0}, v+V - p,(r)=0.

(b) Es folgt, dass V/{0} isomorph zu V ist und dass V/V isomorph zu {0} ist.

Aufgabe G3 (Rang von Matrizen und Losungen von Gleichungssystemen)
Gegeben seien die drei Matrizen

1 235
00 1 2 1 3 -1
A:=(1203), B:=| 0 001 [udCc:=| 0 2 -5
0000 00 1
00 00

(a) Bestimmen Sie den Rang der Matrizen A, B und C und die Dimension des Kerns der zu diesen Matrizen gehorigen
linearen Abbildungen ¢,, ¢ und @..

(b) EsseiD eine reelle mxn-Matrix und U := ker ¢, = {x € R" | Dx = 0} der Kern der zugehorigen linearen Abbildung.
Zeigen Sie dass fiir jeden Vektor b € R™ die Losungsmenge des Gleichungssystems Dx = b entweder leer ist oder
die Gestalt a + U mit einem a € R" hat.




(0

Wir betrachten die linearen Gleichungssysteme Ax = a, Bx = b und Cx = c. Ein solches lineares Gleichungssystem
ist unlosbar oder es hat genau eine Losung oder die Losungsmenge ist eine Gerade, oder eine Ebene, oder ein
dreidimensionales Gebilde, ...

Welche Falle sind in obigen Gleichungssystemen jeweils moglich? Gib in den Fillen, die mdoglich sind, jeweils eine
rechte Seite an, fiir die dieser Fall eintritt. Begriinde in den iibrigen Fillen, warum er jeweils nicht eintreten kann.

Losung:

(a)

(b)

(o)

Der Rang einer Matrix ergibt sich aus der maximalen Anzahl linear unabhéangiger Zeilen. Das lasst sich hier jeweils
direkt ablesen:

rank A= 1,rank B =3,rang C =3
Durch Anwenden des Dimensionssatzes
dim(im ¢) + dim(ker ¢) = dimV
fiir alle linearen Abbildungen ¢ : V — W ergibt sich:
dim(ker p,) =4 —rankA=4—-1=3
dim(ker pz) =4 —rankB=4-3=1
dim(ker po)=3 —rank C =3-3=0.
Entweder die Losungsmenge ist leer, oder es gibt ein a € R" mit Da = b. Im ersten Fall ist nichts zu zeigen. Wir
betrachten also den zweiten Fall.

Jedes Element aus R" hat die Gestalt a + x mit x € R" und ist genau dann eine Losung des gegebenen Gleichungs-
systems, wenn

b=D(a+x)=Da+Dx=b+Dx=Dx=0xeU
gilt. D.h. die Losungsmenge von Dx = b hat die Gestalt {a + x|x € U} =a+ U.
w.z.b.w.

* Wegen (a) und (b) ist die Losung das Systems Ax = a entweder leer oder ein dreidimensionales Gebilde, da
dim (ker ¢,) = 3 gilt. Das System ist allerdings fiir jede rechte Seite l6sbar:

Ax=b& x;+2x,+3x,=0b

ist zum Beispiel fiir x = (b,0,17,0)7 erfiillt. Damit kann nur der Fall eintreten, dass die Lésungsmenge etwas
dreidimensionales ist.

* Wegen (a) und (b) ist die Losung das Systems Bx = b entweder leer oder eine Gerade, denn es gilt
dim (ker @) = 1. Beide Fille treten auf, so ist das System fiir b = (0,0,0,0,0)7 16sbar (eine Losung ist
x = (0,0,0,0)7) und fiir b = (0,0,0,0,1)” unldsbar, denn aus der letzten Zeile des LGS ergibt sich dann
0x; + 0xy + 0x3 + 0x4 = 1.

* Wegen (a) und (b) ist das System entweder unlésbar oder eindeutig 16sbar, denn ker(p.) = {0}. Unlésbarkeit
kann jedoch wieder nicht auftreten, denn wegen dim(im ¢.) = rank C = 3 liegt jedes Element aus R* im Bild
von (. Das bedeutet, das lineare Gleichungssystem Cx = c ist fiir alle ¢ € R® 16sbar.

Aufgabe G4 (Rang *)
(*) Es seien A und B reelle n x n-Matrizen. Zeigen Sie dass

gilt.

rank AB < rank B

Losung: Wir betrachten die drei Abbildungen

pq: R = RY, x — Ax,
pp : R" > R", x — Bx und

Pap R —> R, x — ABx .

Offensichtlich gilt p 5 = @40 Y.

Des Weiteren gilt fiir jede lineare Abbildung ¢ : V — W bekanntermaen dim(ker ¢) + dim(im ¢) = dimV und damit
insbesondere dim(im ¢) < dimV.

Zusammen ergibt sich

rank (AB) = dim(im g ,5) = dim(im ¢4 © @) = dim (im (@al )) < dim(im @) =rank B.

im @B

w.z.b.w.




