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Aufgaben

Aufgabe G1 (Injektivitat und Surjektivitét)
Es seien V und W endlichdimensionale Vektorrdume und ¢ : V — W eine lineare Abbildung. Ersetzen Sie in den
folgenden drei Aussagen die Fragezeichen so, dass die Aussagen wahr sind.

(a) ¢ ist surjektiv < dim(im ¢) = ?

(b) ¢ ist injektiv < dim(ker ) =?

(¢) ¢ ist bijektiv < dim V =? und dim(ker ¢) =?
Beweisen Sie jeweils die Richtigkeit ihrer Aussagen.
Betrachten Sie nun den R-Vektorraum V = {(a,),ex|a@, € RV n € N} der reellen Zahlenfolgen (siehe Aufgabe G3
Ubungsblatt 9).

(d) Zeigen Sie dass es eine lineare Abbildung ¢, : V — V gibt, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.

(e) Zeigen Sie dass es eine lineare Abbildung ¢, : V — V gibt, die surjektiv, aber nicht injektiv ist.

Losung:
(a) Es gilt: p ist surjektiv & dim(im ¢) = dimW.
Beweis:
* Angenommen ¢ ist surjektiv, dann gilt nach Definition im ¢ = W und damit auch dim(im ¢) = dim W
¢ Angenommen es gilt dim(im ¢) = dim W. Aus Satz 4.6.13. aus der Vorlesung folgt dann im ¢ = W, d.h. ¢ ist
surjektiv.
(b) ¢ ist injektiv < dim(ker ¢) = 0.
Dies folgt sofort aus den bekannten Aussagen (siehe friihere Ubungsaufgaben):

@ ist injektiv < kery = {0} und
dimU=0 < U={0}

fiir alle Vektorraume U.
(c) ¢ ist bijektiv < dimV = dim W und dim(ker p) =0
Beweis:
Mit Hilfe der bekannten Dimensionsformel dim(im ¢) + dim(ker ¢) = dimV und den Aufgabenteilen (a) und (b)
ergibt sich
p ist bijektiv. <> ¢ ist injektiv und surjektiv < dim(ker ¢) =0 und dim(im ¢) = dim W
< dimV =dimW und dim(kerp)=0

(d) Wir betrachten die Abbildung ¢, : V — V, die definiert ist durch
®1 ((an)neN) = (bn)neN mit bl =0, bi+1 =4q; VieN.

Diese Abbildung verschiebt die Folgenglieder um eins nach hinten und ergénzt eine Null als erstes Folgenglied. D.h.
(p; ist injektiv, denn wenn man zwei verschiedene Zahlenfolgen verschiebt, so sind die Bilder verschieden.
(p ist nicht surjektiv, da jede Zahlenfolge (a,),ey mit a; 7 0 nicht im Bild von ¢ liegt.




(e) Wir betrachten die Abbildung ¢, : V — V, die definiert ist durch

P2 ((an)nEN) = (bp)ney mit b; =a; 1, Vi EN.

Diese Abbildung verschiebt die Folgenglieder um eins nach vorn und "vergisst” das erste Folgenglied.
D.h. ¢, ist surjektiv, denn fiir eine beliebige Folge (a,) ey € V gilt fiir b; :=0,b, 1, :=a,VneN:

P2 ((bn)neN) = (an)nGN'
(p, ist nicht injektiv, denn fiir a, :==0Vn€Nund b, :=1,b,,, :=0Vn e N gilt

802 ((an)nGN) = 802 ((bn)nEN) = (an)nEN .

Aufgabe G2 (Rang)
Gegeben sei die Matrix

S

Il
= =
= NN
—= O O

und die lineare Abbildung
0 :RP-R3 x—Ax.

(a) Bestimmen Sie den Rang der Abbildung ¢.
(b) Bestimmen Sie den Rang der Matrix A (d.h. die Anzahl der Pivotelemente im zugehorigen linearen Gleichungssy-
stem Ax = 0).

(c) Betrachten Sie die Spaltenvektoren

1 2 0
vv=| 1], vo= 2 |undvyz=| O
1 1 1

der Matrix A. Wie grof3 ist die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren in der Menge {v;, v,, v3}?

(d) Betrachten Sie die Zeilenvektoren

1 1 1
wi=| 2 |, wo=1] 2 undwy=| 1
0 0 1

der Matrix A. Wie groR ist die maximale Anzahl linear unabhangiger Vektoren in der Menge {w,, wy, w3}?

Losung:

(a) Fir xq,x,,x3 €R gilt

X1 1 2 0 X1 X1+ 2x, 1 0

V) Xy =1 2 0 x, | = X1+ 2x, =0 +2x)| 1 | +(x3—x3)] O

X3 1 11 X3 X1+ x5+ X3 1 1
1 0

D.h. im ¢ C span 1 |, O . Andererseits erhélt man aus obiger Gleichung auch
1 1
1 0 M
A‘l 1 +Az 0 =@ 0 VAl,AzeR.




D.h. es gilt auch span 1 1]1,] 0 Cim . Insgesamt ist also
1 1
1 0
im ¢ = span 1 |,] O
1 1

Fir A, A, € R mit

1 0 0
Ml 1 | +2A, 0O | = 0 | folgtA; =2A,=0.
1 1 0
1 0 1 0
Dh.[ 1 |und | O | sind linear unabhéngig und damit eine Basis von span 1 |, O =im .
1 1 1 1

Nach Definition ist der Rang der Abbildung ¢ also zwei.
(b) Die Umformung des Gleichungssystems mit Hilfe des Gauf3algorithmus ist die folgende.

X1 + ZXZ + O'XB = 0 X1 + 2X2 == 0
Ax=0& X1 + ZXZ + 0'X3 = 0 (=4 - X9 + xs - 0
X1 + X9 + X3 = 0 0 = 0

D.h. die Anzahl der Pivotelemente und damit der Rang von A ist zwei.

(c) Die Vektoren vy, vy, V5 sind linear abhéngig, denn es gilt

1 2 0 0
2.1 1 |-1-| 2 |=1-{ O (= O [=0.
1 1 1 0

Wie in Aufgabenteil (a) gezeigt wurde sind die Vektoren v;, v5 linear unabhéangig.
D.h. die maximale Anzahl linear unabhingiger Vektoren in der Menge {v;, v,, v} ist zwei.

(d) Die Vektoren wy,w,, w5 sind linear abhéingig, denn es gilt

1 1 1 0
1-1 2 | -1-| 2 |+0-| 1 (=] O |[=0.
0 0 1 0

Aullerdem sind die Vektoren wy, w linear unabhéngig, denn fiir A;, A, € R mit

1 1
0=7Llwl +)\,2W3 zll 2 +A.2 1 fO]gt 1220111'1(1 A’l =0.
0 1

D.h. die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren in der Menge {w;, wy, w3} ist zwei.

AGR}

1 2 1
(a) Zeichnen sie U und die affinen Unterrdume ( 0 ) +U, ( ) +U und ( 1 ) +U.

Aufgabe G3 (Quotientenraum)

1
Wir betrachten den Vektorraum V = R? und den Untervektorraum U := {)L ( 1 )

0
(b) Zeigen Sie, dass fiir a, b € R gilt:

(3)+-{(3)

x,yeR,x+y:a+b}.




(c) Zeigen Sie, dass die Abbildung
a
p:V/U—->R, ( b )+Ur—>a+b

wohldefiniert und sogar ein Vektorraumisomorphismus ist.
(d) Geben Sie eine graphische Interpretation der Abbildung ¢ aus dem letzten Aufgabenteil an.
(e) Ist die Abbildung

¥ :V/U—R, ( Z )+U—>a-b

wohldefiniert? Zeigen Sie ihre Behauptung.

Losung:
(a) Im R? ist U eine Gerade durch den Ursprung mit Anstieg -1.

( (1) ) + U ist die zu U parallele Gerade, die die y-Achse in 1 schneidet.

( (2) ) + U und ( 1 ) + U sind gleich. Es handelt sich bei ihnen um die zu U parallele Gerade, die die y —Achse

in 2 schneidet.

(b) Ein Element ( ; ) aus ( Z ) + U hat nach Definition die Gestalt

X a 1 a+A
(3)=(5) (5 )=(3%)
mit einem A € R. D.h. es folgt insbesondere x + y =a+A+b—A=a+b. Also ist

(){(3)

x,yeR,x+y=a+b}

und daraus folgt

Andererseits gilt fiir ein Element ( ; ) S { ( ; ) X, YER,x+y=a+ b} auch

()=00)+(52)-(5)+(es)- (5 )vema( 1)< (5) o

D.h. es gilt

Insgesamt ergibt sich dann

w.z.b.w.




(g)+u=(g)+u

x,yeR,x+y=a+b}unddamit

(¢) * Fiira,b,a’,b’ €R mit

an (5 )<(5)+0-{(5)

und

ad+b =a+b

o((5)+v)=e((5)+0)=as.

D.h. die Abbildungsvorschrift von ¢ ist unabhingig von Wahl des Reprisentanten der affinen Unterrdume.
( ist also wohldefiniert.
e Fiir a;, by, a,, by, A1, A, € R gilt

(5 ) o) o3 ) 7))

Aag + Aqya, ) )
+U
v (( A1by + Ayb,
7\,1(11 + Azaz + A’lbl + Azbz
= M(a; +by)+ Ay(ay + by)

= me () o) e ((32) )
o((5)+0)=xro=x.

. ( g ) ist genau dann in ker ¢, wenn a + b = 0 gilt, d.h. wenn

()< () feremers=of=(§)+v
ka¢={(8:)+u}={m,

wobei die letzte Null das Nullelement in V /U bezeichnet.
D.h. @ ist injektiv.
Insgesamt ist ¢ also eine wohldefinierte, bijektive, lineare Abbildung, also ein Vektorraumisomorphismus.

D.h. ¢ ist linear.
* Fiir x € R beliebig gilt

D.h. ¢ ist surjektiv.

ist. Es folgt also

w.z.b.w.

(d) Eine mogliche Interpretation ist folgende:
Man kann R mit der y-Achse im R? identifizieren. Dann bildet die Abbildung ¢ einen affinen Unterraum (der ja
eine zu U parallele Gerade ist) auf dessen Schnittpunkt mit der y-Achse ab.

o waenvs( 1 )=( 2 )-(2) e
(2 )+0=( )0

Nach der angegebenen Abbildungsvorschrift ist aber

x((ji)+U):1(—D=—1#0=00=x((8)+U).

D.h. y bildet dasselbe Element aus V /U in zwei verschiedene Elemente aus R ab, was natiirlich nicht méglich ist.
D.h. y ist nicht wohldefiniert.




Aufgabe G4 (Quotientenraum®)

(*) Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U C V ein Untervektorraum. Weiterhin sei u,...,u,, eine Basis
von U.

Dann gibt es nach dem Basisergénzungssatz ein n € Ny und Vektoren vy,...,v, € V, so dass uy,...,Upy, V;,..., U, eine
Basis von V ist.

Zeigen Sie, dass in dieser Situation die Elemente v; + U,..., v, + U eine Basis von V /U bilden.

Losung:

* Essei v+ U ein beliebiges Element aus V/U. Dann ist v € V und da uy, ..., u,, v;, ..., U, eine Basis von V ist, gibt
es Koeffizienten A4,...,A,,, Uy, .., U, € R mit

V=AU F AU, U0 Uy,
Wegen v — (U vq + ...+ u,v,) = Aquy + ...+ Au, €U folgt
v+U=Wuv+...+u,v,)+U=u(ry +U)+... + u,(v, + U).

D.h. die Vektoren v; + U,...,v, + U erzeugen V/U.

e Seien nun Yq,..., U, € R mit
0+U=u(ry+U)+...+u, (v, +U) = +... +u,v,)+U.
Insbesondere gilt also 0 € (U v; + ...+ u,v,) + U. D.h. es existiert einu € U und A4,...,A,, € R mit
O=uv+...+u v Fu=pv+...+ v, + Au +...+Au, .
Dauy,...,Upy, V;,..., U, linear unabhéngig sind, folgt daraus
Ui =...=u, =0.

D.h. die Vektoren v; + U, ..., v, + U sind linear unabhéngig.

Insgesamt folgt, dass die Vektoren v; + U, ..., v, + U eine Basis von V /U bilden.
w.z.b.w.




