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Aufgaben

Aufgabe G1 (Dimension)
Gibt es Untervektorrdume U und V von R® mit

dimU =5, dimV=4 und dim(UNV)=2?
Beweisen Sie ihre Antwort.
Losung: Gébe es Untervektorrdume mit den geforderten Eigenschaften, so wiirde
dim(U+V)=dimU +dimV —dim(UNV)=54+4-2=7
gelten. Da U + V ein Untervektorraum von R® ist, gilt aber
dim(U + V) < dimR®=6.

Dies ist ein Widerspruch.
Es gibt also keine Untervektorraume U und V mit den in der Aufgabe geforderten Eigenschaften.

Aufgabe G2
Betrachte den R-Vektorraum R® mit der Standardbasis B = (e;, e,, e3) und zwei weiteren Basen B’ = (by, b, b3) und
B” =(cq, ¢y, ¢3), wobei
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0 0 ) W1
1) 1) (0
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3
(a) Der Vektor w € R3 sei beziiglich der Basis B’ gegeben durch [w]p = | 2
1
Bestimmen Sie die Koordinaten von w beziiglich der Basis B.
2
(b) Der Vektor v € R® sei beziiglich der Standardbasis B gegeben durch [v]z = | 2
2

Bestimmen Sie die Koordinaten von v beziiglich der Basis B’.

(¢) Bestimmen Sie die Koordinaten von by, b,, b; beziiglich der Basis B’.




(d) Bestimme eine Matrix A; mit

[ulg =A;[u]y YueR?.

(e) Bestimme eine Matrix A, mit

[uly =Ay[ulgr Yu e R3.

Losung:
(a) Es gilt
1 1 0 5
W=3b1+2b2+b3=3 0 +2 1 + 1 = 3 =561+3€2+4e3.
1 0 1 4
Die Koordinaten von w beziiglich B sind also
5
wlg = 3
4
A
(b) Die Koordinaten bzgl. B’ haben die Gestalt [v]y = [ A, | mit
Az
2
V= 2 :261+262+263zllb1+).2b2+7\«3b3.
2
Daraus ergibt sich das Gleichungssystem
2,1 + 2,2 == 2 2‘1 + 2.2 == 2 )Ll + 7(,2 = 2
}12 + )Lg - 2 — Az + 243 - 2 — Az + Ag = 2
A’l + 2.3 = 2 - A‘z + A«3 = 2 213 = 2

Aus dem letzten Gleichungssystem ergibt sich nacheinander A; = 1,1, = 1 und A, = 1. D.h. die Koordinaten von
v beziiglich B’ sind

(c) Esgilt
b1=1'b1+0'b2+0‘b3, b2=0b1+1b2+0b3 und b3=0b1+0b2+1b3

Fiir die Koordinaten bzgl. B’ ergibt sich also

1 0 0
(b1l =10(, [byw=|[1], [bslg=1]0
0 0 1
A
(d) Esseien [ulg =] Ay die Koordinaten von u beziiglich der Basis B’. Dann gilt
A3
A+ A,
u=7le1+7L2b2+X3b3= Az+7t3 :(Al+Az)el+(A2+Ag)€2+(k1+l3)eg .
A+ 2,




Die Koordinaten bzgl. der Basis B haben dann also die Gestalt

At Ay 110 A 110
[ulg=| A+2; |=]1 0 1 1 Ay =1 0 1 1 |[uly.
A+ A, 1 0 1 Ag 1 0 1
D.h. die gesuchte Matrix ist
1 1 0
A= 011
1 0 1
und hat als Spalten die Vektoren b,, b, und bs.
Ay
(e) Essei[u]zr=| A, | die Koordinaten von u beziiglich der Basis B”. Dann gilt
A3
AL+ 245+ Aq
u= Alcl + )\,2(:2 + A,3C3 = 27\,1 + 12 + 2,3 = (A'l + 22,2 + 13)61 + (22.1 + Az + )\.3)62 + (3}.1 + 22,2 + 13)63 .
3+ 245+ A4
Die Koordinaten bzgl. der Basis B haben dann also die Gestalt
A+ 22, + Ag 1 21 2 1 2 1
[u]B = 22.1 + Az + Ag = 2 1 1 2,2 = 2 1 1 [u]B/
34+ 24, + A4 3 21 Asg 3 21
Zusammen mit der letzten Teilaufgabe ergibt sich
1 2 1 1 1 0
2 1 1 |[ulpr=Mulz=| 0 1 1 |[uly
3 21 1 0 1
D.h. die gesuchte Matrix ist
110\ (121
Ay, = 01 1 2 11
1 1 0 3 21

Die Inverse Matrix berechnet man mit Hilfe des Gau3algorithmus.

11 0]1 0 0 1 10| 100 1 10| 100
01101 0 |~-|o0 11/ 010]|-|011] 010
10 1/0 0 1 0 -1 1/-1 0 1 00 2/-11 1

110/ 1.0 o0 oof & -1 1

01 0| L 1 _1 |f?f

- 2 2 2 |~ of 3 3 3

1 1 1
00 1|5 ;5 3 o 1|-1 1 I
Es ergibt sich also

) 1 -1 1 1 2 1 (231

A== 1 1 -1 211 |==011

2\ -1 1 1 3 2 1 2\ 4 1 1

Aufgabe G3 (Koordinaten)
Wir betrachten den reellen Vektorraum V = P4(R) der Polymnomfunktionen vom Grad kleiner oder gleich drei. Man

sieht leicht dass die Menge B = (1, x,x2,x%) eine Basis von V bildet. Zusitzlich betrachten wir noch die Menge B’ =
(Lx+1,(x+1)% (x +1)%).
(a) Zeigen Sie, dass B’ eine Basis von V = P5(R) ist.




(b)
(0

(d)

Bestimmen Sie die Koordinaten der Basisvektoren aus B’ beziiglich der Basis B.

Gegeben sei die Polynomfunktion p(x) = x® + 3x2 — 2. Was sind die Koordinaten von p beziiglich der Basis B und
beziiglich der Basis B’?

Was sind die Koordinaten der Basisvektoren aus B beziiglich der Basis B'?

Losung:

(a)

(b)

(o)

Da jede Basis von V die gleiche Anzahl von Elementen hat (in diesem Fall vier, da B vier Elemente hat) und
jede linear unabhiéngige Teilmenge von V zu einer Basis ergéinzt werden kann, reicht es zu zeigen, dass B’ linear
unabhéngig ist.

Seien also A1, A5, A3, A4 € R mit A, + 1+ A,(x + 1) + A3(x + 1)* + A,(x + 1)> = 0. Dann folgt

0= A+ A, (x+1)+ A3 (% +2x+1)+ A, (3 +3x%+3x+1) = A1+ A+ A3+ A4 +( A +2A3+30,)x +H(A3+34,)x 2+ A x>,

Da B eine Basis von V ist ergibt sich hieraus das Gleichungssystem

Mo+ Ay + Ay 4+ Ay = 0
A 4+ 213 + 34, = 0

A 4+ 32, = 0°

Ay = 0

Daraus folgt nacheinander A, = 0,43 =0,A, =0 und A; =0.
D.h. B’ ist linear unabhéngig.

w.z.b.w.
Es ist
1 = 1-140-x+0-x240-x3
x+1 = 1-141-x+0-x>+0-x3
(x+1)* = 1-1+2-x+1-x*+0-x3
(x+1P® = 1-14+3-x+3-x2+1-x3.
D.h. es gilt
1 1 1 1
0 1 2 3
[1]3 = O > [X + 1]B = O 5 [(X + 1)2]B = 1 > [(X + 1)3:|B = 3
0 0 0 1
Offensichtlich ist
-2
0
[p]B: 3
1

Fiir die Koordinaten beziiglich B’ setzt man an:
p(xX)=x+3x—2=2A1- 1+ A,(x + 1)+ A3(x + 1) + A,(x + 1)°.

Analog zur Rechnung im Aufgabenteil (a) ergibt sich das Gleichungssystem

Ao+ A+ A+ A, = -2
Ay 4+ 243 + 32, = O

A + 34, = 3

Ay = 1.

Daraus ergibt sich nacheinander A, =1,A43 =0,A, =—-3und A, =-2-1-0+4+3=0.
Wir erhalten also




(d) Mit Hilfe einer Rechnung wie im Aufgabeteil (c) oder mit Hilfe von Matrizen oder durch direktes hinsehen erhalt

man
1 = 11 + 0-(x+1) + 0-(x+1* + 0-(x+1)
x = —-1-1 + 1-(x+1) + 0-(x+1)? + 0-(x+1)°
x2 = 1-1 — 2-(x+1) + 1-(x+12 + 0-(x+1)°
x3 = —-1-1 4+ 3-(x+1) — 3-(x+1)2 + 1-(x+1)>.
D.h. die gesuchten Koordinaten der Basisvektoren aus B sind
1 -1 1 -1
0 1 -2 3
[1:|B/ = o1’ [X]B/ = 0 s [xz]B/ = 1 s [xs]B/ = -3
0 0 0 1

Aufgabe G4 (Dimension*)
(*) Zeigen Sie, dass die folgenden Vektorrdume unendlichdimensional sind.

(a) Der Vektorraum V der stetigen Funktionen von R nach R (aufgefasst als Untervektorraum von F(R, R)).
(b) Der Q-Vektorraum R.

Losung:
(a) Die reellen Polynomfunktionen sind eine Teilmenge von V.
Aus der Vorlesung ist bereits bekannt, dass die Monome 1, x, x2,...,x" linear unabéngig sind.

Da nach Definition eine Menge genau dann linear unabhéngig ist, wenn jede endliche Teilmenge linear unabhingig
ist, ist also auch die Menge

B ={x'|i €Ny}

linear unabhéngig in V.

Allgemein gilt: In einem n-dimensionalen Vektorraum ist jede Menge M mit mehr als n verschiedenen Elementen
linear abhingig. Diese Aussage folgt aus Korollar 4.6.2 aus der Vorlesung.

D.h. da B eine linear unabhéngige Teilmenge von V mit unendlich vielen Elementen ist, muss V unendlichdimen-
sional sein.

w.z.b.w.

(b) Die Menge B = {,/p|p ist Primzahl } hat bekanntlich unendlich viele Elemente.

AuBlerdem ist B im Q-Vektorraum R linear unabhéngig, denn sei {,/py, ... ,/P,} eine endliche Teilmenge von B und
A1/P1+ .-+ A,/P, =0mit A,,... 4, € Q. Dann folgt

A1P1=—2A2y/P1P2 —--- — Ay/DP1Pn -

Die rechte Seite dieser Gleichung ist irrational, wenn nicht alle A;,2 <i < n Null sind, die linke Seite ist rational.
D.h. esist A; =0V 2 <i < n. Daraus folgt auch A; = 0.

D.h. {\/P1,...4/Py,} ist linear unabhéngig und damit gilt dasselbe auch fiir B.
Wie in Aufgabe (a) schliel3t man daraus, dass R als Q-Vektorraum unendlichdimensional ist.

w.z.b.w.




