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Aufgaben

Aufgabe G1 (Lineare Abbildungen)
Betrachten Sie die Abbildung

x
3 _, »2 . x+2y+3z
fiR R, i/ (3x+2y+z

(a) Zeigen Sie durch konkretes Nachrechnen der definierenden Bedingung, dass f eine lineare Abbildung ist.

(b) Bestimmen sie eine Matrix A, so dass f(v) = Av fiir alle v € R® gilt. (Dabei bezeichnet Av wie gewdhnlich das
Matrizenprodukt von A und v.)

(c) Bestimmen Sie den Kern von f. Dieser ist definiert durch

ker(f)=f'({0) =f"1(0)={v €R’|f(v) =0} .

Dabei bezeichnet 0 die Null in R?, also 0 = ( 0 )

0
Losung:
X1 X2
(@) SeienA;,A, €Rundv;=]| y; |,1,=] y, | €R3 Danngilt
2 29
A1xy 4+ Ayx
F(an +2,m) = f Alyl +k2y2 _ ( 21Xy =+ AyXg + 2(A1y1 + A2ys) + 3(A121 + A,25) )
1 272 lllzi _'_)ézzz 3(A1x1 + Azxy) + 2(A1 y1 + A2Y2) + A2 + 4,2y

Alxl + leyl + 37\.121 + A’ZXZ + leyz + 3}.222
32.1)(1 + leyl + )\,121 + 32,2.)(2 + 22,2_)/2 + 1222

Al(xl + 2y1 + 321) + Az(Xz + 2y2 + 322)
l1(3x1 + Zyl +Zl) + Az(SXZ + Zyz +Zz)

2 x;+2y; + 32 Xy + 2y, + 32,
1 3X1+2y1 +Zl 2 3x2+2y2 +Zz

= Mf()+2f (v2).

Dies ist gerade die definierende Gleichung der linearen Abbildungen.

x
o (1 2 3 .
(b) Firv= y undA—(3 5 1)g11t

Z
12 3 X x+2y+32
A”:(s 2 1) Y =(3x+2y+z):f(v)'

Diese Matrix A ist also die gesuchte.




X

(¢) Fir v = y € R3 gilt f(v) = 0 genau dann, wenn ( ;Cx++2gy+fz ) = ( 8 ) ist. Dies ist ein lineares
Z
Gleichungssystem.
X +2y+32=0(:)x+ 2y + 3z = 0
3x + 2y + z =0 -4y — 8 = 0
x+2y+32=0<:>x+ -z =0
y + 2z =0 y + 22 = 0
1
Die Losungen dieses Gleichungssystems sind ker(f)=<{ A | —2 AER
1

Aufgabe G2 (Untervektorrdume)
Es sei V ein K—Vektorraum und U C V eine Teilmenge von V.
Zeigen Sie die Aquivalenz der beiden folgenden Aussagen.

(i) U ist ein Untervektorraum von V.
(i) Es sind die zwei Bedingungen
(1) U ist nicht leer und
(2) fiir je zwei Elemente uq,u, € U und zwei Koeffizienten A,, A, € K gilt

Auy +FAu, €U

erfillt.

Losung:

e Zunichst wird (i) = (ii) gezeigt. Dazu sei U ein Untervektorraum von V. Wegen der Unterraumbedingung (U1)
aus der Vorlesung gilt 0 € U insbesondere ist U nicht leer und damit gilt (ii)(1).

Fiir u;,uy € U und A, A, € K gilt wegen (U3) A uy, Ayu, € U. Aus (U2) folgt dann A,u; + Ayu, € U, womit auch
(i) (2) und damit (ii) insgesamt gezeigt ist.

* Nun wird die umgekehrte Richtung gezeigt, d.h. man zeigt (ii) = (i). Sei Also U eine Teilmenge von V, die (ii) (1)
und (ii) (2) erfiillt.
Wegen (ii) (1) existiert ein u € U. Setzt man nun in (i) (2) A; =1, A, = —1 und u; = u, = u so erhélt man

O=u—u=1-u+(-1)-ueU.

Damit ist (U1) erfillt.
Sind uy,u, € U, so kann man A; = A, = 1 setzen und erhalt aus (ii) (2)

utu, €U.

Dies bedeutet, dass die Unterraumbedingung (U2) aus der Vorlesung erfiillt ist.
Sind A € K,u € U so folgt durch die Setzung A; = A, A, =0,u; =u, =0 aus (ii) (2)

Au=Au+0-ueU.

Damit gilt auch (U3).
Insgesamt folgt aus den gezeigten Eigenschaften (U1), (U2) und (U3), dass U ein Untervektorraum von V ist.
Es gilt also (i).
w.z.b.w.
Aufgabe G3 (Vektorrdume)
Zeigen Sie, dass V = R mit den folgenden Operationen einen R— Vektorraum bildet.
+y VXV Y, (,y)—»x+y—-1
v RXV -V, A, x)—»A-x—A+1=Ax—-A+1

Dabei bezeichnen + und - die gewohnliche Addition bzw. Multiplikation der komplexen Zahlen.




Losung:

Man muss die Bedingungen (V1)- (V8) aus der Vorlesung zeigen. Dabei ist zu beachten, dass das neutrale Element der
Addition, welches normalerweise mit Null bezeichnet wird, hier das Element e = 1 € R ist.

Fiir den Beweis seien im Folgenden x, y,z,A,A;, A, € R. Die zu zeigenden Aussagen ergeben sich durch die folgenden
einfachen Umformungen. (V1)

x+y(y+tvz) = x+y(+z-D=x+(y+z-1D-1=kx+y-D+z-1=(x+y—-1D+yz
= (x+yy)tyz
(V2)
xX+ye = x+yl=x+1-1=x
(V3)
x+y(-D)yx = x+y(—x+1+D)=x+(—x)+2-1=1=c¢
4
X+yy = x+y—-1l=y+x—-1=y+yx
(V5)
Ayx4yy) = Ayx+y—-1D=AMx+y-1)-A+1=Ax+Ay—A—-2A+1

= AX—-A+14+Ay—-A+1-1=Ax—-A+ 1)+, (Ay —A+1)

= Avx+tyiyy
(V6)

(}\,14—},2)'\,)( = (A1+Az)x_(kl+k2)+1:Aqx_ll‘i‘l"‘lzx_lz‘i‘l_l

== (Alx—kl+1)+v(7(,2x—A2+1)=Al'vx+vl2'vx

7
AMv@Aavx) = Ay (Aax —A+ 1) =4 (Ax — A+ 1) — A + 1= (A1 A3)x — (A14,) + 1
= MA)vx
(v8)
lyx = x—-1+1=x

Insgeasmt folgt, dass V = R mit den angegebenen Operationen einen Vektorraum bildet.
w.z.b.w.




