Lineare Algebra |

. TECHNISCHE

6. Tutorium UNIVERSITAT

. DARMSTADT
Die komplexen Zahlen

Fachbereich Mathematik WS 2010/2011

Prof. Dr. Kollross 1. Dezember 2010

Dr. Le Roux
Dipl.-Math. Susanne Kirsten

Aufgaben

Aufgabe G1 (komplexe Zahlen als Elemente des R?)
Die komplexen Zahlen sind die Menge C = R? zusammen mit einer Addition und einer Multiplikation, die wie folgt
definiert sind.
+:CxC—>C  (Co,x), (" y)) = (x+x,y+y)
-:CxC—-C ((x;}’):(x/,}’/))’_’(Xx/_yy/,xy/+x/J’)
Man schreibt aullerdem
i:=(0,1).
Die Reellen Zahlen werden durch die Abbildung ¢ : R — C,a — (a,0) in die komplexen Zahlen eingebettet.
(a) Zeigen Sie, dass diese Abbildung ¢ mit der Addition und Multiplikation vertrdglich und injektiv ist.
Das bedeutet man kann eine reelle Zahl x als Element (x,0) € C auffassen und hat so R c C.
(b) Zeigen Sie: Fiir jedes Element (x, y) € C gibt es eindeutig bestimmte reelle Zahlen a und b mit (x,y) =a +ib.
Dies liefert eine neue Schreibweise der komplexen Zahlen in der Form C = {a +ib|a, b € R}.
(c) Wie sehen die Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen in dieser Schreibweise aus?

Die letzte Schreibweise wird meist als Standardschreibweise verwendet. In ihr werden auch die meisten Rechnungen
mit komplexen Zahlen durchgefiihrt. Durch die erste Schreibweise als Elemente im R? hat man eine Darstellung der
komplexen Zahlen als Punkte in der Ebene, die fiir geometrische Interpretationen niitzlich ist.

(d) Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Schreibweise a + ib mit a,b € R dar.

(—2+)(1+1i), ((B+i)8—-2i) und i" VneN
(e) Wie viele komplexe Zahlen erfiillen die Gleichung x? + 4 = 0? Geben Sie diese komplexen Zahlen an.
Die Abbildung C — C,a + ib — a — ib heil3t Konjugation. Man schreibt auch
a+ib:=a—-ib.

Der Betrag einer kompexen Zahl z = a + ib ist definiert durch |z| := 4/ a® + b2. Dies ist immer eine nichtnegative reelle
Zahl.

(f) Esseien z; = 3+ 4i und 2, = —2 +i. Berechnen Sie die komplexen Zahlen
Z1, 21+323, %1%, 31°%3, 1'%y 21°% und [z].

(g) Zeigen Sie, dass die Konjugation mit der Addition und der Multiplikation komplexer Zahlen vertréglich ist. D.h. Sie
miissen zeigen, dass

21 +2y =2 +2, und z; 29 =%, "2y

fiir alle komplexen Zahlen z; und z, gilt.




(h) Wenn Sie die komplexen Zahlen wie am Anfang als Elemente der x — y —Ebene auffassen, wie kann man sich dann
die Konjugation geometrisch vorstellen?

(i) Zeigen Sie: Fiir alle kompexen Zahlen g gilt

lz2=2%.

(j) Zeigen Sie, dass die komplexen Zahlen mit den beschriebenen Operationen einen Korper bilden.

(k) Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Schreibweise a + ib mit a, b € R dar.

i+1 10(3+2i) 50+ 10i
- und — — -
i—1 -1+ 3+i

Dabei bezeichnet die Schreibweise z—l wie tiblich die Multiplikation von z; mit dem multiplikativen Inversen von z,.
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Losung:

(a) Fiir x,x’ € R gilt

d(X)+o(x) = (x,0+(x,0)=(x+x,0+0)=¢p(x+x),
o(x)-p(x) = (x,0)-(x,0)=(xx"—0-0,x-0+x"-0)=(xx’,0) = ¢(xx") und
Aus ¢(x)=¢(x") folgt (x,0)=(x",0)=>x=x".

(b) Fiira,b eR gilt
a+ib=(a,0)+(0,1)-(b,0)=(a,0)+(0-b—1:-0,0-04+b-1)=(a+0,0+b)=(a,b).

Die Aussage ergibt sich hieraus sofort.

(c) Seien z; =a; +ib, und z, = a, + ib, komplexe Zahlen (mit a,, a,, b;, b, € R) dann gilt

z1+2, = (ag+iby)+(ay+iby)=(ay,b;)+(ay, by) =(a; +ay, by +by) =(a; +ay) +i(by + by)
Zl‘ZZ = (a1+ib1)-(a2+ib2)=(a1,b1)-(a2, bz)=(a1a2_blbz,a1b2+a2b1)=(a1a2_b1b2)+i(a1b2+a2b1)
(d
(—2+D)(1+i) = (-2-1-1-1)+i(-2-1+1-1)=-3—i
5+)3B-2i)) = (5:3—-1-(-2)4+i(5:(-2)+1-3)=17-7i
Man erhilt analog i' =1i,i? = —1,i® = —i,i* = 1. Daraus ergibt sich fiir alle k, € N, dass i**! = 1% . il = i! gilt.
Es folgt

i fir n=1mod4
—1 fir n=2mod4
—i fir n=3mod4
1 fir n=0mod4

Bemerkung: Bereits in der Schreibweise i" wird die Assoziativitidt der Multiplikation vorrausgesetzt. In Aufgabenteil
(k) wird diese dann auch gezeigt.

(e) Fiir z = a +1ib gilt 22 = (a® — b?) + i(2ab) Dies ist genau dann gleich —4, wenn a = 0 und b = £2 ist. D.h. die
gegebene Gleichung hat in den komplexen Zahlen genau zwei Losungen und zwar 2i und —2i.

®

Z4q = 3—-4i
zl‘Zz = _10_5i
2,8, = (3+4i)-(-2—i)=-2—11i
Troz, = (3—4i)-(=2+1)=—2+11i
2,27, = (3+4i)-(3—4i)=25+0-i=25
Iz = V3*+42=+25=5
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(h)

@

)

Es seien z; = a; +ib; und 2, = a, +ib, mit a;, a,, b;, by € R. Dann gilt

Zq +ZZ = (al+a2)+i(b1+b2)=(a1+a2)_i(b1+b2)=(a1_ib1)+(a2_ib2)=a+z_2und

z1-2, = (aya, —byby)+i(a;by +azby) =(ajay — byby) —i(ayby +ayby)
(ayay — (=by)(=by)) +i(a;(—=by) +as(—=by)) = (a; —iby) - (ay —iby) =2 -2, .

Die Konjugation bildet im R? einen Punkt (x, y) auf den Punkt (x, —y) ab. Geometrisch entspricht dies der Spiege-
lung an der x—Achse.

Fiir jede komplexe Zahl z = a +ib mit a,b € R gilt
z-z2=(a+ib)-(a—ib)=(a®—(=b®)+i(a(=b)+ab)=a®>+b*>=|z|*.

Man muss folgende sechs Eigenschaften zeigen.

(1) (C,+,0+1i-0) ist eine abelsche Gruppe.

(2) Die Multiplikation in C ist kommutativ.

(3) Die Multiplikation in C ist assoziativ.

(4) Es gilt die Distributivitat, d.h. z; - (2, + 25) = 21 - 29 + 2 - 25 flir alle 2;,2,,25 € C.

(5) 1=1+1i-0 ist das neutrale Element in C bzgl. der Multiplikation.

(6) Jede komplexe Zahl ungleich 0 = 0 4 i - 0 besitzt ein multilikatives Inverse.

Beweis: Fiir den gesamten Beweis seien z =a +ib,z, = a; +ib;,2, = a, +ib, und 23 = a3 + ib; komplexe Zahlen

mit a,a,,a,,as, b, by, by, b3 €R.

(1) Da die Addition in C Komponentenweise definiert ist, folgen alle Eigenschaften einer abelschen Gruppe aus
den entsprechenden Eigenschaften der Addition in den reellen Zahlen.

(2) Esgilt
2 39 = (ayay — byby) +i(a;by +ayby) = (aga; — byby) +ilazb; +a;by) =25 -2 .
(3) Esgilt
21 (22-23) = 2-(apag — bybs+i(abs +azb,))
= ay(ayaz — byb3) — by(aybs +azb,) +i(a;(aybs +asby) + (ayas — bybs)by)
= a;aya3 — a;bybs —aybbs —azbby +i(a;aybs + a;asb, + asasb; — bybybs)
= (ayay — byby)as — (a; by + ayby)bs +i((ayay — byby)bs + as(a; by +azby))
= (aay — byby+i(a;by +azhq)) 23 =(21-2,) - 23 -
(4) Esgilt
21+ (22+23) = (a;+iby)-(ay+az+i(by+ b3))
= ay(ay +az) — by(by + b3)) +i(ay(by + b3) + (ay + as)b;)
= a1a2 + a1a3 - ble —_ b1b3 + i(albz + a1b3 + azbl + a3b1)
= (a1a2 - ble + i(a1b2 + aZbl)) + (a1a3 —_ b1b3 + i(a1b3 + a3b1)) = Zl ‘ZZ +Zl ‘23 .
(5) Esgilt

1:2=(1+i-0)-(a+ib)=(1-a—0-b)+i(l-b+a-0)=a+ib=z.

Mit Hilfe der Kommutativitat folgt auch z - 1 = 2.
(6) Mit Hilfe des letzten Aufgabenteils und der Kommutativitat der Multiplikation folgt fiir alle z # 0

L)t e pp=1
2| —=2|=—-(3-2)=—-|z]°=1.
e e FE
1

Zusammen mit der Kommutativatit der Multiplikation ergibt sich also, dass 2 -z immer das multiplikative

Inverse zu g ist.

w.z.b.w.
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i+1 A+i)(-1-i) -1-(-1)+i(-1-1) ,
i1 (1+D(1-D 2 =-i=0+i-(-D)
10(342i) 50+ 10i 103 +20)(-1—1i) (504 10i)(3 —i)
“14+i  3+i  (-14+D(-1-1)  (G+)3E-1
10(=3—(=2)+i(-2—13)) 150 — (—10)+i(—50 + 30)
2 10

= —5-25{—1642i=-21+i-(—23)

Aufgabe G2 (Polardarstellung*)
(@) (¥) Zeigen Sie, dass es fiir jede komlexe Zahl z # 0 eindeutig bestimmte Zahlen r € R*® und ¢ € [0,27) gibt mit
g=r-(cosp+isinp).
Betrachten Sie hierzu am besten die Geometrische Bedeutung der komplexen Zahlen und des Sinus/Cosinus. Wie
bestimmt man r aus z?
Die daraus resultierende Darstellung der komplexen Zahlen ungleich Null als Tupel (r,¢) € R”° x [0,27) bzw. in der
Form r - (cos ¢ + isin ¢) heil3t Polardarstellung.
(b) (*) Geben sie folgende kompexe Zahlen in Polardarstellung an.
1+
1—i
(c) (*) Berechnen Sie die Polardarstellung des Produkts (r; - (cosp; +ising;)) - (r, - (cosp, +isiny,)). Dabei seien
1,7 € R7% und ¢,, ¢, € [0,27).
(d) (*) Wie kann man die Multiplikation mit einer komplexer Zahl z = cos¢ + ising (¢ € [0,27]) geometrisch
interpretieren?

1+i,\/§—iund

Losung:

(a) Betrachtet man z = (x, y) als Vektor in R?, so hat dieser die Linge |z| = 1/x%+ y2. Sei ¢ € [0,27) der Winkel
zwischen der x—Achse und dem Vektor z.

Die geometrische Interpretation von Sinus und Cosinus ist, dass in einem rechtwinkligen Dreieck mit Winkel ¢ in

Ankathete Gegenkathete
Hypotenuse Hypotenuse -

In dem speziellen Fall der komplexen Zahl z gilt also cos ¢ = ﬁ

einer Ecke gilt: cos ¢ = und singp =

und sin ¢ = é
Insgesamt ergibt sich die Darstellung

z=x+1iy =|z|(cosp +ising).
Eine solche Darstellung existiert also immer. Man muss noch die Eindeutigkeit zeigen. Dazu sei
z=(x,y)=r(cosp +isinp) mit r € R>°, » € [0,27),x,y €R.
Daraus folgt immer

lz| = V/12(cos? ¢ +sin2 ) = \/ﬁzr.

D.h. r ist in R”® durch z eindeutig bestimmt und wegen cos ¢ = f und sinp = % ist auch ¢ € [0,27) eindeutig

bestimmt.
(b)
T i
1+i = x/ﬁ(cos—+isin—)
4 4
@._2\@,1_2 Uur o 1ln
i = 5 i | =2 cos— tsin —
1+ . .
i —i=1-(cosm+isinm)
—i
(c) Esgilt
(ry-(cosp, +ising;)):(ry-(cosp, +ising,)) = ryry(cos @, cos p, — sin @y sin @, + i(cos ¢ sin ¢, + cos @, sin ¢, ))

rira(cos(py + ¢2) +isin(pq + ¢5)) .

Dabei wurden die Additionstheoreme verwendet.

(d) Durch die vorherigen Aufgaben erkennt man, dass die Multiplikation mit einer solchen Zahl z einer Drehung in R?
um den Ursprung (0,0) um den Winkel ¢ entspricht.




