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Aufgaben

Aufgabe G1 (Die zweite Variante des Gauf3-Algorithmus)

In dieser Aufgabe wird eine zweite Variante des Gaul3-Algorithmus erkldrt und angewendet. Das Ziel ist dabei die Bestim-
mung des Inversen einer quadratischen Matrix. Hierzu seien A € M, (R) eine gegebene Matrix und x,y € R" beliebige
Vektoren.

Der Ausgangspunkt ist folgende Aussage, die aus der Vorlesung bekannt ist:

B € M,(R) ist genau dann die Inverse Matrix zu A, wenn Ax = y < x = By gilt.

Das Verfahren besteht nun daraus, dass man die Matrix ( A E, ) nur durch die drei folgenden Operationen in die

Gestalt ( E, B ) bringt (sofern das moglich ist).
(1) Addition eines Skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.
(2) Vertauschen von zwei Zeilen.
(3) Multiplikation einer Gleichung mit einem Skalaren A # 0.

Dies sind gerade die Umformungen, welche die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems erhalten. Daraus ergibt
sich, dass Ax = E,y < E,x = By gilt. Wegen der obigen Aussage ist also B die inverse Matrix zu A.

Eine mogliche Vorgehensweise fiir diese Umformung ist folgende:

Zunichst verwendet man den aus der Vorlesung bekannten Gauf3-Algorithmus um A in Stufenform zu bringen. Danach
addiert man Vielfache der letzten Zeile zu den Ersten Zeilen, so dass in der letzten Spalte Nullen entstehen. Dann tut
man dasselbe mit der vorletzten Zeile usw. bis links eine Diagonalmatrix steht. Danach muss man nur noch die Zeilen
mit den entsprechenden Skalaren multiplizieren, um links E,, stehen zu haben.

; i ) verlauft der Algorithmus wie folgt.

11 1 0
21 o1 /"

Durch Addition des (—2)-fachen der ersten Zeile zur Zweiten ergibt sich

1 1 1 O
0 -1 -2 1 /-

Nun addiert man die zweite Zeile zur Ersten und erhilt

1 O -1 1
0 -1 -2 1 /-

Durch Multiplizieren der letzten Zeile mit —1 erhilt man
1 0 -1 1
0 1 2 -1 )

-1 1
Es ergibt sich als inverse Matrix B = ( )

Ein einfaches Beispiel: Fiir die Matrix A = (

Der Ausgangspunkt ist die Matrix




(a) Uberpriifen Sie, dass in diesem Beispiel tatsichlich A~! = B gilt
(b) Wieso scheitert dieser Algorithmus, wenn A nicht invertierbar ist?

Sind folgende Matrizen invertierbar? Wenn ja, so berechnen Sie die inverse Matrix mit Hilfe des oben beschriebenen
Gauf3-Algorithmus.
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Losung:

(a) Esgilt
11 -1 1 (-1 1 11\ (10
2 1 2 -1 )" 2 -1 2 1) Vo0 1
(b) Wenn A nicht invertierbar ist, sind in der Stufenform der Matrix bereits einige Zeilen Null. In diesem Fall kann man

durch obigen Algorithmus die Matrix nicht in die gewiinschte Gestalt bringen. In allen anderen Fillen erhallt man
durch den beschriebenen Algorithmus tatséchlich die Inverse Matrix.
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110 010 |w-]|]o0o1 =1 -1 1 0 |-~| 01 -1 -1 1 0
01 1 0 0 1 01 1 0 0 1 00 2 1 -1 1
1 1 1 1 1 1
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Es gilt also
101’1111—1
11 == -1 1 1
01 1 2\ 1 -1 1
(d)
1 2 3 1 00 1 2 3 1 00 1 2 3 1 0 0
0 44 010 |-|0 4 4 0 1 0 |~-| 0 4 4 0 1 0
303 00 1 0 -6 —6 -3 0 1 0 0 0 —331
1 2 3
Die Matrix 0 4 4 ist also nicht invertierbar.
3 0 3
(e)
1 4 3 1 0 0 1 4 3 1 00 1 4 3 1 0 0
134 010 |~[0-11 -110 | w~w|lo-=1 1 -1 10
1 23 00 1 0 -2 0 -101 0 0 -2 1 -2 1
5 3 1 7 1 _q 7
1 4 0 51—3% 1 0 0 51—3% 1 0 0 %3%
0O -1 0 —EOEWO—].O ——OEWO:[O 505
0 0 -2 1 -2 1 0 0 -2 1 -2 1 oo1 - 1 -1




Es gilt also
-1

1 4 3 (1 -6 7
1 3 4 =~ 1 o -1
1 2 3 2\ 21 2 41

Aufgabe G2 (Inverse und Transponierte einer Matrix)

Es sei A eine invertierbare n x n-Matrix mit der inversen Matrix A™!.

Zeigen Sie, dass dann auch die Matrix A” invertierbar ist und geben Sie die zugehérige inverse Matrix an.

Losung: Es gilt (AT)™! = (A™1)T. Dies folgt direkt aus der Definition des Inversen und den bekannten Eigenschaften der
Transponierten einer Matrix durch folgende Gleichungsketten.

AT . (A—l)T — (A—l 'A)T — E: =E, (A—l)T AT = (A-A_l)T ZEr{ =E,

Aufgabe G3 (Gruppen)
Wir betrachten die Teilmenge GL,(R) = {A€ M,(R)|3B € M,(R) mit A- B =B -A=E,} der invertierbaren

n X n - Matrizen.
(a) Zeigen Sie, dass (GL,(R),, E,) ein Gruppe ist (dabei bezeichntet - die bekannte Matrixmultiplikation). Machen
Sie sich dazu als Erstes klar, welche vier Aussagen notig sind um dies zu zeigen.

(b) Ist die Gruppe GL,(R) abelsch? Beweisen Sie ihre Antwort fiir den Spezialfall n = 3.

Losung:
(a) Man muss zeigen:

(1) Die Multiplikation ist eine Abbildung - : GL,(R) x GL,(R) — GL,(R). Das hei3t es ist zu zeigen, dass
A-B€GL,(R) VA, B € GL,(R) gilt.

(2) Die Assoziativitat: A- (B-C)=(A-B)-C VA,B,C € GL,(R).

(3) Die Eigenschaft des neutralen Elements: A-E, =A=E, -A VA€ GL,(R).

(4) Die Existenz von inversen Elementen: Fiir alle A € GL,(R) existiert ein Element B € GL,(R) mit
A-B=B-A=E,.

Bekannt ist bereits, dass (A-B)™! = B™!-A™! VA,B € GL,(R) gilt. Damit ist A- B invertierbar, also ein Element

von GL,(R). Dies zeigt Aussage (1). Die Eigenschaften (2) und (3) sind bekannte Rechenregeln der Matrixmulti-

plikation. Die Aussage (4) ist gerade die definierende Eigenschaft von GL,(R).

w.z.b.w.

(b) Die Gruppe ist nicht abelsch. Im Spezialfall n = 3 muss man ein Gegenbeispiel fiir die Kommutativitdt angeben.
Eine Moglichkeit wére:

0 -1 0 -1 0 0
A= 1 o o |,B=| 0 1 0
0O 0 1 0 0 1
0 -1 0 0 1 0 0 1 0 0 -1 0 1 00
Wegen 1 0 O -1 0 O = -1 0 O 1 0 O = 01 0 und
0O 0 1 0 0 1 0 0 1 0O 0 1 0 0 1
-1 0 0 -1 0 O 1 00
0 1 0 0 1 0 |=]| 0 1 0 [ sindAundB Elemente von GL;(R). AuSerdem ist
0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 -1 0 -1 0 0 0 -1 0
A-B= 1 0 O 0O 1 0 = -1 0 O und
0O 0 1 0O 0 1 0 0 1
-1 0 O 0 -1 0 010
B-A= 0 1 0 1 0 0 |=]1 00
0O 0 1 0O 0 1 0 0 1

Insbesondere gilt also A- B # B - A und die Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ.




w.z.b.w.

Aufgabe G4 (Symmetrische Gruppen)
Wir betrachten in dieser Aufgabe die im Tutorium 2 eingefiihrte Menge S,, aller n-stelligen Permutationen.

o:S,

(a)

(b)

(o)
(d
(e)

®
(g

x S, — S, bezeichnet die bereits eingefiihrte Verkettung von Permutationen.

Zeigen Sie, dass o auf S, assoziativ ist. Tipp: Betrachten Sie die Permutationen in dieser Teilaufgabe am besten als
Abbildungen von {1,...,n} in sich.

Berechnen Sie alle moglichen Verkettungen von Elementen in S;. Stellen Sie diese in einer Verkniipfungstabelle
dar.

Zeigen Sie, dass S; mit der Verkettung o eine Gruppe bildet. Was ist das neutrale Element?
(*) Welche Elemente von S; haben eine gerade Anzahl von Fehlstinden (Definition siehe Tutorium 2)?

(*) Eine Untergruppe einer gegebenen Gruppe G ist eine Teilmenge von G, die mit der Operation und dem neutralen
Element von G selbst wieder eine Gruppe bildet.

Ist die Teilmenge der Permutationen mit gerader Anzahl von Fehlstédnden in S; eine Untergruppe?
(*) Geben Sie alle Untergruppen von Ss an.

(*) Zeigen Sie, dass S, fiir alle natiirlichen Zahlen n eine Gruppe ist.

Losung:

(a)

(b)

(0

(d
(e)

®

Seien o, T,p : {1,...,n} — {1,...,n} Permutationen aus S,, und x € {1,...,n} beliebig. Dann gilt

(oco(rop))x)=0o((top)x))=0c(r(p(x)))=(cot)(p(x))=((coT)op)(x),

woraus die Assoziativitit o o (T o p) = (o o 7)o p folgt.
Bemerkung: Auf diese Weise kann man auch allgemein die Assoziativitit von Abbildungen zeigen.
S5 hat folgende Elemente:

m:(} . §)=c1),az=( 3)412%03:(; ; )2(13)’

1 2 3 1 2 3 1 2 3
042(1 3 2)2(23),05=(2 3 1):(123), und0'6=(3 1 2)=(132)

Daraus ergibt sich die Verkniipfungstabelle:

N =
= N
= W

o |0y |0y | 03|04 05|06
0, 01| 0y 05| 04]|05]| 06
Oy | 09| 01| 06| 05| 04|03
03| 03| 05| 01|0¢| 05|04
04| 04| 06| 05| 01]|03]| 0,
Os5 | 05| 03| 04| 05| 06|04
Og | Og | 04| 0y | 03| 01|05

Die Verkettung ist bekanntermallen abgeschlossen in S, (das sieht man insbesondere an der Verkniipfungstabelle
in Aufgabenteil (b) ). Die Assoziativitit wurde in (a) gezeigt. Die restlichen Eigenschaften kann man auch an der
Verkniipfungstabelle ablesen.

Das neutrale Element ist o; und die inversen Elemente sind

-1 _ -1 _ -1 _ -1 _ -1 _ -1_
0] =0,0, =0y, 0, =03, 0, =04, 0, =0 O =05.

w.z.b.w.

01,05 und o4 haben eine gerade Anzahl von Fehlstédnden.

Ja, die Menge {0,05,0¢} bildet eine Untergruppe von S;. Man kann alle Eigenschaften wieder leicht an der
Verkniipfungstabelle unter (b) ablesen.

Die Untergruppen kann man auch an der Verkniipfungstabelle ablesen. Es sind

{Ul}’ {0-1’0-2}’ {01103}’ {01’04}’ {0-130-5,0-6} Und {0-110-2’0-350-4’ US>U6} .




(g) Dass die Verkettung von Permutationen wieder eine Permutation ist, folgt direkt aus der Aussage, dass die Verket-
tung zweier bijektiver Abbildungen wieder bijektiv ist (siehe Aufgabe G2 (a) im Tutorium 2) und der Betrachtung
von Permutationen als bijektive Abbildungen.

Die Assoziativitdt wurde bereits in Aufgabenteil (a) gezeigt.
Das neutrale Element ist immer (1), denn es gilt (1)ot =1 =70 (1) fiir alle T €8,,.
Ein beliebiges Element T € S,, ist eine bijektive Abbildung von {1,...,n} in sich. Deswegen existiert eine Umkehr-

abbildung p von 7, die wieder bijektiv ist. p ist also auch ein Element von S,,. Aulerdem gilt wegen der Definition
der Umkehrabbildung p o T = 7 o p = (1). D.h. p ist das Inverse Element von 7.

Insbesondere besitzt jedes Element in S,, ein Inverses.

w.z.b.w.




