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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Betrachten Sie die folgenden Abbildungen ¢ : R® — R2. Welche davon sind linear? Bestimmen Sie gegebenenfalls die
zugehorige Matrix [¢] (beziiglich den Standardbasen).
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Losung:

5 3 0
(a) Ja. (0 0 _2)
(b) Nein ¢(1,1,1)=(1,1) und ¢(2,2,2) =(4,4) #2-(1,1).
(¢) Nein ¢(0,0,0)=(1,0) #(0,0).
1 0 0
(@ Ja (1 0 o)
(e) Nein. ¢(1,0,0)=(1,0)= ¢(—1,0,0) # —(1,0).
-4 0 3
® Ja ( 0 0 2«/5)
Aufgabe G2

Sei A eine m x n-Matrix mit Eintrdgen in K. Zeigen Sie, A ist genau dann invertierbar, wenn die lineare Abbildung
¢4 : K" = K™ mit ¢4(x) = Ax bijektiv ist.




Losung:
 Angenommen, dass A invertierbar ist. ¢,-1(¢4(x)) = A }(Ax) = Ex = x. Eben s0 ¢4(¢p,-1(x)) =AA 1x = Ex = x.
Daraus folgt, dass ¢, bijektiv ist, und (¢,) ! = ¢ 1.
» Angenommen, dass ¢, invertierbar ist. Es gilt, dass (¢,)~! auch linear ist. (Es wurde schon gezeigt.) Daraus folgt,
dass es eine Matrix B gibt, mit (¢,) " = ¢j. Fiir alle x gilt dann ¢5(¢p,(x)) = x. Somit BAx = x. Man verwendet

diese Gleichung mit x = (1,0,...,0), mit x = (0,1,0,...,0) u.s.w. Daraus leitet man her, dass die Spalten der
Matrix BA genau die Spalten von E sind. Somit BA = E. Daraus folgt, dass A invertierbar ist und A~! = B gilt.

Aufgabe G3
Wir betrachten Hom(K",K™) im Spezialfall m = 1. Wir definieren den Dualraum von K", als die Menge der linearen
Abbildungen K" — K durch (K")* = Hom(K", K)
(a) Zeigen Sie, dass dim (K")* =n.
(b) Zeigen Sie: zu jeder Basis (v;) von K" gibt es (eindeutig bestimmt) Elemente wy,...,w, € (K")* mit w;(v;) = &
wobei 5ii =1undi #] = 611 =0.

(c) Zeigen Sie: fiir jede Basis (v;) von K" sind die Elemente wy,...,w, wie in (b) linear unabhéngig und damit eine
Basis von (K")*. Bemerkung: wy, ..., w, hei3t die zu v; ..., v, duale Basis von (K")*.

ij>

Losung:
(a) Allgemein dim Hom(K",K™) = mn. In diesem Spezialfall gilt es dim (K")* = n.
(b) fiir alle i, es gibt genau eine Abbildung, damit w;(v;) = 6;; (Satz 5.1.9).
(c) Sei D} _;., a;w; = 0 (die Null-Abbildung). Fiir alle j gilt dann »;,_,_ aw;(v;) = >, _,., @;6;; = a; = 0. Daraus

folgt, dass die w; unabhéngig sind. Auferdem gibt es n Vektoren w; in einem n-dimensional Vektorraum, deshalb
sind die w; eine Basis von (K")* .

Aufgabe G4

Die Komplexe Zahle x + yi wird durch (x,y) dargestellt. Sind die drei Vektoren ((1,0),(0,0)), ((0,1),(0,0)) und
((0,0),(1,0)) linear unabhéngig?

Loésung: Als Vektoren von C2, sind sie linear abhiingig, weil (0,1) - ((1,0),(0,0)) = ((0,1),(0,0)). Als Vektoren von R*,
sind sie linear unabhéngig.

Hausiibung

Aufgabe H1
Beweise, dass eine C-lineare Abbildung A : C — C gerade einer Multiplikation mit einer komplexen Zahl entspricht.
Bestimme die Matrixdarstellung der Multiplikation mit einer Zahl ¢ = a +ib.

Losung: Sei A: C — C eine C-lineare Abbildung. Sei ¢ := Al. Dann gilt Ax =A(x1) = xAl = cx.

(a+ib)(1+0i)=a+ib und (a+ib)(0+i)=—b+ia.

Also: Die Matrixdarstellung von B : z — (a + ib)z ist ( Zl —a b )

Aufgabe H2
Gegeben sind die Vektoren

1 1 0 4 2
Ulz 2 5 sz -1 5 U3: 0 5 V4: 2 und W= 3
0 0 1 2 5
und die lineare Abbildung ¢ : R® — R mit
0 1 2
pv)=| 11, @w)=]2 |und ¢p(v3)=| -1
0 3 7

(a) Zeigen Sie, daR die Vektoren vy, v, und v, eine Basis des R bilden.




(b) Berechnen Sie ¢(v,).

(c) Geben Sie einen Vektor vs mit ¢ (vs) =w an.

Losung:

(a) Die Bedingung av, + fv, + yv; = O fiihrt auf die Gleichungen
a+p=0, 2a—pF=0, y=0,

die nur fiir ¢ = § = y = 0 l6sbar sind. Damit sind die drei Vektoren linear unabhéngig.

(b) Zuerst wird v, als Linearkombination v, = av; + v, + yv, der drei Basisvektoren aus (a) dargestellt,
a+f=4 2a-f=2, y=2.

Mit y =2, a =2 und 8 = 2 folgt

e = 9o +20,+203) =2(p(0) + 9 (1) + ¢ (1))
0 1 2 3 6
= 2|1 ]|+|2|+|-1]|]|=2| 2|=]| 4
0 3 7 10 20

(c) Nun muf w als Linearkombination w = ap(v;) + B¢ (v,) + y¢(vs) der drei Bildvektoren dargestellt werden,

(1 B+ 2r = 2
(2) a + 2 - y = 3,
(3) 3B+ 7r = 5
4 =03)-3(1) y = —-L

Mit y = -1, f =4 und a = —6 folgt

w=—6p(v;) +4¢(vy) — @(v3) = (=6v; +4vy — v3) = @(vs),

also
1 1 0 -2
Us=—6v;+4v,—v3=—-6| 2 | +4| -1 |- 0 [=] —-16
0 0 1 -1
Aufgabe H3
Sei A die reelle 2x2-Matrix A = ( :; g ) .

(a) Fiir A € R sei B, = A— AE,. Berechne Werte 4, und A, € R, so dass det(B; ) = 0. (Wobei die Determinante einer
Matrix A= (Ccl 3) ist det(A) = ad — bc.)

(b) Finde Vektoren v; und v,, die V; := kerB,  bzw. V, :=kerB, erzeugen. Zeige, dass V die direkte Summe von V;
und V, ist.

(¢) Warum bilden die Vektoren v,, v, eine Basis %’?

(d) Die Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung beziiglich der Standardbasis. Berechne die Matrix dieser Abbildung
beziiglich der neuen Basis %’.

Losung:
(a) Esist

-2-2A

detB = det ( _9

ka )=(—2—)L)(5—7L)+12=)LZ—37L+2=(A—1)()\—2),

alsoA; =1und A, =2.




(b) Um die Kerne zu bestimmen, erhilt man mit Gauss—Jordan-Elimination

-3 6 -3 6 -4 6 —4 6
ne(50)=(0 0 )mn=(25)-(40)
3

i (1) und =)
Vi +V, =V. Also ist V die direkte Summe von V; und V,.

Daher kann man v, = f ) und vy, = wihlen. v; und v, sind linear unabhéngig, daher ist V; NV, = {0} und

(c) Die Vektoren v; und v, sind linear unabhéngig und bilden daher eine Basis.

(d) Die Ubergangsmatrix von der Standardbasis zur Basis B’ ist

Mit Hilfe von

berechnet man die gesuchte Matrix A" als




