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Gruppenübung

Aufgabe G1
Betrachten Sie die folgenden Abbildungen φ : R3 → R2. Welche davon sind linear? Bestimmen Sie gegebenenfalls die
zugehörige Matrix [φ] (bezüglich den Standardbasen).
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Aufgabe G2
Sei A eine m × n-Matrix mit Einträgen in K. Zeigen Sie, A ist genau dann invertierbar, wenn die lineare Abbildung
φA :Kn→Km mit φA(x) = Ax bijektiv ist.

Aufgabe G3
Wir betrachten Hom(Kn,Km) im Spezialfall m = 1. Wir definieren den Dualraum von Kn, als die Menge der linearen
Abbildungen Kn→K durch (Kn)∗ = Hom(Kn,K)

(a) Zeigen Sie, dass dim (Kn)∗ = n.

(b) Zeigen Sie: zu jeder Basis (v i) von Kn gibt es (eindeutig bestimmt) Elemente w1, . . . , wn ∈ (Kn)∗ mit wi(v j) = δi j ,
wobei δii = 1 und i 6= j⇒ δi j = 0.

(c) Zeigen Sie: für jede Basis (v i) von Kn sind die Elemente w1, . . . , wn wie in (b) linear unabhängig und damit eine
Basis von (Kn)∗. Bemerkung: w1, . . . , wn heißt die zu v1 . . . , vn duale Basis von (Kn)∗.

Aufgabe G4
Die Komplexe Zahle x + yi wird durch (x , y) dargestellt. Sind die drei Vektoren ((1,0), (0,0)), ((0, 1), (0, 0)) und
((0,0), (1,0)) linear unabhängig?
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Hausübung

Aufgabe H1
Beweise, dass eine C-lineare Abbildung A : C→ C gerade einer Multiplikation mit einer komplexen Zahl entspricht.
Bestimme die Matrixdarstellung der Multiplikation mit einer Zahl c = a+ i b.

Aufgabe H2
Gegeben sind die Vektoren
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(a) Zeigen Sie, daß die Vektoren v1, v2 und v3 eine Basis des R3 bilden.

(b) Berechnen Sie ϕ(v4).

(c) Geben Sie einen Vektor v5 mit ϕ(v5) = w an.

Aufgabe H3

Sei A die reelle 2×2–Matrix A=
�
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.

(a) Für λ ∈ R sei Bλ = A− λE2. Berechne Werte λ1 und λ2 ∈ R, so dass det(Bλi
) = 0. (Wobei die Determinante einer

Matrix A=
�

a b
c d

�

ist det(A) = ad − bc.)

(b) Finde Vektoren v1 und v2, die V1 := ker Bλ1
bzw. V2 := ker Bλ2

erzeugen. Zeige, dass V die direkte Summe von V1
und V2 ist.

(c) Warum bilden die Vektoren v1, v2 eine BasisB ′?

(d) Die Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung bezüglich der Standardbasis. Berechne die Matrix dieser Abbildung
bezüglich der neuen BasisB ′.
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