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Gruppeniibung
Aufgabe G1
Bestimmen Sie den Rang der Matrix
2 0 3 5
A=1]1 3 -1 2
3 3 2 8
Ist A invertierbar?
Losung: Wir transformieren die Matrix in Zeilenstufenform:
2 0 3 5 s (13—12”2[13—12
A=|1 3 -1 2 - 2 0 3 5 - -6 5 1
3 3 2 8 3 3 2 8 3 3 2 8
(1 3 -1 2 3 -1 2
s o 6 5 1| "S" o -6 5 1
KO -6 5 2 0O O 0 1

Die Zeilenstufenform von A hat drei nicht verschwindende Zeilen, daher ist der Rang von A gleich 3.
Da A keine quadratische Matrix ist, ist sie auch nicht invertierbar.

Aufgabe G2
Sei A€ R™™, Zeigen Sie, dass rank(A) < min{n, m} gilt.

Losung: Der Rang von A ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen oder Spalten. Insbesondere ist die maximale
Anzahl linear unabhingiger Zeilen gleich der maximalen Anzahl linear unabhéngiger Spalten. Daraus folgt sofort, daf3
der Rang von A weder groRer als die Anzahl der Zeilen noch der Spalten sein kann. Daher gilt rank(A) < min{n, m}.

Aufgabe G3

Sei A= (a; j)o<i<m,o0<j<n €ine Matrix aus ./, ,. Die transponierte Matrix von A ist AT = (@} )o<ismo<j<n-
(a) Zeigen Sie, dass rank(A) = rank(AT) gilt.
(b) Zeigen Sie, dass (AB)T = BTAT gilt.

Losung:

(a) Wegen der Definition der Transponiert, ist der Zeilrang von A der Spaltenrang von A”. Es folgt das rank(A) =
rank(A"), weil fiir jede Matrix Zeilenrang gleich Spaltenrang ist.

(b) Schreiben Sie einfach explizit die zwei Produkte.

Aufgabe G4

(a) Seien U,V,W drei endlichdimensional Vektorraume und seien ¢, lineare Abbildungen mit U A Vv 2, W. Zeigen
Sie, dass

rank(¢ o) = rank(qp) — dim(Ker¢ Nim).




(b) Zeigen Sie, dass rank(A) = rank(ATA) fiir alle reellen Matrizen A gilt.

Losung:

(a) Verwenden Sie die Dimension Formel fiir ¢ |y ¥ (U) — W. Daraus folgt dim(y(U)) = dim(Ker¢ |, +
dim(im ¢}yy)) < dim(imy) = dim(Ker ¢.y)+dim(im ¢ 01)) < rank(yp) = dim(Ker ¢ Nim))+dim(im ¢ o
) < rank(¢ o) = rank(y) — dim(Ker¢ Nimap).

(b) Wegen der Formel der vorigen Teilaufgabe, braucht man nur zeigen, dass dim(Ker(AT) Nnim(A)) = 0. Sei y €
Ker(AT) nim(A), d.h. ATy = 0 und es gibt x, mit y = Ax. Daraus folgt ATAx = 0, insbesondere xTATAx =
(Ax)TAx = 0. Somit Ax = y = 0.

Hausiibung

Aufgabe H1
Seien K ein Korper und A € #,, ,(K).
Zeigen Sie, dass rankA=1 <= A= x-yT wobei x € K™\{0} und y € K"\{0} sind zwei Vektoren.

Losung:

Angenommen rankA = 1. Es gilt dim(a®, - ,a") = 1 und dann gilt es A;a' = a' fiir ein passendes A; € K. Daraus folgt
A=a'-(Aq, -, 1)

Umgekehrt sei A= x - y* mit x € K™\{0} und y € K"\{0}. Es gilt a’ = y,x und es folgt, dass dim(a®,--- ,a") = 1 und
rankA =1 gelten.

Aufgabe H2
Seien K ein Korper und A € M, ,(K) und B € .#,, ;(K). Zeigen Sie, dass

(a) rank(AB) < min{rankA,rankB}.
(b) rank(AB) > rankA+ rankB — n.

Losung:

(a) Wegen Aufgage G4 auf diesem Blatt gilt rank(AB) < rank(B). Wegen Aufgabe G3 auf diesem Blatt gilt rank(AB)T =
rank(AB) und (AB)T = BTAT. Es folgt, dass wegen Aufgabe G4 auf diesem Blatt rank(AB) = rank(AB)T <
rank(AT) = rank(A) gilt. Also folgt rank(AB) < min{rankA, rank B}.

(b) rank(AB) = rank(B) — dim(Ker(A)) N Im(B)) und dim(Ker(A) N Im(B)) + rank(A) < dim(Ker(A)) + rank(A) = n.
Daraus folgt rank(AB) < rank(B) + rank(A) — n.

Aufgabe H3
(a) Geben Sie Matrizen A, B € #5(R) an mit rank(A) = rank(B) = 2 und rank(AB) =1

(b) GibtesA,B e #,(R) mit rank(A) = rank(B) = 3 und rank(AB) = 1?

Losung:

0
und 0
0

o = O
— o O

ﬁ

(b) Es ist nicht moglich wegen Teilaufgabe H2 (b), d.h. rank(AB) > rankA + rank B — n.




