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Gruppeniibung

Aufgabe G1
Sei V ein Vektorraum endlicher Dimension und U ein Untervektorraum. Folgen Sie aus der Aufgabe G4 des Tutoriums
10, dass dim(U) + dim(V /U) = dim(V) gilt.

Losung: Mithilfe der Notationen, dim(U) =m, dim(V/U)=nund dim(V)=n+m.
Aufgabe G2

(a) Seien V =U; @ U, und W zwei K-Vektorrdume. Seien ¢, : U; — W und ¢, : U, — W zwei lineare Abbildungen.
Zeigen Sie, dass es genau eine lineare Abbildung ¢ : V. — W gibt, sodass ¢ |y, = ¢; und ¢ |y,= ¢,.

(b) Sei V ein endlicher K-Vektorraum und U,, U, zwei Untervektorraume von V. Angenommen, fiir je zwei lineare
Abbildungen ¢, : U; — W und ¢, : U, — W gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V. — W, sodass ¢ [y, = ¢,
und ¢ |y, = ¢,. Zeigen Sie, dass V = U, & U, gilt.

Losung:

(a) e« Existenz: Fiir alle x in V, sei ¢(x) := ¢1(x1) + ¢,(x,), mit x = x; + x, und x; € U; und x; € U,. ¢ ist
linear, wie jetzt gezeigt wird. Seien A € K und x = x; + x, und y = y; + y,, mit x;, y; € U; und x,, y, € U,.
Es gilt x; + Ay; € U; und x, + Ay, € U,, weil U; und U, Untervektorrdume von V sind. ¢(x + Ay) =
$1(x1 +Ay1) + P32 + Aya) = P1(x1) + @2(x2) + A1 (1) + Ada(y2) = ¢ (x) + AP (¥).
* Eindeutigkeit: Seien ¢, ¢’ : V. — W zwei lineare Abbildungen, sodass ¢ |;,= ¢’ |y,= ¢; und ¢ [y,= ¢’ |y,=
¢, gilt. Fiir alle x = x; +x, € Uy ® Uy, ¢(x) = ¢ (1) + ¢ (x3) = ¢p1(x1) + () = p71(x) + ¢£(x2) =¢'(x).
(b) Wir zeigen zuerst, dass U; N U, = {0} gilt und dann, dass U; + U, =V gilt.
* Seien ¢y =0 und ¢, = id und ¢ linear, sodass ¢ |, = ¢, und ¢ |y, = ¢, gilt. Sei v € U;NU,. ¢(v) = ¢p1(v) =
0 und ¢(v) = ¢,(v) = v. Daraus folgt v =0, d.h. U; N U, = {0}.
* Sei W ein Untervektorraum mit V = (U; + U,) & W. (Solcher Untervektorraum existiert.) Sei ¢ = 0 und ¢’
linear, sodass ¢’ |y, y,= 0 und ¢’ |,= id. (Solche Abbildung existiert wegen der vorige Teilaufgabe.) Wegen
der Annahme gilt ¢ = ¢’, dh. W ={0} und U; + U, = V.

Aufgabe G3
Wir betrachten im Q-Vektorraum %(Q) der Polynome vom Grad < 3 die Teilmengen U := {p|p(—1) = 0} und V :=

{pp(2) =0}
(a) Zeige, dass U und V lineare Untervektorrdume des Q-Vektorraums £(Q) sind.
(b) Bestimme Basen fiir U und V.

(c¢) Bestimme die Dimensionenvon U, V, UNV und U + V.

Losung:
(a) Esseien p,q € U und A € Q. Dann gilt

(p+q9)(-1)=p(-1)+q(-1)=0+0=0 sowie Ap)(—1)=2Ap(-1)=2A0=0

und somit p+q € U und Ap € U. Damit ist U als Untervektorraum von #;(Q) nachgewiesen. Vollig analog verlauft
der Beweis fiir V.




(b) Es gilt
U={ay+a;x +a,x*+asx*|ag—a; +a, —a; =0}.
Losen wir die einschrankende Gleichung nach a, auf, so erhalten wir, dass U aus allen Polynomen der Form
(a7 — ay +a3) + a;x + ax? + a;x° = a;(x + 1) + ap(x® — 1) + a5(x* + 1)

mit a;,a,,a; € Q besteht. Wie man leicht {iberpriift, sind die Polyome x + 1, x> — 1 und x® + 1 iiber Q linear
unabhéngig und bilden somit eine Basis von U. Analog erhalten wir, dass V aus allen Polynomen der Form

—(2a; +4ay + 8a3) + a;x + ax? + azx® = a;(x — 2) + ay(x* — 4) + az(x* - 8)

mit a;,a,,a; € Q besteht. Wie man leicht nachpriift, sind die Polyome x — 2, x? — 4 und x* — 8 iiber Q linear
unabhéngig und bilden somit eine Basis von V.

(c) Ausb) folgt dimU =dimV = 3 und aus
1= 2(x+1)-2(x~2)
3 3
erhalten wir 1 € U 4+ V. Fiir p := ao + a;x + a,x* + a;x® € 2,(Q) folgt daraus
p=(ap—a;+a,—a))l+a;(x+1)+ay(x* -1 +a;(x*+1)eU+V
somit U +V = Z5(Q). Es gilt also dim(U + V) = dim 2;(Q) = 4 und (mit dem Dimensionssatz) folgt daraus

dim(UNV)=dimU +dimV —dim(U+V)=3+4+3—-4=2.

Aufgabe G4
Zeigen Sie, dass es keine lineare Abbildung f : R* — R® gibt mit

1 1 _;
Im f = span 1], -1 , Kkerf =span 0
3 0 1

Losung: Angenommen, es gibt eine solche lineare Abbildung f. Dann wire dimIm f = 2, da die beiden Vektoren im
Spann linear unabhéngig sind und dim ker f = 1. Nach dem Dimensionssatz muss gelten: 4 = dimIm f + dimker f =
241 =3, was den gewiinschten Widerspruch liefert.

Aufgabe G5
Sei V = C([0,1],C) der C-Vektorraum der Funktionen von [0,1] nach C .

(a) Fiir eine Teilmenge M C [0,1],sei U :={f € V : f(x) = 0 fiir alle x € M}. Zeigen Sie, dass U ein Untervektorraum
von V ist.

(b) Betrachten Sie U, = {f € V : f(0) = 0}. Beweisen Sie, dass V /U, = C gilt.

Losung:
(a) Klar.
(b) Wegen V/Uy = {f +Uy : f € V},sei ¢ : V/U, = C mit ¢(f + Uy) := f(0). (¢ ist wohldefiniert, weil g €
f +UyRightarrow g(0) = £(0) gilt.)
¢ ist eine lineare Abbildung, wir zeigen jetzt, dass es bijektiv ist.

Sei ¢(f +Uy) = f(0)=g(0) = ¢(g + U,). Daraus folgt (f —g)(0)=0und f —g € Uy~ f + U, = g + U,, somit
ist ¢ injektiv. ¢ ist auch surjektiv, weil g(0) = ¢ (g + U,) fiir alle g € V gilt.




Hausiibung

Aufgabe H1
Wir betrachten im Q-Vektorraum #%(Q) der Polynome vom Grad < 3 mit Koeffizienten aus Q den Untervektorraum
V :={p|p(0) = 0}. Des Weiteren betrachten wir in &(Q) die Polynome

poi=x(x—1)(x—-2), pr:=(+Dx(x—1), py:=0c+2)(x+1)x.

(a) Stellen Sie das Polynom 6x als Linearkombination von p, p; und p, dar.

(b) Beweisen Sie, dass die Polynome p,, p1, p, eine Basis von V bilden.

Losung:

(a) Um x als Linearkombination von p,, p;, p, darzustellen, setzen wir an
Aox(x — D)(x —2) + A1 (¢ + Dx(xc = 1) + Ay (x + 2)(x + 1)x = 6x
mit A, € Q. Setzen wir in diese Gleichung nacheinander x = 1,2, 3 ein, so erhalten wir die Gleichungen
6A, =6, 6A;+24A,=12 and 6A,+24A; +60A, =18,

aus denen sich die Werte A, =1, A; = —2 und A, = 1 ergeben.

(b) Um zu zeigen, dass die Polynome p,, p;, p, eine Basis von V bilden, iiberlegen wir uns zuerst ihre lineare Unabhé&n-
gigkeit. Dazu setzen wir

Aox(x = D)(x =2) + A (x + Dx(x = 1)+ A5(x +2)(x+1)x =0

Wie in der Losung zu Teil a) setzen wir in diese Gleichung nacheinander x = 1,2,3 ein und erhalten so die
Gleichungen

62,2 = O, 62,1 + 24242 =0 and 6%0 + 241«1 + 602,2 = O,

aus denen sich A, = A; = A, = 0 und damit die lineare Unabhénigkeit von p,, p; und p, ergibt.

Wegen py(0) = p1(0) = p,(0) = 0 gilt py, p1,p, € V. Als Néchstes bemerken wir, dass V # #5(Q) wegen 1 ¢ V
gilt. Daraus folgt dimV < dim 2%(Q) = 4 (nach Proposition 4.5.9) und p,, p;, p, bilden somit ein maximales linear
unabhingiges System von Vektoren in V. Auf Grund von Satz 4.5.12 bilden sie damit eine Basis von V.

Aufgabe H2
Sei W ein untervektorraumraumm des endlichdimensional Vektorraum V. Angenommen, dass B = (wq,-:-,w,,) ei-
ne Basis fiir W ist und (v; + W,---, v, + W) eine Basis des Quotientenraum V /W bildet. Zeigen Sie, dass C =
Wy, , Wy, Uy, -+, Ug) eine Basis fiir V ist, ohne die Formel dim(V) = dim(W) + dim(V /W) anzuwenden.
Losung: Seiu e V. Weil (v; +W,---, v, + W) eine Basis von V/W ist, giltesu+ W = a;(v; + W)+ -+ + ap (v + W).
Daraus folgt, dass u = a,v; + -+ + a, v, + w fiir ein w € W. Weil B eine Basis von W ist, folgt u = a;v; + -+ + q, v, +
byw;+---+ b, w,,. Somit erzeugt C V.

Jetzt wird gezeigt, dass C unabhéngig ist. Angenommen ¢, v; +- - -+ ¢ v +dywq +- - - dpyw,, = 0, dann ¢; (v; + W) +-- -+
U +W =0.Weil v; +W,--- , v, + W unabhingig sind die Koeffizienten c; null. Daraus folgt, dass d,w; +---d,,w,, = 0.
Weil B eine Basis von W sind die Koeffizienten d; null. Somit ist C eine Basis von V.

Aufgabe H3
Seien U € V und X € W vier K-Vektorrdume. Seien f : V — W eine lineare Abbildung und die Abbildung F : V/U —
W /X definiert durch v + U — f(v) + X. Zeigen Sie, dass F wohldefiniert ist, genau dann, wenn f (U) € X gilt.
Losung:
¢ Angenommen, dass F wohldefiniert ist. Seiu e U. Wegen v+ U =v+u+ U folgt f(v)+X = f(v+u)+X, weil F
wohldefiniert ist. Somit f(v) — f(v +u) = f(u) € X.

¢ Angenommen, dass f(U) € X. Sei y € v+ U. Es gilt y = v + u mit u € U. Daraus folgt f(y) = f(v +u) =
fW)+f(W e f(v)+X. Somit f(y)+X = f(v)+X, d.h. F ist wohldefiniert.




