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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Vektorrdume iiber endlichen Koérpern)
Es sei F ein endlicher Kdrper mit g Elementen und V ein n-dimensionaler F-Vektorraum.

(a) Wieviele Elemente hat V?

(b) Wieviele geordnete Basen hat V?

(c¢) Wieviele Basen hat V?

(d) Berechnen Sie die Anzahl der Basen des (Z/3Z)-Vektorraums (Z/37)*.

Aufgabe G2 (Dimension und direkte Summe)
Es sei V ein K-Vektorraum und v € V.

(a) Zeigen Sie, dass {v} genau dann linear unabhéngig ist, wenn v # 0 gilt.
(b) Zeigen Sie, dass ein Untervektorraum U von V genau dann die Dimension Null hat, wenn U = {0} gilt.

(c) Esseien U;, U, Untervektorrdume von V. Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden beiden Aussagen.
(1) U]+U2:U1®U2

Aufgabe G3 (Der Folgenraum)
Essei V = {(a,),en | a, € RV n € N} die Menge der reellen Zahlenfolgen. Diese bildet mit den Operationen
+:VxV =V, ((@nens (bpdnen) = (@ + byney und
GRXV =V, (A (@dnen) = (Ayner
einen R-Vektorraum.
(a) Ist die Teilmenge U; := {(a,)nen | (@1)nen € V, hochstens endlich viele der a, sind ungleich Null }
ein Untervektorraum von V? Zeigen Sie ihre Aussage.
(b) Ist die Teilmenge U, := {(a,)nen | (@, )nen € V, hochstens endlich viele der a,, sind gleich Null }
ein Untervektorraum von V? Zeigen Sie ihre Aussage.
(c) Besitzen U; bzw. U, eine Basis. Wenn ja bestimmen Sie eine Basis und die Dimension von U; bzw. U,.
(d) Was ist die Dimension von V?
(e) Bildet die in (c) bestimmte Basis von U; auch eine Basis von V?

Aufgabe G4 (Vektorrdume iiber endlichen Koérpern)
Es sei F ein endlicher Korper mit g Elementen, V ein n-dimensionaler F-Vektorraum und k € {0, 1,...,n} fest gewéhlt.

(a) Wieviele k-dimensionale Untervektorraume hat V?
(b) Berechne die Anzahl der 2-dimensionalen Untervektorrdume des (Z/3Z)-Vektorraums (Z/37)*.

(¢) (*) Sei U C V ein k-dimensionaler Untervektorraum. Fiir x € V ist x + U ein k-dimensionaler affiner Unterraum.
Fiir wieviele verschieden Vektoren x’ ist x + U = x’ + U?

(d) (*) Wieviele k-dimensionale affine Unterrdume hat V?
(e) (*) Berechne die Anzahl der 1-dimensionalen affinen Unterrdume des (Z/37Z)-Vektorraums (Z/37)*.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Lineare Abbildungen)
Es seien V und W K-Vektorrdume und (v, ..., v,) bzw. (w4, ...,w,) Basen von V bzw. W. Zeigen Sie, dass es genau eine
lineare Abbildung ¢ : V. — W gibt mit

(,O(Vl) =Wiyeen, QO(UH) =Wy
Zeigen Sie weiterhin, dass diese Abbildung ¢ ein Vektorraumisomorphismus ist.

Aufgabe H2 (Basis und direkte Summe)
Es sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und U; € V ein Untervektorraum.
Zeigen Sie: Es gibt einen Untervektorraum U, €V mit V = U; & U,.

Aufgabe H3 (Isomorphismen und Basen)

Es seien V und W zwei isomorphe K-Vektorrdume. D.h. es existiert ein Vektorraumisomorphismus ¢ : V — W. Weiterhin
sei B C V eine Basis von V.

Zeigen Sie, dass dann ¢(B) := {p(v)| v € B} eine Basis von W ist.




