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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Lineare Unabhiangigkeit)
Betrachten Sie den aus der Vorlesung bekannten Vektorraum V = F(R, R) der Funktionen von R nach R.

(a) Sind die folgenden Funktionen fi, f, in V linear unabhangig?
f1lx):=e*, folx):=x VxeR
(b) Sind die folgenden Funktionen fi, f5, f5 in V linear unabhéngig?
fr(x):=sin®x, fy(x):=cos’x, fy(x)=1 VxeR
(c) Sind die folgenden Funktionen fi, f5, f5 in V linear unabhéngig?
() =1, fo(x):i=x, fi3(x)=x* VxeR
Zeigen Sie jeweils ihre Behauptungen.

Losung:
(@) Aus A,f; + Ay f, = 0 mit A, A, € R folgt fiir alle x € R die Gleichung A;e* + A,x = 0. Setzt man hier fiir x die
speziellen Werte 0 und 1 ein, so ergibt sich das Gleichungssystem
A’l . 1 + A’Z . O = O
Al -e + A’Z . ]. = 0 .
Aus der ersten Gleichung ergibt sich A; = 0. Durch Einsetzen in die zweite Gleichung erhélt man auch A, =0.

Also sind f; und f, linear unabhéngig.
(b) Fiir alle x € R gilt bekanntlich sin? x + cos? x = 1. Es ist aldo

fitfa—f3=0.

D.h. f;, f, und f5 sind linear abhéngig.

(©) Aus Ay f; + Ayfo + Asfs = 0 mit A4, Ay, A5 € R folgt fiir alle x € R die Gleichung A; - 1+ A, - x + A5 - x? = 0. Setzt
man hier fiir x die speziellen Werte 0,1 und —1 ein, so ergibt sich das folgende Gleichungssystem.

A =0 A =0 A =0
M+ A + Ay = 0 = + A + A3 = 0 = Ay + A3y = 0
A — A + A3 = 0 - A + A3 = O 22 = 0

A =0 A =0

= Ay + A3 = 0 = Ay = 0

Ay = 0 Ay = 0

Esgiltalso A; = A, =243 =0.
D.h. f1, f, und f; sind linear unabhéngig.




Aufgabe G2 (Lineare Unabhéingigkeit)
(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren
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im reellen Vektorraum R® linear unabhéngig sind.

(b) Zeigen Sie, dass die Vektoren

0 2 1
V= ‘_" , Ug = § , U3 = E
1 1 0

im Vektorraum (Z/5Z)? iiber dem Kérper Z/5Z linear abhingig sind.

Losung:

(a) Seien AI,AQ, A3 €R mit 0= ),1 U +A2U2 +k3U3.

212 + Ag = O Al + A‘Z = 0 A‘l + A‘Z
— 42,1 + 312 + 2}.3 = 0 = 2%2 + Ag = 0 = - Az +
A’l + A’Z = 0 - A’Z + 2}.3 = 0

Daraus ergibt sich nacheinander A; =0,A, =0 und A; =0.
D.h. die drei Vektoren aus der Aufgabe sind linear unabhéngig.

(b) Man geht analog zum vorherigen Aufgabenteil vor, allerdings wird jetzt in Z/5Z gerechnet.
Seien Aq, Ay, Az € Z/5Z mit 0 = A v; + Ayvy + Agvs.

24, + Ay = 0 Ao+ Ay =0 Ao Ay
= 40 + 34 + 24 = 0 = 22 + A = 0 = 2 2,
2‘1 + 212 = 0 47\12 + 213 == 0

Eine nicht-triviale Losung dieses Gleichungssystems ist A, = 1, A; =4 und A; = 3.
D.h. die drei Vektoren aus der Aufgabe sind linear abhéngig.

Aufgabe G3 (Direkte Produkte und direkte Summe)
(a) Seien Vi, V,,...,V, Untervektorrdume eines K-Vektorraums V, firdie V=V, @V, ® ... ®V, gilt.
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w.z.b.w.
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0 =

w.z.b.w.

Zeigen Sie, dass es in dieser Situation einen Vektorraumisomorphismus zwischen V; x V, x ... X V,, und V gibt.

(b) Seien V;,V,,...,V, K-Vektorrdume und V. =V; x V, X ... X V,.
Weiter seii € {1,...,n} und U; := {(0,...0,v,0,...,0) v € V;} .
~—— ~——

i—1-mal n—i—mal

Zeigen Sie
e U, ist ein Untervektorraum von V.
* Es gibt einen Vektorraumisomorphismus zwischen U; und V;
e Esgit V=U,0U,®...8Us.

Losung:
(a) Man betrachte die Abbildung

Vi xVyx. ... xV, =V, (v,V,...,0) =V +0Vy+...+1,.

Wegen V =V, @V, ®... ®V, kann man jedes Element v € V eindeutig als Summe v = v; + v, +
v EVy, 0y €V, ..., v, €V, schreiben.
D.h. ¢ ist bijektiv.

...+ v, mit




Fiir v = (vy,vy,...,0,), V' (v}, v5,...,v)) €Vy XV X ... x V, und A, u € K gilt

/

eAv+uv) = @Avy +uvy, Avy + pvy, ..., Avy +uv) = Avy + pvy + Avg + pvy + ...+ Av, + uv!
= Mvi+vo+...+v)+ulvy+vo+...+v) =) +pe).
Also ist ¢ linear.

Da die Umkehrabbildung jeder bijektiven linearen Abbildung wieder linear ist, ist auch ¢! linear.
Also ist ¢ ein Vektorraumisomorphismus zwischen V; x V, x ... X V,, und V.

w.z.b.w.
(b) * Man zeigt die drei Unterraumbedingungen fiir U;:
(U1) Da V; ein Vektorraum ist, enthélt er ein Nullelement O € V;. In V gilt dann
0=(0,...,00{(0,...0,v,0,...,0) v eV} =1;.
~—— ——
i—1—mal n—i—mal
(U2) Seien u,u’ € U;, dann existieren Elemente v, v’ € V; mit
u=(0,...0,v,0,...,0), u'=(0,...0,v',0,...,0).
~— ~— — ~—
i—1—mal n—i—mal i—1—mal n—i—mal
Da V; ein Vektorraum ist gilt v + v’ € V und damit folgt

utu' =(0,...0,v+0,0,...,0) € U,.
N——~ SN——

i—1-mal n—i—mal

(U3) Seien u € U; und A € K. Dann existiert ein Element v € V; mit u = (0,...0,v,0,...,0). Da V; ein
~— ~——
i—1—mal n—i—mal
Vektorraum ist gilt Av € V und damit folgt
Au=(0,...0,Av,0,...,0) € U; .
~— ~—
i—1—mal n—i—mal
Insgesamt ergibt sich, dass U; ein Untervektorraum von V ist.
* Man betrachtet die Abbildung
f:Ui_)‘/i’ (O,...O,I/i,O,...,O)Hvi.
N — S—
i—1—mal n—i—mal
f ist offensichtlich bijektiv und linear, also ein Vektorraumisomorphismus.
* Jedes Element v € V kann man wegen der Definition des direkten Produkts auf genau eine Weise in der Gestalt

v = (v, Vy,...1,) =(11,0,...0)+ (0, v,,0,...,0)+...4+(0,...,0,v,)

mit v; € V,vy € V,,..., v, €V, schreiben. Die rechte Seite der Gleichung hat die Form einer allgemeinen
Summe u; +uy, +...+u, mitu; € Uj,uy, € Us,...,u, € U,. Jedes Element aus V lasst sich also auf eindeutige
Weise als so eine Summe schreiben.

Dh.esgilt V=U,0U;®...0U,.

w.z.b.w.

Aufgabe G4 (Lineare Abbildungen und lineare Unabhéingigkeit)
Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung und v, ..., v, € V. Zeigen Sie: Sind die Bilder ¢(v;), ..., ¢(v,) linear unabhingig,
so sind auch vy, ..., v, linear unabhiangig.

Losung: Seien A,,...,A, € Kmit A,v; +...+ A,v, = 0. Dann gilt wegen der Linearitit von ¢
0=90)=pAv;+...+ L, v)=Lp(v)+... + A,0(v,) .
Wenn ¢(v,),...,¢(v,) linear unabhéngig sind, folgt hieraus A; =...= A, =0.

Damit sind auch vy, ..., v, linear unabhéngig.
w.z.b.w.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Komplexe Zahlen)
(a) Zeigen Sie, dass C ein R-Vektorraum ist. Uberlegen Sie sich hierzu zuerst die Abbildungsvorschriften fiir die Addi-
tion und die skalare Multiplikation in einer geeigneten Schreibweise.

(b) Seiz = a+ib eine komplexe Zahl. Zeigen Sie, dass die komplexe Multiplikation mit z
p,:CoC, g —3z-2
eine lineare Abbildung ist.

Losung:

(a) Die komplexen Zahlen sind C = R? mit den Operationen aus Tutorium 6 Aufgabe G1. Die Addition und die Skalare
Multiplikation haben dann die Gestalt

e ((3)(2)-(553)
’ Y1 )0\ X2 Y1+
IR x R? — R? (A(x))a(kx).
bl bl y Ay

Da dies dieselben Operationen sind wie im R-Vektorraum R? iibertragen sich alle Eigenschaften sofort auf C.
D.h. auch C ist ein R-Vektorraum.

(b) Seien z;,2, € C und A, A, € R. Dann gilt wegen der Distribitivitit, Assoziativitdt und Kommutativitdt der Opera-
tionen in den komplexen Zahlen (C ist ein Kérper):

0. (A121 + A925) = 2(A121 + A225) = 24121 + 3422, = 41221 + 4322, = A190,(21) + A20,(22) -

D.h. g, ist linear.

w.z.b.w.

Aufgabe H2 (Basis)
Bestimmen Sie fiir den von den Vektoren

1 1 3 ) 2
2 3 2 2 1
1|’ 2 |’ -1 |’ o |wd | _5

-3 4 -2 1 0

im R* aufgespannten linearen Teilraum eine Basis.

Losung: Wir betrachten die Matrix, welche die gegebenen Vektoren als Zeilenvektoren enthalt und bringen diese mit
Hilfe des Gaufalgorithmus auf Stufenform. Die Zeilen der Entstehenden Matrix, welche nicht Null sind, sind dann laut
Vorlesung die gesuchten Basisvektoren.

1 2 1 -3 ( 1 2 1 -3 1 2 1 -3 1 2 1 -3
1 3 2 4 0 1 1 7 01 1 7 01 1 7
3 2 -1 =2 |~»] 0 -4 —4 7 |~] 0 0 O 35 [~ 0 O O 35
-2 =2 0 1 0 2 2 -5 0 0 0 -19 0 0 O 0
2 -1 -3 0 0 -5 -5 6 0 0 O 41 0 0 O 0
1 0 )
. 2 1 0 . . . 4
Die Vektoren 1 ) 1 und 0 bilden somit eine Basis des betrachteten Untervektorraums von R”.
-3 7 \ 35

Aufgabe H3 (Lineare Unabhéngigkeit)
Es seien n € N und u, v,w € Q" linear unabhéngige Vektoren. Beweisen Sie die folgenden beiden Aussagen.

(@) u+ v, u+w, v+ w sind linear unabhingig.




) u—v+w,u+v—w,5u+ v+ w sind linear unabhéngig.

Losung:

(a) Esseien Aq,A4, A5 € Q mit A4 (u+v)+A,(u+w)+A;(v+w) = 0. Dann folgt (A; + A, )u+(A,+A3)v+(A,+2A5)w = 0.
Da u, v, w linear unabhéngig sind ergibt sich hieraus folgendes Gleichungssystem.

(=)

A+ A -
— - 7(,2 + A3
22,3 = 0

Ao+ A -
Ay 4+ Ay

A+ A -
— - Az + 2,3 ==
Ay + Ag
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Aus dem letzten Gleichungssystem erhilt man nacheinander A; = 0,4, =0 und A, = 0.
Insgesamt folgt, dass die Vektoren u+ v, u +w, v + w linear unabhéngig sind.

w.z.b.w.

(b) Esseien A1,A5,A; € Qmit A;(u—v+w)+A,(u+v—w)+A;(5u+v+w)=0.
Dann folgt (A; + Ay +5A3)u+(—A; + Ay + A3)v + (A — A, + A3)w =0.
Da u, v, w linear unabhéngig sind ergibt sich hieraus folgendes Gleichungssystem.

2.1 + A‘Z + 52.3 =
— 222 + 6243 -
- 213 =

)Ll + 7(,2 + 57(,3 =
— 2)(,2 + 613 =
- 2),2 - 4).3 =

A 4+ Ay + 5A
A+ A+ A
M = Ay 4 A
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oo o

Aus dem letzten Gleichungssystem erhilt man nacheinander A; = 0,4, =0 und A, = 0.
Insgesamt folgt, dass die Vektoren u — v +w, u + v — w, 5u+ v + w linear unabhéngig sind.

w.z.b.w.




