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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Lineare Unabhéingigkeit)
Betrachten Sie den aus der Vorlesung bekannten Vektorraum V = F(RR, R) der Funktionen von R nach R.

(a) Sind die folgenden Funktionen f;, f, in V linear unabhéngig?
filx):=e*, folx):=x VxeR
(b) Sind die folgenden Funktionen fi, f5, f5 in V linear unabhéngig?
f1(x):=sin’x, fy(x):=cos’x, fy(x)=1 VxeR
(c) Sind die folgenden Funktionen fi, f5, f5 in V linear unabhéngig?
f10):=1, f,(x)=x, fi(x)=x* VxeR
Zeigen Sie jeweils ihre Behauptungen.

Aufgabe G2 (Lineare Unabhéingigkeit)
(a) Zeigen Sie, dass die Vektoren

0 2 1
vV = 4 , Ug = 3 , U3 = 2
1 1 0

im reellen Vektorraum R® linear unabhéngig sind.
(b) Zeigen Sie, dass die Vektoren
V] =

> Vg = s V3 =

K=l
= Wl N
ol N =

im Vektorraum (Z/5Z)® iiber dem Korper Z/5Z linear abhingig sind.

Aufgabe G3 (Direkte Produkte und direkte Summe)
(a) Seien V,V,,...,V, Untervektorrdume eines K-Vektorraums V, fiirdie V=V, @V, ® ... ®V, gilt.
Zeigen Sie, dass es in dieser Situation einen Vektorraumisomorphismus zwischen V; x V, x ... x V,, und V gibt.
(b) Seien V;,V,,...,V, K-Vektorriume und V=V, x V, X ... X V,.
Weiter sei i € {1,...,n} und U; := {(0,...0,v,0,...,0)|lv e V;}.
~— ~——
i—1-mal n—i—mal
Zeigen Sie
* U, ist ein Untervektorraum von V.
* Es gibt einen Vektorraumisomorphismus zwischen U; und V;
i ESgiltV=U1®U2@...®U3.

Aufgabe G4 (Lineare Abbildungen und lineare Unabhéngigkeit)
Sei ¢ : V — W eine lineare Abbildung und v, ..., v, € V. Zeigen Sie: Sind die Bilder ¢(v;),..., ¢(v,) linear unabhingig,
so sind auch vy, ..., v, linear unabhéngig.




Hausiibung

Aufgabe H1 (Komplexe Zahlen)
(a) Zeigen Sie, dass C ein R-Vektorraum ist. Uberlegen Sie sich hierzu zuerst die Abbildungsvorschriften fiir die Addi-
tion und die skalare Multiplikation in einer geeigneten Schreibweise.

(b) Seiz = a+ib eine komplexe Zahl. Zeigen Sie, dass die komplexe Multiplikation mit z
9, :CoC, g —3z-2
eine lineare Abbildung ist.

Aufgabe H2 (Basis)
Bestimmen Sie fiir den von den Vektoren

1 1 3 -2 2
2 3 2 -2 1
E 2 |’ -1 |’ o |umd | _5

-3 4 -2 1 0

im R* aufgespannten linearen Teilraum eine Basis.

Aufgabe H3 (Lineare Unabhéngigkeit)
Es seien n € N und u, v,w € Q" linear unabhingige Vektoren. Beweisen Sie die folgenden beiden Aussagen.

(@) u+ v, u+w, v+w sind linear unabhangig.

() u—v+w,u+v—w,5u+v+w sind linear unabhéngig.




