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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Nilpotenz)
(a) SeiA= ( 0 (1) ) Berechnen Sie A%, A% und A*.

0
01 1
(b) SeiB=| 0 0 1 |.Berechnen Sie B2, B® und B*.
0 0 O
Losung:
0 O
2 _ 4 _
(a) A =A ( 0 O
0 0 1 0 0 O
() B2=| 0 0 0 |undB®*=B*=]| 0 0 O
0 0 O 0 0O

Aufgabe G2 (GauB3-Algorithmus, Gleichungssysteme)
Losen Sie die folgenden Gleichungssysteme

(@
_6X1+6X2+2X3_2.X4=2
—9x; +8xy+3x3—2x4,=3
—3X1+2X2+XS:7
(b)
1 6 -1 Y1 3
3 2 2 Yo | = -1
4 1 5 Y3 -6
(0
0 2 1 -3 . 1
1 0 2 1 Zl 2
-2 8 3 -9 ZZ -13]=
-4 14 5 -15 23 5
-2 6 2 -6 4 2

Losung:

S OO OO




6 6 2 -2|2 S4<81
-9 8 3 -21|3
3 2 1 0|7
2 6 2 6|2
-2 8 3 -9|3 |z2-71
0 2 1 -3|7
@ — %2 =62
0 2 1 -3|1
0 2 1 -3|7 |z3-22
2 6 2 —6]2
0 2 1 -3|1
0 00 016

Das Gleichungssystem besitzt keine Losung.

1 6 -1]3
3 2 2 |-1 |z2-321
4 1 5 |-6 |z3-4z1
1 6 -1]3
® 0 -16 5 |-10
0 -23 9 |-18 |523-922
1 6 -1]3
0 -16 5 |-10
0 20 0|0
dh .y, =0,y;=-2,y, =1.
1 0 2 1 |2
0 2 1 -3]|1
-2 8 3 -9 |3 |z3+221
-4 14 5 -16|5 |z4+4z1
-2 6 2 -6 |2 |z5+221
1 0 2 1 |2
0 2 1 -31|1
0 8 7 -7 1|7 |z3-4z22
0 14 13 -11 |13 |z4—722
©@ o 6 6 -4|6 |z5-322
1 0 2 1 |2
o 2 1 -3 1|1
0 0 3 5 |3
0 0 6 10 |6
o0 0 3 5 |3
1 02 1 2
0 2 1 -3]|1
0o 0 3 5 |3

Damit ist z; = 1 — 5/32,, 25 = 7/32,4, 2, = 7/32,, also

Aufgabe G3 (Vektoren- und Matrizenmultiplikation)

. 1
Selenx—( 5 ),y—

(a) Wann ist a - 8 definiert, wobei a, § € {x, y,z,A,B,C} ? Berechnen Sie gegebenenfalls die resultierende Matrix.

3
0
1

> 3=

0
2
1
0

L={FeR*: 7=

=

1
2 3

0 7/3

0 7/3

1 —5/3 |}
0

2 0 2 1
)undB—(2 9 O)undC—

O N~ O

= O = N

(b) Wenn a - 8 nicht definiert ist, bestimmen Sie ob a' - § definiert ist, wobei 8 kein Vektor ist. Berechnen Sie gegebe-
nenfalls die resultierende Matrix.




(¢) Berechnen Sie a-a’ und o' - a wobei a € {x, y,z}.

Losung:
4 4 6
5 3 1 5 6 4 6 1 3 5
(a)Ax—(8),Cx 5 ,By—(6),AA—(8 13 ),AB—(6 10 2),CA— 2 4 und CB =
2 2 3
4 4 0
2 4 1
0 4 2
2 2 0
(b) xtAz(S 8),xfB=(4 6 1)undsz=(4 2)
L2 9 03 0420
@ xt-x=(5),y"-y=(10),z"-z=(5). x-x' = ,y-y'=]1 0 0 0 |undz-2z'=
2 4 3 0 1 0 2 1 0
0 0 0O
Aufgabe G4 (Kommutativitét)
Berechnen Sie jeweils alle reellen 2 x 2-Matrizen, die mit der Matrix M vertauschen.
A0
@ M‘( 0 2 )
1 0
wu-(32)
01
© M‘( 10 )
Losung:
a b A0 a b Aa Ab
(a) AllereelleanZMatrlzen(C d)( ) (O k)(c d)_ e kd)
. . 10 a 2b 1 0 a b (a b . .
(b) AlleDlagonalmatrlzen.( )( 0 2 ) ( c 2d )und( 0 2 )( c d )—( 2 2d ).Dlezwel
Matrizen vertauschen genau dann wenn 2¢ = c und 2b = b.

) . Also, die zwei

~
ST )
o Q

om (s 2y 3)(2 ) (2 4wl 3)(21)-

Matrizen vertauschen genau dann wenn b =cunda=

Hausiibung

Aufgabe H1
(a) Vergleichen Sie die Matrizen Ax und x‘A aus Aufgabe G3.

(b) Welche Bedingung muss fiir A= ( Ccl Z ) gelten, damit (Ax)' = x'A fiir beliebige x = ( ; ) gilt?

Losung:
(@) (Ax)' =x'A

a b x \ _ ( ax+by a b x )
(b)(c d)(y)_(cx—i-dy)und(x J’)(C d)(y)—(ax—i-cy bx+dy).Darausfolgt,

dass (Ax)" = x'A gilt, genau dann wenn ax + by = ax + cy und cx +dy = bx + dy fiir beliebige x und y, d.h.

wenn ¢ = b.
Aufgabe H2
Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen iiber lineare Gleichungssysteme im R" richtig sind und begriinden Sie
a11X1+ cee +a1nxn == bl
Thre Antworten. Betrachten Sie das Gleichungssystem :
A X1+ ... FapX, =by,




(@)
(b)
(©
(d
(e)

®
(g)

Die Losungsmenge enthélt die Null in R" genau dann, wenn das System homogen ist.

Ist die Anzahl der Gleichungen m grof3er als die Zahl der Variablen n, so hat das System keine Losungen.
Es gibt nur dann eine Losung, wenn mindestens ein Koeffizient a;; gleich Null ist.

Das System hat genau dann eine Losung, wenn es in Stufenform gebracht werden kann.

Ist bei einem homogenen System die Anzahl der Gleichungen m kleiner als die Anzahl der Variablen n, so gibt es
Losungen, die nicht gleich Null sind.

Die Anzahl der Losungen ist gleich der Anzahl der Pivotvariablen.

Gilt r = n, ist also der Rang gleich der Anzahl der Variablen, so ist das System eindeutig 16sbar.

Losung:

(a)
(b)

(0
(d
(e)
®

(g

Richtig: die Null in R" ist eine Losung genau wenn alle Koeffizienten b; sind Null.

Falsch: Betrachten Sie das System ;C ; 8 mit zwei Zeilen und einer Variable.

Falsch: Betrachten Sie das System x = 0.
Falsch. Jedes lineare Gleichungssystem kann in Stufenform gebracht werden.
Richtig. Denn dann gibt es mindestens eine Pivotvariable , die ungleich Null gewahlt werden kann.

Falsch: Betrachten Sie das System x — y = 0. Es gibt unendliche viele Losungen und nur endliche viele Pivotvaria-
blen.

Richtig. Es gibt in diesem Fall keine Pivotvariablen

Aufgabe H3
Entscheiden Sie jeweils ob die folgenden Teilmengen von M,(R),n > 2, abgeschlossen unter Matrizenaddition bzw.
Multiplikation sind.

(@)
(b)
(©
(d
(e)
®

Die oberen Dreiecksmatrizen.

Die Diagonalmatrizen.

Die Matrizen, bei denen die erste Zeile nur Nullen enthalt.
Die Matrizen mit ausschlief8lich negativen Eintragen.
Matrizen mit rationalen Eintrdgen.

Matrizen, bei denen die Summe aller Eintrdge Null ergibt.

Losung:

(@

(b)
(©
(D
(e)

®

Addition: Ja; Multiplikation: Ja, weil (a; j)1<; j<n X (b j)1<ij<n = (€ij)1<i j<n, WOD€I ¢;; = leks" ;i byj. Angenom-
men j < i, dann gilt entweder k <1 oder j < k, somit a; = 0 oder b;; = 0. Daraus folgt ¢;; = 0.

Addition: Ja; Multiplikation: Ja.
Addition: Ja; Multiplikation: Ja.
Addition: Ja; Multiplikation: Nein, es wird nur positive Eintragen geben.

Addition: Ja; Multiplikation: Ja, weil die Summe oder das Produkt zweier rationaler Zahlen wieder rational ist.

2
Addition: Ja; Multiplikation: Nein, z.B. ( _01 (1) ) =( _01 _01 )




