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Bitte beachten Sie: Geben Sie nicht nur Endergebnisse an, sondern auch den Losungsweg. Die maximal mogliche Punkt-
zahl wird nur auf vollstdndig richtig begriindete Losungen mit klar ersichtlichem Losungsweg vergeben.

Diese Probeklausur kénnen Sie wahlweise wie ein normales Ubungsblatt oder eigenstindig als Test ihres aktuellen Lei-
stungsstandes bearbeiten.

Wenn Sie wissen mochten, wie Sie in dieser Klausur abgeschnitten hitten konnen Sie ihre Losungen von ihrem Ubungs-
leiter korrigieren lassen.

Die Bearbeitungszeit betrdgt 90 Minuten.
Tipp: Verschaffen Sie sich einen Gesamtiiberblick {iber die Aufgaben, bevor Sie beginnen.

Gehen Sie in der richtigen Klausur wie folgt vor:

Fiillen Sie den Kopf dieses Aufgabenblatts am Anfang der Klausur in Blockschrift (GroBbuchstaben) aus.

Versehen Sie alle Blétter mit Threm Namen und nummerieren Sie sie fortlaufend. Falten Sie am Ende der Klausur dieses
Blatt einmal entlang der Linie {iber diesem Absatz so, dass Thr Name und die Punktetabelle sichtbar bleiben, und legen
Sie Thre Bearbeitung hinein.

In der Klausur werden als Hilfsmittel alle schriftlichen Unterlagen zugelassen sein. Gerate zur elektronischen Kommuni-
kation diirfen weder benutzt noch griffbereit gehalten werden.

Viel Erfolg!

Die Aufgaben beginnen auf der Riickseite




1. Aufgabe (Lineare Abbildungen)

(10 Punkte)

Sei eine Abbildung ¢ : Q° — Q° definiert durch

X1 2x1 + X3 — X5
@ : = 5X1 —2x,
X5 8xy + X3 — X5

(a) Bestimmen Sie eine Matrix A, so dass ¢(x) = Ax fiir alle x € Q5 gilt.

(b) Bestimmen Sie jeweils eine Basis des Kernes und des Bildes der linearen Abbildung .

(c) Bestimmen Sie den Rang von .

Losung:

(a) Aus der Definition der Matrixmultiplikaion erkennt man sofort, dass fiir

2 01 0 -1

A=| 3 -2 00 0

0 8 1 0 -1

gilt:
X1 X1
Xy 2x1 + X3 — X5 Xo
AX:A X3 = %x1—2xz V.X': X3 EQS.

X4 8X2 + X3 — XS X4
X5 Xs

2P.
6P.
2P.

(b) Um eine Basis des Kerns von ¢ zu bestimmen berechnet man die Losungsmenge des linearen Gleichungssystems
Ax = 0 mit Hilfe des Gaul3-Algorithmus. Die zugehorige Matrixumformung ist folgende.

2 01 0 -1 2 01 0 -1 2 0
1200 0= 2 200 0 |=| 21 -2
0 8 1 0 -1 -2 8 0 O 0 0 0
Fiir ein Element
X1
X2
x=| x3 | €kery
X4
X5

ergibt sich also x; = 4x,, x5 = 2x; + x3. D.h. es gilt

X1
1
kero = X3 X1,X3,X4 €EQ
Xq
2x1 + x3
1 [0 0
+ i 0 0
= x| O [+x3] 1 [+x4] O X1,X3,X4 €Q
0 0 1
2 \ 1) 0
1Y (o) (o
i 0 0
= spann o |, 1 ,| O
0 0 1
2 \ 1) \ o

O O

oS O O




Das in der letzten Zeile angegebene Erzeugendensystem von ker ¢ ist linear unabhéngig, denn aus

2, mit A, Ay, A3 € Q
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folgt sofort

D.h.

N O OhimE
= O = O O
O = O O O

ist eine Basis von ker .

Um eine Basis von im ¢ zu bestimmen betrachtet man zunéichst die folgene Umformung.

0
-2 | +x;
8

(0
-2
\ 8
(0
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\ 8
Der Zweite und der Dritte dieser erzeugenden Vektoren sind offensichtlich linear unabhéngig (sie sind keine
Vielfache voneinander).
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AuBerdem ergibt sich aus der bekannten Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen
dim(im ¢) = dim Q° — dim(ker p) =5—-3=2.

Dies bedeutet, dass je zwei linear unabhéngige Vektoren aus im ¢ eine Basis von im ¢ bilden.

Insbesondere ist

0 1
-2 |,| o
8 1

eine Basis von im ¢. Das bedeutet auch, dass im ¢ ein zweidimensionaler Vektorraum ist.

(c) Mit Hilfe von Aufgabenteil (b) erhélt man

rank ¢ = dim(im ¢) =2.

2. Aufgabe (Untervektorrdume) (10 Punkte)

Welche der folgenden Teilmengen U C R? sind ein Untervektorraum des R3? Begriinden Sie Thre Antworten und bestim-
men Sie gegebenenfalls eine Basis von U.




(a)
X1
U= X, | €RP| x;+5x,=0;
X3
()
X1
U= Xy S RB X1 = 1
X3
10 P.
Losung:

(a) U ist ein Untervektorraum von R, denn es gelten die Unterraumkriterien, wie im folgenden gezeigt wird.

* 0+5:-0=0.D.h. es gilt

0
o=| 0 |eU,
0
also ist (U1) erfullt.
e Fiir alle
X1 N4
Xo ) Yo evu
X3 Y3

gilt x; +5x, =0 und y, + 5y, = 0. D.h. es ist auch

(1 +¥1) +50xz + ¥3) = (x1 +5x3) + (y1 +5¥,) =0.

Es folgt
X1 1 X1+ ¥
Xo |+ Y2 [=]| x2t+y2 | €U.
X3 Y3 X3+ Y3

Insbesondere gilt also das Unterraumkriterium (U2).
e Fiir alle
X1
X, |€eUund AR
X3
gilt x; + 5x, = 0 und damit auch

Axl+5‘(AX2):A(X1+SXZ):A"O:0.

Daraus folgt

X, Axq
A XZ = A‘Xz S U .
X3 AXs

Insbesondere ist also das Unterraumkriterium (U3) erfiillt.




Alternativ kann man U als Losung eines geeigneten homogenen linearen Gleichungssystems auf R® definieren. Als
solche muss U ein Untervektorraum von R® sein.

Zur Bestimmung einer Basis von U schreibt man U zunéchst in der folgenden Gestalt.

xl _5 . xZ
U = XZ ERB X1 = _SXZ = XZ Xz,XS eR
X3 X3
-5 0
= Xq 1 |+x3] O X9, X3 €ER
0 1
-5 0
= spann 1 1(,] O
0 1
Da aus
-5 0 0
M 1 +A,] O = 0
0 1 0
mit A,, A, € R sofort A; = A, = 0 folgt ist die Menge
-5 0
1 |,|] O
0 1

ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem und damit eine Basis von U.

(b) In diesem Fall ist U kein Untervektorraum von R®, dann es gilt

1 1
0o |,] 1 eu
0 1
aber auch
1 1 2
0 + 1 = 1 gU.
0 1 1

Dies widerspricht dem Unterraumkriterium (U2).

Alternativ kann man auch Widerspriiche zu den anderen Unterraumkriterien konstruieren.

3. Aufgabe (Matrizen zu linearen Abbildungen) (10 Punkte)

Sei die Matrix
-1 2 1 0
A= ( 0 3 4 2 )
gegeben. Sei ¢ : R* — R? die lineare Abbildung x — Ax. Seien ey, e,, e5, e, die kanonischen Basisvektoren des R*.

(a) Zeigen Sie, dass

B={(e;, e;+ey e1+e,+es, e;+e,+es+ey)

eine Basis des R* ist. 3P.




(b) Zeigen Sie, dass

eine Basis des R? ist. 3P.
(c) Bestimmen Sie die Matrix [cp]lé von ¢ beziiglich der Basen B und C. 4P.
Losung:

(a) Es ist bekannt, dass
dimR* =4

gilt. D.h. jede Menge aus 4 linear unabhéngigen Vektoren kann zu einer Basis aus 4 Vektoren erginzt werden,
ist also bereits selbst ein Basis des R*. D.h. man muss nur die lineare Unabhingigkeit der 4 gegebenen Vektoren
zeigen. Fiir A, A5, A3, A4 € R mit

0
= Alel + Az(el + 62) + A3(€1 + €y + 63) + 14(61 + €y + €3 + 64)

o O O

+ 2 + A vy

S O O
O OV
O R R -
=

folgt in dieser Reihenfolge
14:0,13 =O,A«2 =0undll =0.

D.h. die gegebene Menge ist linear unabhingig, also ein Basis des R*.

w.z.b.w.

(b) Analog zu Aufgabenteil (a) reicht es zu zeigen, dass die beiden gegebenen Vektoren linear unabhéngig sind.

o=(o)=n(1) (1)

folgt sofort A; = 0 und damit auch A, = 0. Also sind die gegebenen Vektoren tatsdchlich linear unabhéngig.

Fir A4, A, € R mit

D.h. C ist eine Basis von R?.

w.z.b.w.
(c) Esgilt
(1)
o= (53] 3]-(5) = () (3)

0
>1\

s = (5538)] 0] ()5 (1) (0)
0
>1\

derere = (52T ]=(2) e (2)ee(9)
o

corerare) = (321 T ]o(2) o (2w 9)
\ 1)




Mit Hilfe der Definition von Matrizen zu linearen Abbildungen bzgl. gegebener Basen ergibt sich daraus sofort

11

6 8 )

Alternativ kann man die Ubergangsmatrizen R und S betrachten, deren Spalten die Vektoren aus C bzw. B sind.
Die gesuchte Matrix ist dann R™'AS.

N U N [=

4. Aufgabe (Matrizen) (10 Punkte)

Welche der folgenden reellen 3 x 3-Matrizen sind invertierbar? Begriinden Sie Thre Antworten und bestimmen Sie gege-
benenfalls die Inverse.

2 10 11 3 100
A=l 020 |, B=| 2 2 3|, ¢c=|l 010
0 0 3 7 7 3 0 0 1

10P.

Losung:

* Die Spalten der Matrix A sind linear unabhéngig, denn fiir alle 1, A5, A3 € R mit

2 1 0
Ml o [+, 2 [+2] 0
0 0 3

folgt sofort A3 =0,A, =0 und A; = 0. D.h. es gilt
rank A=3.

Da eine quadratische Matrix genau dann invertierbar ist, wenn sie maximalen Rang hat, ist A invertierbar.

Zur Bestimmung der zu A inversen Matrix verwendet man wie folgt den Gauf3-Algorithmus.

210|100 210|100 2 00|1 -5 0
020010 w0100 3 0]-|010] 0 10
003|001 00100 3 0010 o}

100 |5 -3 0

-=[0100 ;0

001fo o !

D.h. es gilt
1 1

2 "z 0

Al=]l0 3 0

1

0 0 3

* Die ersten zwei Spalten von B sind gleich. Insbesondere sind die Spalten von B nicht linear unabhingig und es gilt
rank B < 3.

D.h. die Matrix B ist nicht invertierbar.




* Bekanntermal3en gilt

1 0 0 1 0 0 1 00
01 0 01 0 |=]01S0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
D.h. die Matrix C ist invertierbar und hat die Inverse
1 0 0
c'=[010 |=cC
0 0 1
5. Aufgabe (Verschiedenes) (10 Punkte)
(a) Sei ¢: R?! — R’ eine surjektive lineare Abbildung. Berechnen Sie die Dimension des Kernes von ¢. 5P.
(b) Beweisen oder widerlegen Sie: Fiir jede invertierbare n x n-Matrix S gilt tr(S™!) = tr(S) L. 5P.

Losung:
(a) Bekanntermaf3en ist dim R" = n. Damit folgt aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.

dim(ker ¢) = dimR?! — dim(im ¢) = 21 —dimR’ =21 — 7 = 14.

(b) Die gegebene Aussage gilt nicht. Ein mogliches Gegenbeispiel ist die Matrix

s=(29).
5—1:( g).

Sie ist also insbesondere invertierbar und von der Gestalt n X n mit n = 2. Aullerdem gilt fiir die Spuren

-1
tr(S)_lz(tr((z) ‘1))) =(2+1)_1=%#;=%+1=tr(é (1))=tr(8_1).

Fiir diese gilt

[« NN

6. Aufgabe (Vektorrdume und lineare Abbildungen) (10 Punkte)

(a) SeiV ein endlich-dimensionaler Vektorraum und sei ¢ : V — V ein linearer Endomorphismus, fiir den ¢ o p =0
gilt. Zeigen Sie, dass dann

1
rank ¢ < 3 dimV
gilt. 5P.

(b) Sei V ein Vektorraum und seien U;, U, zwei Untervektorraume von V. Zeigen Sie: Gilt V = U; & U,, so ist V /U,
isomorph zu Uj. 5P.

Losung:




(a)

(b)

Zunéchst wird gezeigt, dass im ¢ C ker ¢ gilt.
Sei dazu v € im @ ein beliebiges Element. Dann existiert ein Element w € V mit ¢(w) = v. Daraus folgt
p()=p(ew))=(pop)(w)=0.

Also ist v € ker .
Damit ist
im ¢ Ckergp

gezeigt. D.h. insbesondere gilt
dim(im ¢) < dim(ker ¢).
Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen folgt dann
dimV = dim(im ¢) + dim(ker ¢) > 2dim(im ¢).

D.h. es ist

1
rank ¢ = dim(im ¢) < > dimV .
w.z.b.w.

Es gelte also V =U,; & U,.

Nach der Definition von der direkten Summe gilt
V={u +uy|u; €Uy, uy € Us},

wobei diese Darstellung eines Elements aus V als Summe von Elementen aus U; und U, eindeutig ist.

Wir betrachten nun die Abbildung
(p:V/UZ—)Ul, (U1+UZ)+U2’—)U1

und zeigen, dass diese ein Isomorphismus von Vektorrdumen ist.
* Fiir uy,u} € Uy, up,u)y € U, mit
(ul + U2) + U2 = (ull + ulz) + Uz
gilt auch
(uy —u) + (uy —u)) = (uy +uy) — (U] +uy) €U,

D.h. es gibt ein u € U, mit (u; —u})+ (uy —u}) = 0+ u. Da die Darstellung als eine solche Summe eindeutig
ist (siehe oben), folgt hieraus

u; —u;=0.
Insbesondere ist
o ((u+u)+Uy) =uy=uj =9 ((u’l+u’2)+U2) .
D.h. ¢ ist wohldefiniert.
* Fiir uy,u} € Up,up,uy € Uy, Ay, A, € K gilt

@ ((11(@1 +uy) +Up) + Az((ull + ulz) + Uz)) = ¢ ((l1(u1 +u,) + Az(ull + u’z)) + Uz))
= @ (((Alul + Aouy) + (A uy + Apu))) + Uz)
= u; + AU
= Alﬁp ((u1+U2)+U2) +Az(p ((u/1+u/2)+U2) .

D.h. ¢ ist linear.




* Fiir uy,u] € Uy, uy,u) € U, mit

o (W +up) +U,) = o (W) +1up) + Uy))

folgt:

w=u; =W +u) - W tu)=u; — v +uy—uy =uy —u, €U, .

D.h. es gilt
(u; +uy) + Uy = Uy +uy) + Uy

Also ist ¢ injektiv.
* Fiir u; € U, beliebig ist (u; +0)+ U, € V/U, und es gilt

(p((u1+0)+U2)=u1.

D.h. ¢ ist surjektiv.

Insgesamt folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist und somit die Vektorrdume V /U, und U; isomorph sind.
w.z.b.w.

Alternativ kann man diesen Aufgabenteil auch mit Hilfe des Satzes {iber die kanonische Faktorisierung zeigen.
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