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Aufgabe G15.1
(a) Zeigen Sie, dass die Einheitskugel als griiner Bereich (S, V) des Raumes verstanden werden kann.

(b) Sei H = [0, 7] x [0,27] und (6, ¢) die (Physiker)-Kugelkoordinaten. Ist (1, H) eine griine Parametrisierung
von (S,V)?

(c) Sei F auf V stetig differenzierbar. Zeigen Sie

f F :J divF.
(. H)* v

Losung:
(a) Vgl. Vorlesung und Hausiibung.
(b) Nein, es ist nicht treu.

(¢) Benutze Kor.27.14 der Vorlesung: Betrachte Rechtecke

[(e,8), 2 —e,m—€)"].

Aufgabe G15.2
(a) Sei V ein Torus(volumen). Zeigen Sie, dass es einen griinen Bereich (S, V) gibt.

(b) Bestimmen Sie die Flicheninhalte F der Tori S.
Losung:

(a) Salamitaktik: schneide den Torus durch radiale Schnitte im grofen Radius in Scheiben, zerlege diese durch
radiale Schnitte im kleinen Radius in mundgerechte Stiicke - die sehen den Melonenstiicken ziemlich &hnlich.
Argumentiere wie fiir diese.

(b) Zweite Guldinsche Regel: Satz 27.15: Die Torusflache ist die Rotationsflache, die durch Rotation einer Kreislinie
mit Zentrum S und Radius r um eine zu dieser Kreisscheibe paralle Achse mit Abstand R > r von S entsteht.
Nach Guldin gilt

F = 4m?Rr.

Aufgabe G15.3
Bzgl, eines pos.or. ON-Koordinatensystems a des Raumes betrachten wir

C={(x,y,2) eR®| x>+ y?’+2z°=1und x+y +z>1}.




(a) Welche Voraussetzungen fiir K und ¢ mit C = ¢(K) miissen erfiillt sein, damit man den Satz von Stokes auf
(¢,K) anwenden kann?

(b) Bestimmen Sie solche K und ¢.

(c) Bestimmen Sie die Werte der zugehorigen Integrale aus dem Satz von Stokes fiir F die Identitit bzw. F die
90°-Drehung um die Achse @ mit Koordinaten @* = (1,1, 1)".

(d) Sei nun K die abgeschlossene Einheitskreisscheibe und auf K definiert

X
o(5)=| 2
)iy

Sei f : R® — R zweimal stetig differenzierbar und F= gradf. Bestimmen Sie einen C'-Weg T', dessen Spur der
Rand von ¢(K) ist und das Wegintegral
f F-dx
r

Losung:

(a) Siehe Skript.

(b) Fiir passendes Koo.syst. ist C die Kappe der Einheitskugel iiber der zur 2-3-Ebene parellelen Ebene mit Abstand
V3/3 und @ = &. Der Rand von C ist also der Kreis in dieser Ebene mit Mittelpunkt auf 1-Achse und
Radius r < 1, den man mithilfe eines bekannen griechischen Musikers bestimmt. Also kann man als (y,K) die
Kreislinie/flaeche in der 2 —3-Ebene mit Zentrum 0 und Radius r nehmen und als ¢ die Kugelkoordinaten auf
dem Kreis mit Radius r +¢.

(¢) (1) rotid =0, also auch Integrale = 0.
(2) Im zweiten Fall wirkt F in der Ebene als Rotation mit Winkelgeschwindigkeit 2, also hat man das Wegintegral

lings des Kreises: 27tr? und das ist der Wert der Integrale im Satz von Stokes.

(d) Da F ein Gradientenfeld ist, gilt rotF = 0 aber Stokes ist nicht auf (¢,K) anwendebar, da es keine Parame-
trisierung ist - die Ableitung existiert nicht fiir x2 + y? = 1 und Lipshitzstetigkeit im Inneren ist auch nicht
gegeben.

Als Weg T eignet sich

cost
r:y(t)=|sint | te[0,2n].
0
Das gesuchte Wegintegral ist
21 0% 2m cost —sint
I :=J F((j)(y(t)))-a—dt:f F(| sint |)-| cost | dt.
0 t 0 0 0

Fiir x2 + y? < 1 sei N(x,y) das Vektorprodukt der Spalten von J¢(x,y), sonst der Nullvektor. Seien K, der
Kreis um 0 mit Radius r <1, ¢, = ¢|K, und y, die Parametrisierung der Kreislinie in Polarkoordinaten. Dann
ist (¢,,K,) eine treue Parametrisierung und ¢, in C2. Nun nach Stokes

21 oy 2n rcost —sint
O:f rotﬁ:J ﬁ((i)r(yr(t)))-a—;dt:f F(| rsint |)-r| cost | dt=:1,
(¢r.K) 0 0 1-—r 0

Es gilt

21 cost rcost
|I—Ir|§f |F(| sint |)—r-F(| rsint |)|dt.
0 0 1-r




Nach der gleichmiRige Stetigkeit von F auf der Kompakten Menge {(x,y,2) | x2+4 y?+ 2% =1} folgt, dass fiir
alle € > 0 ein 6 > 0 gibt mit

cost rcost
|F(| sint |)—r-F(| rsint |)|<e
0 1-r

fiir alle |1 —r| < &. Also fiir alle £ > 0 gibt ein 6 > 0 mit
|I_Ir|527'C'£,

fiir alle |1 —r| < &. D.h.

I=1limI. =0.
r—1




