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Gruppenübung

Aufgabe G14.1
Gegeben die folgende Parametrisierung einer Fläche des Raumes

φ : (u, v ) 7→ (cos u sin v , sin u sin v , cos v ), 0≤ u≤ 2π, 0≤ v ≤
π

2
,

bestimmen Sie die Spur(φ, [0,2π]× [0,
π

2
]). Bestimmen Sie die normalen Einheitsvektoren nφ(u, v ) für alle

(u, v ) ∈ [0,2π]× [0,
π

2
].

Lösung:

Es gilt

x2 + y2 + z2 = cos2 u sin2 v + sin2 u sin2 v + cos2 v = sin2 v (cos2 u+ sin2 u) + cos2 v = sin2 v + cos2 v = 1.

Die Menge {(x , y, z) | x2 + y2 + z2 = 1} ist die Fläche der Einheitssphäre V = {(x , y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ 1}. Da

0≤ v ≤
π

2
, kann z keine negative Werte annehmen. Also

Spur(φ, [0,2π]× [0,
π

2
])) = {(x , y, z) | x2 + y2 + z2 = 1 und z ≥ 0}.

Nun bestimmen wir den normalen Einheitsvektor n(u, v ).

Nφ(u, v ) = (
∂ x

∂ u
,
∂ y

∂ u
,
∂ z

∂ u
)
�

�

(u,v ) × (
∂ x

∂ v
,
∂ y

∂ v
,
∂ z

∂ v
)
�

�

(u,v )

= (− sin u sin v , cos u sin v , 0)× (cos u cos v , sin u cos v ,− sin v )

= −(cos u sin2 v , sin u sin2 v , cos2 u cos v sin v + sin2 u sin v cos v )

= − sin v · (cos u sin v , sin u sin v , cos v ).

|Nφ(u, v )|= | − sin v |= sin v , weil 0≤ v ≤
π

2
. Also

nφ(u, v ) =
Nφ(u, v )

|Nφ(u, v )|
=−(cos u sin v , sin u sin v , cos v ).

a

Aufgabe G14.2 (Gesetz von Faraday)
Seien (Γ, K) ein grüner Bereich der Ebene, G öffnen mit K ⊆ G und φ : G→ R3 zweimal stetig partiell differenzierbar.
Ferner sei E(t, x , y, z) das elektrisches Feld und H(t, x , y, z) das Magnetfeld am Punkt (x , y, z) im Augenblick t, wobei
x , y, z ∈ R und t ≥ 0. Gegeben, dass die Funktionen E und F C1 sind, zeigen Sie das Gesetz von Faraday

∫

φ◦Γ
E(x , y, z, t)dxdydz =−

∂

∂ t

∫

K

H(φ(u), t) · Nφ(u)

für alle t ≥ 0.

Hinweis. Nach einem Gesetz der Theorie vom Elektromagnetismus gilt rotE(x , y, z, t) =−
∂ H

∂ t
(x , y, z, t).
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Lösung:

Nach dem Satz von Stokes folgt
∫

φ◦Γ
E(x , y, z, t)dxdydz =

∫

K

rotE(φ(u), t) · Nφ(u)

= −
∫

K

∂ H

∂ t
(φ(u), t) · Nφ(u) (nach dem Hinweis)

= −
∂

∂ t

∫

K

H(φ(u), t) · Nφ(u) (da H eine C1 Funktion ist)

a

Aufgabe G14.3
Gegeben das Vektorfeld F(x , y, z) = (2x , y2, z2), x , y, z ∈ R, und die Kugel V = {(x , y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1}

bestimmen Sie das Integral

∫

V

divF .

Lösung:

Es gilt
∫

V

divF = 2

∫

V

(1+ y + z)dxdydz.

Das Integral
∫

V
dxdydz ist der Raumbereich von der Kugel V , also gilt 2

∫

V

d(x , y, z) =
8π

3
. Nun zeigen wir, dass

I2 :=
∫

V
ydxdydz = 0 und I3 :=

∫

V
zdxdydz = 0. Wir betrachten die Kugelkoordinaten:

x = r cosϕ sinθ , y = r sinϕ sinθ , z = r cosθ , r ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π], θ ∈ [0,π].

Daher

I2 =

∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0

r sinϕ sinθ · r2 sinθdϕdθdr

= −
∫ 1

0

∫ π

0

r3 sin2 θ · cosϕ
�

�

2π

0 dθdr

= −
∫ 1

0

∫ π

0

0dθdr = 0,

und

I3 =

∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0

r cosθ · r2 sinθdϕdθdr

= 2π

∫ 1

0

∫ π

0

r3 cosθ sinθdθdr

= π

∫ 1

0

∫ π

0

r3 sin 2θdθdr (da sin2θ = 2 sinθ cosθ)

= −π
∫ 1

0

r3 ·
cos2θ

2

�

�

π

0 dr

= −π
∫ 1

0

0dr = 0.

Deshalb
∫

V

divF = 2

∫

V

(1+ y + z)dxdydz =
8π

3
.

a
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Hausübung

Aufgabe H14.1 (6 Punkte)
Gegeben die folgende Parametrisierung einer Fläche des Raumes

φ(u, v ) = (u cos v , u sin v , u), 0≤ u≤ 1, 0≤ v ≤ 2π,

bestimmen Sie die Spur(φ, [0,1]× [0,2π]). Bestimmen Sie den Normalenvektor Nφ(0, 0).

Lösung:

Es gilt

x2 + y2 = u2 cos2 v + u2 sin2 v = u2 = z2.

Da z = u ∈ [0,1], folgt, dass z =
p

x2 + y2 ≤ 1. Da 0≤ v ≤ 2π, können x und y alle Werte annehmen. Also

Spur(φ, [0, 1]× [0, 2π]) = {(x , y, z) | z2 = x2 + y2 und 0≤ z ≤ 1}.

Nun bestimmen wir den Normalenvektor im (0,0).

Nφ(0, 0) = (
∂ x

∂ u
,
∂ y

∂ u
,
∂ z

∂ u
)
�

�

(0,0) × (
∂ x

∂ v
,
∂ y

∂ v
,
∂ z

∂ v
)
�

�

(0,0)

= (cos 0, sin0, 1)× (0(− sin0), 0 cos0, 0)

= (1, 0,1)× (0,0, 0) = 0.

a

Aufgabe H14.2 (6 Punkte)
Sei K := {(x , y) ∈ R2 | x2+y2 ≤ 1}, γ : [0,2π]→ R2 : γ(t) = (cos t, sin t), φ : K → R3 : φ(x , y) = (x , y,

p

1− x2 − y2),
und F : R3 → R3 : F(x , y, z) = (x , y, z). Welche Spur hat die Parametrisierung (φ, K)? Verifizieren Sie den Satz von
Stokes für die Parametrisierung (φ, K) und für den grünen Bereich (γ, K), d.h. zeigen Sie, dass

∫

K

rotF(φ(u)) · Nφ(u) =
∫

φ◦γ
Fd~x .

Lösung:

Es gilt

Spur(φ, K) = {φ(x , y) | (x , y) ∈ K}

= {(x , y,
p

1− x2 − y2) | x2 + y2 ≤ 1}
= {(x , y, z) | x2 + y2 + z2 = 1 und z ≥ 0}.

Nun müssen wir zeigen, dass
∫

K

rotF(φ(u)) · Nφ(u) =
∫

Γ

Fd~x .

wobei Γ = φ ◦ γ. Es ist einfach abzugleichen, dass rotF = 0. Also gilt

∫

K

rotF(φ(u)) · Nφ(u) = 0. Für alle t ∈ [0,2π]

gilt Γ(t) = φ(γ(t)) = φ(cos t, sin t) = (cos t, sin t, 0). Daher
∫

Γ

Fd~x =

∫ 2π

0

F(Γ(t)) ·Γ′(t)dt

=

∫ 2π

0

F(cos t, sin t, 0) ·Γ′(t)dt

=

∫ 2π

0

(cos t, sin t, 0) · (− sin t, cos t, 0)dt

=

∫ 2π

0

− sin t cos t + sin t cos t + 0dt

=

∫ 2π

0

0dt = 0.

a
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Aufgabe H14.3 (6 Punkte)
Sei f : R3→ R : f (x , y, z) = x2 + y + z und n : R3→ R3 : n(x , y, z) = (x , y, z).

(a) Bestimmen Sie ein Vektorfeld F = (F1, F2, F3) : R3→ R3, sodass f (x , y, z) = F(x , y, z) · n(x , y, z), für alle
x , y, z ∈ R.

(b) Bestimmen Sie das Integral
∫

V
divF , wobei F das Vektorfeld aus (a) ist, das Sie bestimmt haben und

V = {(x , y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 ≤ 1}.
(c) Sei das Vektorfeld F aus (a), das Sie bestimmt haben. Betrachten Sie die folgende Parametrisierung:

φ : [0,2π]× [0,π]→ R : φ(u, v ) = (cos u sin v , sin u sin v , cos v ).

Bestimmen Sie das Integral

I =

∫ π

0

∫ 2π

0

F(φ(u, v )) · n(φ(u, v )) · |Nφ(u, v )|dudv ,

wobei Nφ(u, v ) der Normalenvektor im (u, v ) ist.

Hinweis. Der Normalenvektor wird in G14.1 bestimmt; nach (a) folgt F · n= f ; es gilt cos2 x =
1+ cos(2x)

2
und

∫

sin3 xdx =
1

3
· cos3 x − cos x .

Lösung:

(a) Für alle Vektorfelder F = (F1, F2, F3) : R3→ R3 gilt

F(x , y, z) · n(x , y, z) = (F1, F2, F3)(x ,y,z) · (x , y, z) = x F1(x , y, z) + yF2(x , y, z) + zF3(x , y, z).

Um f (x , y, z) = F(x , y, z) · n(x , y, z) zu haben, muss es

x2 + y + z = x F1(x , y, z) + yF2(x , y, z) + zF3(x , y, z)

sein. Man wähle

F1(x , y, z) = x , F2(x , y, z) = 1, F3(x , y, z) = 1, x , y, z ∈ R.

(b) Nach (a) folgt
∫

V

divF =

∫

V

1 · dV =
4π

3
.

(c) Nach G14.1 folgt |Nφ(u, v )|= sin v und nach (a) folgt

F(φ(u, v )) · n(φ(u, v )) = f (φ(u, v )) = f (cos u sin v , sin u sin v , cos v )) = cos2 u sin2 v + sin u sin v + cos v .

Es folgt

I =

∫ π

0

∫ 2π

0

(cos2 u sin3 v + sin u sin2 v + cos v sin v )dudv =: I1 + I2 + I3.

Es gilt I2 = I3 = 0 und deshalb

I = I1 =

∫ π

0

∫ 2π

0

cos2 u sin3 v dudv .

Nun bestimmen wir das integral J :=
∫ 2π

0
cos2 udu. Nach dem Hinweis gilt

J =

∫ 2π

0

1+ cos(2u)
2

du

=
u

2
+

sin(2u)
4

�

�

2π

0

= π.

Also I = π
∫ π

0
sin3 v dv . Nach dem Hinweis folgt

I = π · (
1

3
· cos3 v − cos v )

�

�

π

0 =
4

3
·π.

a

Aufgabe H14.4 (12 Punkte)
Zeigen Sie, dass man die Einheitssphäre mit ihrem Volumen als grüner Bereich verstehen kann.
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