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Aufgabe G14.1
Gegeben die folgende Parametrisierung einer Fliche des Raumes

¢ : (u,v) — (cosusinv,sinusinv,cosv), 0<u<2n, 0<v<

N[ A

>

bestimmen Sie die Spur(¢, [0,27] x [0, g]) Bestimmen Sie die normalen Einheitsvektoren ng(u, v) fiir alle
(wv) € [0,27] X [0, 7).
Losung:
Es gilt
x2 4+ y? 4 2% = cos? usin? v + sin u sin? v + cos? v = sin? v(cos? u + sin? u) + cos? v = sin? v + cos? v = 1.

Die Menge {(x,y,2) | x2+ y?+2? = 1} ist die Fliche der Einheitssphire V = {(x,y,2z) | x>+ y?+22 <1}. Da

T
0<v=< bx kann z keine negative Werte annehmen. Also

Spur(¢, [0, 27] X [O,g]))z{(x,y,z) | ¥®+y%+22=1 und z>0}.

Nun bestimmen wir den normalen Einheitsvektor n(u, v).
N, (wv) (ax dy az) (Bx dy az)|
= —_—— — X —_— — —
ol v du’ du’ du” W)t 9y’ gy’ dp )

= (—sinusinv,cosusinv,0) X (cosucos v,sinucos v, —sinv)

—(cosusin? v, sinusin? v, cos? u cos v sin v + sin? usin v cos v)

—sinv - (cosusinv,sinusin v, cos v).

T
[Ny (u,v)| =|—sinv| =sinv, weil 0 < v < 7 Also
Ny (u,v) ) ) )
ny(u,v) = ————— = —(cosusinv,sinusinv, cos v).
INg (w, )]

Aufgabe G14.2 (Gesetz von Faraday)

Seien (T, K) ein griiner Bereich der Ebene, G 6ffnen mit K € G und ¢ : G — R® zweimal stetig partiell differenzierbar.
Ferner sei E(t, x, y,2) das elektrisches Feld und H(t, x, y,z) das Magnetfeld am Punkt (x, y,2) im Augenblick t, wobei
X,y,2 €R und t > 0. Gegeben, dass die Funktionen E und F C! sind, zeigen Sie das Gesetz von Faraday

J E(x,y,z,t)dxdydz = —i J H(¢p(u),t)Ny(u)
por at Xk

fur alle t > 0.

0H
Hinweis. Nach einem Gesetz der Theorie vom Elektromagnetismus gilt rotE(x,y,z,t) = —E(x, ¥,2,t).




Losung:

Nach dem Satz von Stokes folgt

J E(x,y,z,t)dxdyds f rotE(¢ (u), t) - Ny (u)
¢ol’ K

0H
—f ——(¢(), t) - Ny (u) (nach dem Hinweis)
Bt

3 H(¢(U) t)-Ny(u) (da H eine C' Funktion ist)

Aufgabe G14.3
Gegeben das Vektorfeld F(x,y,z) = (2x,y%,2%), x,y,2 € R, und die Kugel V = {(x,y,2) € R® | x>+ y2+22 <1}

bestimmen Sie das Integral | divF.
v

Losung:
Es gilt

J divF = ZJ (1+y +2z)dxdydz.
v v

81
Das Integral fv dxdydz ist der Raumbereich von der Kugel V, also gilt ZJ d(x,y,z) = 3 Nun zeigen wir, dass
v
I, := fv ydxdydz =0 und I3 := fv zdxdydz = 0. Wir betrachten die Kugelkoordinaten:

x=rcospsinf, y=rsingsinf, z=rcosf, rel0,1], p<€[0,2n], 6 €[0,r].

1 T 27

I, = JJ f rsinpsin6 - r?sin OdpdOdr
0

fﬂ'

Daher

r3sin? 0 - Cos |y 2T d0dr

0dédr =0,

rcosf - r?sinOdpdOdr

.y

= 27 3 cos 0 sin 0dOdr

i}
und f
I
i)

= nf J r®sin20d6dr  (da sin20 = 2sin6 cos H)
o Jo

1
3 cos260
= —n| r |0
0

1
= —nf 0dr=0
0

8
J divF =2J (14+y +2)dxdydz = —Tr
% % 3

Deshalb




Hausiibung

Aufgabe H14.1 (6 Punkte)
Gegeben die folgende Parametrisierung einer Fliche des Raumes

¢, v)=(ucosv,usinv,u), 0<u<l, 0<v<2m,
bestimmen Sie die Spur(¢, [0,1] X [0,27]). Bestimmen Sie den Normalenvektor Ny (0, 0).
Losung:
Es gilt
x> +y?=u?cos’ v +u?sin®v =u® =22

Da z=ue€ [0,1], folgt, dass 2= 4/x2+y2<1. Da 0 < v <27, kénnen x und y alle Werte annehmen. Also

Spur(¢,[0,1]1 x [0,27]) = {(x,¥,2) | 22=x*>+y* und 0<z <1}
Nun bestimmen wir den Normalenvektor im (0, 0).
N©,0) = (9 xR
’ ou’ du’ u”'@0) " 3y’ gy’ gy 100

(cos0,sin0,1) x (0(—sin0),0cos0,0)
(1,0,1) x (0,0,0) = 0.

Aufgabe H14.2 (6 Punkte)

SeiK :={(x,y) €R? | x24+y2<1},y:[0,21] > R?: y(t) = (cost,sint), ¢ : K = R>: p(x,y) = (x,y,4/1—x%—y?),
und F : R® - R®: F(x,y,2) = (x,y,2). Welche Spur hat die Parametrisierung (¢,K)? Verifizieren Sie den Satz von
Stokes fiir die Parametrisierung (¢, K) und fiir den griinen Bereich (y,K), d.h. zeigen Sie, dass

J rotF (¢ (u)) - Ny (u) = Fdx.
K dor

Losung:

Es gilt

{9, y) | (x,y)€K}
= {0y, V1-x2=y?) | x¥*+y*<1}

= {(x,y2) | x*+y*+2z*=1 und z>0}.

Spur(¢,K)

Nun miissen wir zeigen, dass

f rotF (¢ (u)) - Ny(u) = J Fdx.
K r

wobei I' = ¢ oy. Es ist einfach abzugleichen, dass rotF = 0. Also gilt J rotF (¢ (u)) - Ny (u) = 0. Fiir alle t € [0,27]
K
gilt T(t) = ¢p(y(t)) = ¢p(cost,sint) = (cost,sint,0). Daher

f P
r

271
J F(T(t)-T'(t)dt
0

2n
J F(cost,sint,0)-I'(t)dt
0

27
J (cost,sint,0)-(—sint,cost,0)dt
0

27
= J. —sintcost+sintcost 4+ 0dt
0

271
= f 0dt =0.
0




Aufgabe H14.3 (6 Punkte)
Sei f:R*—=R:f(x,y,2)=x?>+y+zund n:R®>—>R3:n(x,y,2)=(x,y,2).

(a) Bestimmen Sie ein Vektorfeld F = (Fy, Fy, F3) : R® = R®, sodass f(x,y,2) = F(x,y,2) - n(x,y,2), fiir alle
x,y,z €R.
(b) Bestimmen Sie das Integral f v divF, wobei F das Vektorfeld aus (a) ist, das Sie bestimmt haben und
V={xyz2)eR® | x2+y%>+22<1}.
(c) Sei das Vektorfeld F aus (a), das Sie bestimmt haben. Betrachten Sie die folgende Parametrisierung:
¢ :[0,2t] x [0,t] > R: ¢(u,v) = (cosusinv,sinusinv,cos v).

Bestimmen Sie das Integral

T 2n
I =f J F(¢w,v))-n(¢(u,v))- Ny (u, v)|dudv,
0 0

wobei Ny (u, v) der Normalenvektor im (u, v) ist.

1+ cos(2x)

Hinweis. Der Normalenvektor wird in G14.1 bestimmt; nach (a) folgt F-n = f; es gilt cos®x = —

. 3 1 3
sin® xdx = g-cos X — COSX.

Losung:
(a) Fiir alle Vektorfelder F = (Fy, F,, F3) : R® — R® gilt
F(x,y,2)-n(x,y,2) = (F1, Fp, F3)(x ) - (%, ¥,2) = xF1(x, y,2) + y Fy(x, y,2) + 2F3(x, y, 2).
Um f(x,y,2z) =F(x,y,2) n(x,y,z) zu haben, muss es
x> +y+z=xF(x,y,2)+ yF,(x,y,2) +2F5(x, y,2)
sein. Man wahle

FI(X;Y;Z)ZX, FZ(nyaZ)z]-J F3(X,y,z)=1, X,y,ZER-

4r
Jdiszf 1-dV =—.
v v 3

(c) Nach G14.1 folgt [Ny (u, v)| =sinv und nach (a) folgt

(b) Nach (a) folgt

F(¢p(u,v))-n(¢p(u,v)) = f(¢p(u,v)) = f(cosusinv,sinusin v, cos v)) = cos? usin® v + sinusin v + cos v.

Es folgt

T 27
I=J J (cos?usin® v + sinusin? v + cos v sin v)dudv =: I, + I, + I.
o Jo

T 27
I=I,= J J cos? usin® vdudv.
o Jo

2
Nun bestimmen wir das integral J := fo " cos? udu. Nach dem Hinweis gilt

Es gilt I, = I3 = 0 und deshalb

21
1+ cos(2u
J = J Lt cos(a) g,
o 2
_u sin(2u) |25
2 4 10
= .

Also I = 77:f07T sin® vdv. Nach dem Hinweis folgt

1 4
— (2ol — T__.
I=n (3 cos® v cosv)lo—3 .

Aufgabe H14.4 (12 Punkte)
Zeigen Sie, dass man die Einheitssphére mit ihrem Volumen als griiner Bereich verstehen kann.




