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Aufgabe G13.1
Berechnen Sie den Flacheninhalt der Flache A, die von den Kurven

X,(t) = (t, %t)T, t €[0,3n], X,(t)=(t,4+sin(t))",t €[0,3n],
X5(t)=(0,6)T, te[0,4]

eingeschlossen wird. Verwenden Sie hierzu den Satz von Gauld in der Ebene. Fertigen Sie auch eine Skizze an.

Losung: Es gilt
/ 4 T / T / T
X0 =01 5-), Xy(0)=(Lcos(t))’, X3()=(0,1)".

Wir berechnen (Achtung: Es muss die Orientierung der Kurven beachtet werden!)

3n 0 0
2|A = f(—%t,t)(l,%f dt+J(—4—sin(t),t)(l,cos(t))T dt+J(—t,O)(0,1)T de
0 37 4

3n 0 0
4 4
= f ——t+ —tdt-{—f —4 —sin(t) + tcos(t)dt—i—det =4412n
3n 3n
0 3n

Aufgabe G13.2
Es sei a > 0. Durch die Menge L := {(x,y) € R? : (x2 + y?)? = a?(x? — y?)} ist implizit eine Kurve definiert, die
Lemniskate. Die beiden “Fliigel” lassen sich parametrisieren durch

5t =a (Vcos(Zt) cos(t)) mit £ € [—TTE’

4/ cos(2t) sin(t) |

K

bzw.

[ v/ cos(2t) cos(t) . 3n Sm
z(t)=a (mgn(t) mit t € [

4° 4 ]
(a) Skizzieren Sie die Lemniskate

(b) Berechnen Sie mit Hilfe des Gaulsschen Integralsatzes den Fldcheninhalt der Fliche, die von der Lemniskate beran-
det wird. Betrachten Sie hierzu die Funktion f (x,y) = (x,0).

Losung:

(@




Die Lemniskate fiir a=1

(b) Fiir die Paremetrisierung von z; gilt:

x'(t)=—a (\/ﬁ sin(2t) cos(t) + 4/ cos(Zt)sin(t))

1
y'(t)=a (—— sin(2t) sin(t) + 4/ cos(2t) cos(t)
1/ cos(2t) )

Der Normalenvektor (y’(t), —x’(t)) zeigt ins AuRere der Fliche D. AuRerdem ist die Fliche symmetrisch zur y-
Achse. Das heil3t, es geniigt, den Flacheninhalt des z;-Teils (nennen wir ihn D; zu berechnen. Es gilt

D] =2[D,| = ZJ d(x,y)= ZJ div(x,0)d(x,y)
D1 Dq

/4
o f x(0)y'(0)de

-n/4

/4
= ZJ a?y/ cos(2t) cos(t) (—; sin(2t) sin(t) + 4/ cos(2t)cos(t)) dt
—n/4

cos(2t)

n/4
= 24a> J (— sin(2t) sin(t) cos(t) + cos(2t) cosz(t)) dt
—n/4

n/4
= 2a2J —2sin?(t) cos?(t) + cos(2t) cos*(t) dt

—m/4
n/4
=2a® cos?(t) (cos(Zt) - Zsinz(t)) dt
—n/4
n/4
= 24> cos?(t) (2 cos?(t) — 2sin?(t) — 1) dt
—m/4
n/4
=2a? 2cos*(t) — 2(cos(t)sin(t))? — cos?(t)dt
—n/4
n/4 1
= 24> 2cos*(t) — = sin(2t) — cos?(t)dt
—m/4 2
o1 . s 3 3 1 ) 1 /4
2a“ | =sin(t)cos’(t) + — sin(t) cos(t) + =t — = (t + sin(t) cos(t)) — — cos(2t)
2 4 42 4 s

:a2

Aufgabe G13.3
Es sei G das Gebiet, das zwischen den Kurven {(x,y) € R? : y = x} und {(x,y) € R? : y = 4} liegt. Berechnen Sie mit
dem Satz von Green das Kurvenintegral

f (e*—y)dx +(siny +x)dy.
aG




Losung: Es gilt mit P = (e* — y) und Q = (siny + x), dass P, = —1 und Q, = 1. Damit folgt

2

2 r4
f (e"—y)dx+(siny+x)dy=f(Qx—Py)d(x,y)zj2d(x,y)=f f 2dydx=J 8—2x2dx=ﬁ.
2G G G -2 Jx? 3

-2

Hausiibung

Aufgabe H13.1 (6 Punkte)
Sei R > 0 und

1
BR={(x,y)TEIR2:15x5R,—gygﬁ},
X

Skizzieren Sie By und berechen Sie den Flacheninhalt von By einmal direkt und einmal mit Hilfe des Gauf3schen Satzes
in der Ebene.

Losung: Direkt:

w

R VX R

1 -1 2 3 R 2 3 2

|Bg| = dydx=| x2 —x dx=—x2—log(x)1=§R2 —log(R)—g.
11 1

=

Gauld:
Eine Parametrisierung des Randes von By is gegeben durch

X ()=(t,t™)", te[L,R]
X,(0)=(R,t), te[RR]
Xy(6)=(t,t2)", te[R1].
Es gilt
1
X{(0)=(L,-t2)7, xi(0)=(0,1), x;(r)=(1,5r%)?
Wir berechnen
1
R2

R
2|Bg| = f(—t_l, O, ) de + J (—t,R)7(0,1)" dt
1

Rr-1
1

1
+j(—t5,t)T(1,§t‘§)Tdt

R
1
R R2 1
1 4 4
=—| 2t7'dt+ | Rdt— —t%dt=—210g(R)+—R%——.
2 3 3
1 Rr-1 R

Aufgabe H13.2 (6 Punkte)
Es sei G C R? ein griiner Bereich. Die Funktionen h und g seien reellwertig und zweimal stetig differenzierbar in einer
Umgebung von G.

(a) Zeigen Sie, dass

J th-ﬁ’—th-ﬁ'dszf gAh—hAgd(x,y).
26 G

Hierbei bezeichnet A = 5)(2 + ayz den Laplaceoperator und 7 die &ufere Normale an G.




(b) Zeigen Sie: Ist g harmonisch, d.h. Ag = 0 so gilt

J Vg-ids=0
26

Losung:

(a) Zunéchst beobachten wir, dass Ah = divVh gilt. Dann benétigen wir noch die Identitit div(hVg) = Vh-Vg +
hdivVg = Vh-Vg + hAg, die aus der Produktregel folgt. Daher liefert der Satz von Gaul3

f Vh-Vg+hAgdx=f div(th)zf hVg-nds
G G 2G

und analog durch vertauschen der Rollen von h und g

J Vh-Vg+gAhdx = J div(gVh) = f gVh-nds.
G G Ele

Subtrahieren der beiden Gleichungen liefert die Behauptung.

(b) Dies folgt aus (a) mit h = 1.

Aufgabe H13.3 (6 Punkte)
Berechnen Sie den Fluss des Vektorfelds v mit v(x,y) = (x3,0) durch den Rand des Kreises K um den Ursprung mit
Radius 2. Bestimmen Sie also
J. v-ids.
3K

Berechnen Sie einmal das Integral direkt und einmal unter Verwendung des Gaul3schen Satzes.

Losung: Direkt:
Die Normale an einem Kreis um den Ursprung ist gegeben durch %(x, y) mit (x,y) € dK. Eine Parametrisierung der
Kreislinie (also von dK) ist etwa @(t) = (2cost,2sint) mit t € [0,27). Damit folgt

27

1
f v~r'1'ds=f —(x3,0)~(x,y)ds=f 16(cos t)*dt = 127.
oK ox 2 0

Mit dem Satz von Gauf3:
Wir berechnen divv = 3x2 und wir erhalten unter Benutzung von Polarkoordinaten

2w 2
J v-iids = J 3x%d(x,y) = f f 3r2(cos@)?rdrdy = 127.
oK K o Jo




