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Aufgabe G12.1
Berechnen Sie das Gebietsintegral
Jf sin(x —y) dG,
G
wobei G das Dreieck mit den Réndern x = 7,y = 7 und x + y =0 ist.
Loésung: Wir berechnen dieses Gebietsintegral mit Hilfe von (9a) (vgl. Seite 237).
Es gilt f1(x) = —x, fo(x) =7, @y = —7 und a, = 7. Somit erhalten wir:
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sin(x —y)dG= sin(x —y)dy | dx = [cos(x — y)]y:_x dx
G _g —x _%
g

x=3

T dx = Tsi T 1 . =
[cos(x — E) —cos(2x)] dx = [sin(x — E) B sin (Zx)]x:
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Aufgabe G12.2
(@) EsseiB=1{(x,y)€R?:x2+y? <1} und f : B — R mit f(x,y) = x? + y2. Berechnen Sie das Integral

J fx,y)d(x,y)
B

durch geeignete “krumme” Zerlegungen des Integrationsgebietes und passende Treppenfunktionen.
Hinweis: Die Funktion f hangt nur vom Abstand von (x, y) zum Nullpunkt ab. Es gelten die Formeln

n 1 n 1
Dk =-n*(n+1) und Y k*=—(n+1)(2n+n.
k=1 4 k=1 6

(b) Es seien a, b > 0. Berechnen Sie das Volumen der Ellipse E := {(x,y) € R? : (x/a)? + (y/b)? < 1}, indem Sie die
Substitution fiir den Einheitskreis, gegeben durch o mit o(x,y) := (ax, by), T = ab und der Zerlegung Z, aus Teil
(a), verwenden.

Losung:
(a) Wir wéhlen als Zerlegung Kreisringstiicke K; ; wobei K; ; alle Punkte des R? enthilt, deren Polarkoordinatendar-
stellung r € (#, %11) (Radius) und a € (@, %) (Winkel) erfiillt, wobei i, j € {1,...,n}. Der librig bleibende

Kreis im Inneren hat den Radius ﬁ

— und kann aus Stetigkeitsgriinden bei der Integration ignoriert werden. Die
Mengen K; ; haben den Flacheninhalt
m(2i+1)
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Ober- bzw. Untersumme ergeben sich durch

B i \2 q _ (41 2
Jjn(x,y)—(nﬂ) un, fn(x,y)—(nﬂ) :

Dabher ergibt sich als Integral

J fO,y)d(x,y) = lim 7 ) f (e, yIuK; )
B i,j=1
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(b) Die Angegebene Substitution {iberfiihrt Kreissegmente in Ellipsoidsegmente. Daher ergibt sich das Volumen als

J dx = J T(u)du = abu(B) = abm.
E B

Aufgabe G12.3 ( Masse und Schwerpunkt)

Sei K € R ein Kegel mit einem Kreis in der x;-x,-Ebene um den Nullpunkt und mit Radius R als Grundfliche. Die
Spitze des Kegels befinde sich im Punkt (0,0, ). Der Kegel sei mit einer Masse gefiillt, deren Dichte p : R®> — R durch
p(xq, x5, x3) = x5 gegeben ist. Bestimmen Sie

(a) die durch

M ZZJ p(x1, X2, x3)d (X1, X5, X3)

K

gegebene Masse des Kegels,
(b) den Schwerpunkt S = (S;,S,,S;) des Kegels, dessen Koordinaten durch
1
Sji= Mf x;p(x1, X, X3)d (7, X5, X3)

K

fiir j=1,2,3 gegeben sind.

Losung: (a) Wir verwenden Zylinderkoordinaten x; = r cos ¢, x5, = r sin ¢ und x5 = 2. Die Determinante der Jacobima-
trix ist durch r gegeben und der Kegel wird durch die Menge

K={(r,¢,2z) : 0<r<R(1-z/h), 0< ¢ <2m, 0<z<h}
beschrieben. Fiir die Masse gilt dann

2n rh pR(1—2z/h)
M= fKP(prz,xs)dl(xbxz,xs) =J J J zr drdzdy
o Jo Jo

1 2w prh
= %fozn f;l (R(l - %))zz dzdp = —RZJ f (z —22°/h+ 23 /h®)dzd ¢
o Jo
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21,2
~ L T g T o, ,(1 2 1\ REnr
= Rﬂ[3—37+m]0 =R*mh (5—54‘2 = 12

(b) Es gilt
1 2n rh p~R(1—2/h)
S;= ﬁfK x1p(x1, X9, x3)dA(X1, X5, X3) = MJ f J recos g zr drdzdy
0 0 Jo

h rR(1—z/h) 21
= ﬁfo fo r’z drdzf0 cospdp =0,

da das Integral iiber die Winkelvariable verschwindet. Aus Symmetriegriinden gilt auch S, = 0.

1 (2 (R (RO-3/m)
Sy = ﬁ fK x30(x1, Xg, X3)dA(X1, Xg,X3) = MJ f J g’r drdzdg
o Jo Jo

2
_ Rg (R, 3 472 _Rn3111_2
= Ex [ -22°/h+3'/R*)dz =t (§—§+g =Zh.

Also gilt S = (0,0, 2h/5).




Hausiibung

Aufgabe H12.1 (6 Punkte)

Bestimmen Sie das Volumen, welches innerhalb des Zylinders {(x, y,z) € R® : x2 + y2? < 4}, iiber der Ebene z = 0 und
unterhalb des durch die Gleichung (x + 2)% + y? = 4z gegebenen Paraboloids liegt.
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Losung: In kartesischen Koordinaten sieht das ganze wie folgt aus: wir belassen x als freie Variable aus [—2,2]. Dann

ist y von x abhéngig, damit ein Kreis herauskommt: —1/4 — x2 < y < v/ 4 — x2. Die Hohe des Kérpers kénnen wir direkt
aus der Aufgabenstellung ablesen: 0 < z < i(x +2)2+ i y2. Den jetzt auftretenden Integralen ist allerdings nur mit etwas
Erfahrung beizukommen:

1 2,1 2
2 W4—x2 3(x+2)°+3y

V=fff1dxdydz=2-f J J 1 dz dy dx
T 0 0

2 V4-x2 2
1 2, 2 1 2 L7 N
=§J f ((x+2) +y)dy dxzif[y(x-l-Z) +§y]y=0 dx
-2 0 -2
2
1 1
=Ef(x+2)2\/4—x2+5(4—x2)§dx
22
L s+ 2xva— 4 sarsin k- 2a—x3] =6
= | ——x(4—-x¥2+= - — ——(4—x?)2 =67.
53X x 5% x aresin 5 — o x . T

In Zylinderkoordinaten ist ein wenig Vorarbeit zu leisten, dafiir wird’s beim Integrieren hiibsch einfach. An dem Zylinder
ist nichts mehr zu tun (klar, bei Zylinderkoordinaten). Nur die Hohe mul ein wenig umgeformt werden:

(x+22+y’=42 < (rcosg+2)?+r?sin®p =4t

1
= t=Zr2+rcos<,o+1.




Damit rechnen wir dann wie folgt (Hinweis, insbesondere fiir Klausuren: Transformationsfaktor r beim Ubergang auf
Zylinderkoordinaten wird gerne vergessen!):

2 217 2+rcostp+1

fffroverf] ] s

2 2m

1 p=2m
= —r2+rcoscp+1) rdy dr= [—r3ap+rzsinap+rcp] dr
4 4 o
00 0

2

T T r=2
= (—r3 +2rﬂ) dr = [—r4+ﬂ:r2] =6m,
2 8 r=0

0

das gleiche Resultat, allerdings mit wesentlich weniger Schmerzen erhalten.

Aufgabe H12.2 (6 Punkte)
Berechnen Sie das Volumen des Raumstiickes, welches den beiden Zylindern x2 + y2 < 1 und x2? +2% < 1 gemeinsam ist.

Loésung: Wir miissen das Volumen des Gebietes G = {(x, y,2) € R®| x2 + y2 <1, x? + 22 < 1} bestimmen, d.h.

V(G)=wdc.

Wir erhalten folgende Integrationsgrenzen:

-1<x<1
—V/1-x2<y<+y/1-—x2
—V1-x2<z<+y1-x2

Damit 1a[3t sich das gesuchte Volumen berechnen:

1 pra/1-x2 1—
_ _
[ S Y e

1 pV1-x? 1 1
f J 2V 1—-x%2dy dx=J |:2\/1—x2y]y=”_x2 dx=f 4(1—x?) dx
—1J-4/1-x2 -1 y=—v1-x -1
4
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V(G)

= 4x — =x°
X 3X

Aufgabe H12.3 (6 Punkte)
Gegeben seien G := {(x,y,2) €R®| x,y,2 >0, x + % + § < 1} und die Funktion f(x, y,z) = x.

(a) Bestimmen Sie das Volumen V(G) des Gebietes G.

(b) Berechnen Sie das Gebietsintegral

J f(x,y,2) dG.
G

Losung:

(a) Fiir das Volumen von G gilt:

V(@:wdc.




Wir erhalten folgende Integrationsgrenzen:

0<x<1
0<y<2-2x

3
OSzS3—3x—§y.

Damit 14[3t sich das gesuchte Volumen berechnen:

3

1 p2-2x r3-3x-3y 1 pr2-2x 1
V(G)=fffd6=Jl f f dzdydx=3f J (1-x—=-y)dydx
2 0o Jo 0 o Jo 2

1 1 2-2x 1 1
=3J [y—xy——yz] dx=3J (x2—2x+1)dx=3f (x —1)?dx
0 4 0 0

0
1

L 3
=3.-=(x—-1)
3 0

(b)

1 p2-2x 3-3x-3y
ff f(x,y,z)dsz J f xdzdy dx
G o Jo 0
1 2-2x 3-3x-3y
= J xJ J dz dy dx
0 0 0
1

1 4
=3 x(x2—2x+1)dx=3(x——zx3+lx2) =
o 4 3 2 o 4

1




