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Aufgabe G5.1
(a) Beweisen Sie, dass die Ableitung der Funktion f : R? > R: f(x,y) = x - y gleich (y x) ist.

erechnen Sie die eitung der Funktion: g : —-R:g(x,y)=e""7.
b) Berechnen Sie die Ablei der Funktion: g: R? - R: g(x,y) =e*”
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(c) Gegeben seien die Funktion f : R® — R : f(x,y,2) = {/x>+y?+2% und der Vektor u = (—, —, —).

3 v3 v3
Berechnen Sie die Richtungsableitung d,f(3,2,1).
Losung:

(a) Sei p=(x,y)€R2 Wir definieren
hy
r(hl,hz) :=f(x+h1,y+h2)_f(x,y)_A‘ hz

fiir (hy,h,) € R?, wobei A = (y x). Wir miissen zeigen, dass limp, 1,)-(0,0) % = 0. Wir berechnen f(x +

hl,y+h2)_f(x,y):xh2 +_yh1 +h1h2 und A- ( B ) :J’hl +xh2. Also

h
hy
r(hl,hz) = Xhz + yhl + h1h2 — (}’hl + xhz) = hth'

Il
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VEE+nz Il

Da | =1, folgt dass

|r(hy, hy)l _ |hyhy| <k (hl,hz)_—;(O,O)

= < Jhy|
I hl e am

0.

r(hy, hy) _

Damit lim —— =0.
(h1,h2)—=(0,0) ||(hy, ko)l

(b) Wir betrachten die Funktion h(z) = €, 2 € R und wir beachten, dass g(x,y) = h(f(x,y)) fir alle x,y € R,
wobei f(x,y)=x"-y, x,y €R. Nach der Kettenregel und (a) folgt

Dg(x,y) =H(f(x,¥))-Df (x,y) =€ - (y x) = (ye™ xe™).

Xo

Es gilt —3f( )= —
S g1 X0>Y0,20) =
dx VxE+yE+=2

of
E(XO,J’O;ZO) und E(XO,J’O:ZO)

(c) fiir alle (xg, Yo,%0) € R®\ {(0,0,0)}. Die analoge Gleichungen gelten fiir




Da d,f(p) = (gradf (p)lu) gilt, folgt

d f( ) Xo 1 Yo + 1 .
u xO;yO’ZO = =T —_— =T —_— I
x/_ «/x0+y0+zo T V2+y2+22 V3 \[xZi+yi+al
= - (xo + yo +20),
«/§~\/x§+y§+z§
fiir alle (xg, Yo,%0) € R3. Insbesondere gilt
1 6 V42
df3,21)=—— (3+2+1)=— = —.
f V3-V/9+4+1 2 7

Aufgabe G5.2
Sei eine differenzierbare Funktion f : R? — R und (x,, yo) € R2. Die Gleichung der Tangentialebene von der Fliche
2z = f(x,y) an der Stelle (xg, yo) ist so definiert:

of of
z = f(xg,Y0) + Ix (x0, ¥0) - (x = x¢0) + 5= (0, ¥0) * (¥ — ¥o)-
x dy

Bestimmen Sie die Gleichung und einen Normalenvektor der Tangentialebene der Flache z = f(x,y) an der Stelle
(1,1), wenn f(x,y)=5x>+y3 x,y €R.

Losung:

. aof of 2 af af o
Wir berechnen ——(xo, ¥9) = 10x, und <=(x¢, o) = 3y, Also =—(1,1) =10 und ——(1,1) = 3. Deshalb die Gleichung
dx dy dx Jdy
der Tangentialebene der Fliche z = f(x,y) an der Stelle (1,1) ist
z=f(1,1)+10-(x—1)+3-(y —1)=10x+3y — 7.
Ein Normalenvektor der Tangentialebene z = 10x + 3y — 7 ist (10,3,—1).
[Wenn eine Ebene durch die Gleichung Ax +By + Cz + D = 0 definiert ist, ist ein Normalenvektor gleich (A,B,C).] -

Aufgabe G5.3
3

Wir betrachten die Funktion f : R? — R, die so definiert ist: f(x,y)= wenn (x,y) # (0,0) und f(0,0)=0

_y
x2+y?
Zeigen Sie, dass

(a) die Funktion f stetig in (0, 0) ist,

(b) jede Richtungsableitung d,f(0,0) (fiir u € R? mit |lul|, = 1) existiert, und

(¢) die Funktion f nicht differenzierbar in (0, 0) ist.
Losung:

(a) Beachten Sie, dass

P Py
X2yl s )2 y
Also ist die Funktion f stetig in (0, 0).

If (x,y)— f(0,0)| = 2y| =yl <= Vx*+y?=|(x,y) - (0,0)].

(b) Sei u = (uy,u,) € R? mit |ul| = 1. Dann

f((0,0) + tu) - (0,0)
m

d,f(0,0) = 1l
S(0,0) = lim t
. f(tuy, tuy)
= lim——=
t—0 t
1 t3u§
= lim—-——
=0t tfuf+teuj
3
W4u2 o ul® 2

(Insbesondere Z—{((O, 0) =0 und 2—{/(0, 0)=1).




(¢) Wenn f differenzierbar in (0,0) wéare, wiirde die Ableitung Df (0, 0) gleich (%(O, 0) %(0,0)) sein. Nach (b)
, r(x,y)
lim

=00 [|(x, ¥l

=0 und

folgt Df(0,0) = (0 1). Nach der Definition gibt eine Funktion r : R?> — R, sodass
x—0

fiir alle (x,y) € R2. Wir berechnen

3

Y
x“+y
fir alle (x,y) € R?\ {(0,0)}. Insbesondere
11 1/n 1
o) = g
n'n 1/n*+1/n* n
_1n® 1
2/n® n
_ n? 1
~2n® n
. 1 1 . 1
" 2n n 2n
.. 1 1y — V2
fiir alle n € N. Da ||(;,;)|| = += folgt
"(,—11,%) 1 n 1
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) r(x,y)
lim =
(c.y)—(0,0) || (¢, ¥l

fiir alle n € N. Dies ist aber ein Widerspruch, weil

Hausiibung

Aufgabe H5.1 (6 Punkte)
(a) Beweisen Sie, dass die Ableitung der Funktion f : R? = R : f(x,y) = x? + y? gleich (2x 2y) ist.

(b) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion g : R* — R : g(x, y) = cos(x? + y?).

(c) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangentialebene der Flache 2 = f(x,y) an der Stelle (1,1), wenn f(x,y) =
e -y% x,y €R.

Losung:

(a) Seip=1(x,y) € R?. Wir definieren
h
r(hy,hy) == f(x +h1,y+h2)—f(x,y)_A.( h; )

fiir (hy,h,) € R?, wobei A = (2x 2y). Wir miissen zeigen, dass limp, 1,)-(0,0) % = 0. Wir berechnen
flx+hy,y+hy)— f(x,y)=2xh; +2yh, + h? + h2 und

A M =(2x 2y)- h =2xh; +2yh,.
h2 hz

Also r(hy,hy) = h? +h3 und weiterhin gilt

r(hy,hy) R +h; (h1,h3)—(0,0)
= =4/ h? + K2 - 0.
lIChy, )| 1/h% +h§ ! 2




(b) Wir betrachten die Funktion h(z) = cos(z), z € R und wir beachten, dass g(x,y) =h(f(x,y)) fir alle x,y € R,
wobei f(x,y)=x%+y? x,y €R. Nach der Kettenregel und (a) folgt

Dg(x,y)=H(f(x,y))-Df(x,y) = —sin(x*+ y?)- (2x 2y).

(¢) Wir berechnen f(1,1)=e ﬂ(x )=e"y2 und i(x ) =2y,e*°. Also ﬂ(l 1)=eund ﬁ(1 1)=2e
> ’ dx 0:Y0 _yo ay 0>Yo Yo . Ox > ay > .

Deshalb die Gleichung der Tangentialebene der Flache z = f(x,y) an der Stelle (1,1) ist

z=e+e-(x—1)+2e-(y —1)=ex+2ey — 2e.

Aufgabe H5.2 (6 Punkte)
(a) BEs sei M = {(x,y) € R? | x = y und x # 0}. Wir betrachten die Funktion f : R? — R, die so definiert ist:
flx,y)=e*—1, wenn (x,y) €M und f(x,y) =0, wenn (x,y) € M. Man zeige, dass die Richtungsableitung
d,f (0,0) existiert, wobei u = (%, %)

(b) Gegeben sei die Funktion f : {(x,y) | x+y >0} = R: f(x,y) = log(x + y). Bestimmen Sie die Richtungs-
ableitung d,f(1,0), wobei u=(2/v5,1/5).

Losung:

(a) Nach der Definition
£((0,0)+ tw) — £(0,0)

t

d,f(1,0)=1lim
=0
Fiir t # 0 berechnen wir

f((0,0)+t-u) - f(0,0) f(t/v2,t/V2)

t t
et/\/i -1
= - .
et/V2 _
Die Grenze liné — liefert g, also nach der Regel von L’ Hospital folgt
t—
et/V2 1 1 etV2 2
lim ——— =lim —- =—.
t—0 t =0 /2 1 2
Also existiert die Richtungsableitung d,f (0,0) und sie ist gleich %

(b) Nach der Definition
f((1,0)+tuw) - f(1,0)

t
Wir berechnen f(1,0) =1log(1) =0 und
2t ot 2t ++/5 ¢ 3t++5
L,O)+tw)=f1+—,—)=f(————=)=1o .
f(1,0)+tw) = f( ﬁﬁ) f(\/3 ﬁ) g(ﬁ)
Also
log(M)
d,f(1,0) = lim—Y5 "
-0 t
Diese Grenze liefert %, also nach der Regel von L’ Hospital folgt
1 3 15
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lim——=3
=0 /5(3t 4+ v/5)




Aufgabe H5.3 (6 Punkte)
2

Gegeben sei die Funktion f : R? - R: f(x,y) = wenn (x,y) # (0,0) und f(0,0) = 0. Beweisen Sie, dass die

x4+ y*’
Richtungsableitung d, f (0, 0) existiert fiir alle u € R? mit |[u]|, = 1, aber die Funktion f ist nicht stetig in (0,0).

Losung:
Sei u = (uy,u,) € R? mit |Ju|| = 1. Fiir t # 0 berechnen wir

m

d,f(0,0) = 1l
S0,0) = lim :
. f(tuy, tuy)
= lim——=
t—0 t
3 m1 (tu))t*u2
= L0 F 12,2 44
=0t tful+thu,
2
. uluz
= g
=0 uy +t<u,
wus  ul
= 2 =L
uj Uy

(falls uy #0). Falls u; =0, gilt £((0,0)+ t(uy,u;)) = f(0, tup) = 0. Deshalb

0,0)+ tu) — £(0,0 0
4.£(0,0) = lim 2O F W =f0.0) 0 o—0.
t—0 t t—0 t t—0

Somit existiert die Richtungsableitung d, f(0,0) fiir jedes u € R? mit |juf| = 1.
Nun zeigen wir, dass die Funktion f nicht stetig in (0,0) ist. Wir definieren x, = niz uns y, = rll fiir jedes n € N. Dann
folgt (xp, y,) — (0,0) und

1.

= 1
2 2 4
f(xn’.yn)z il+nl :nzzi.
n4 rl4 n4
Somit f(%, %) # f(0,0); also ist f nicht stetig in (0,0). -




