Analysis Il fur M, LaG/M, Ph

. TECHNISCHE

UNIVERSITAT

4. Ubungsblatt N IVERSITAT

Fachbereich Mathematik WS 2010/11

Prof. Dr. Christian Herrmann 12.11.2010

Vassilis Gregoriades

Horst Heck
Gruppeniibung

Aufgabe G4.1
Es seien X, Y endlich-dimensionale normierte Vektorrdume. Zeigen Sie, dass jede lineare Abbildung A : X — Y Lipschitz-
stetig ist. D.h. es gibt eine Konstante L > 0, so dass

[|Ax — Aylly < Ll|lx — yllx, fiir alle x,y € X.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst ||Ax||y < C||x|| fir alle x € X, fiir eine geeignete Norm || - || auf X.

Loésung: Zunichst sei bemerkt, dass wegen der Aquivalenz aller Normen in einem endlichdimensionalen Vektorraum die
Stetigkeit bzgl. einer beliebigen Norm gezeigt werden kann. Wir wihlen zunéichst eine Basis auf X und bezeichnen diese
etwa mit {e;,...,e,}. Flir x = Z?:l a;e; setzen wir || x|y := Z?:l |a;|. Dies definiert eine Norm auf X. (Beweis analog
zum Beweis, dass || - ||; eine Norm auf R" ist.)

Weiter gilt wegen der Linearitit von A

n n
laxlly =l1A) S ageilly = 11D adeilly
i=1 i=1

n
< lailliAelly
i=1

< max [|Aellyllx|lx-
i=1,...,n
Damit folgt also [|Ax|ly < C||x[ly mit C =max;_;
Wegen der Linearitat von A folgt nun die Lipschitzstetigkeit mit |[Ax — Ay|ly = ||A(x — y)|ly < Cllx — y|lx, also ist A auch
stetig.

Aufgabe G4.2
Es sei N ausgestattet mit der von R induzierten Metrik, d.h. d(n,m) = |n — m| fiir n,m € N. Geben Sie alle stetigen
Funktionen von (N, d) nach R an.

Losung: Behauptung: Jede Funktion von (N, d) nach R ist stetig.

Beweis:

Es sei f : N — R eine Funktion, n € N und ¢ > 0. Wir setzten 6 = % Dann gilt offensichtlich d(x,n) < & fiir x € N genau
dann, wenn x = n. Daher folgt

lf(x)—f(n)|=0<e¢
fiir alle x € N mit d(x,n) < §. Also ist f stetiginn € N.
Aufgabe G4.3
(a) Esseif :R?— R gegeben durch

% fiir (x, y) # (0,0)
_ x“+y .
flxy) { 0 fir(x,y)=(0,0)

Ist f stetig?




(b) Geben Sie eine Funktion f : R> — R an, so dass die partiellen Funktionen f; : R = R, x — f(x,0) und f, : R — R,
y — f(0, y) stetige Funktionen sind, die Funktion f aber in (0, Q) unstetig ist.
Losung:
(a) Wir zeigen, dass f in (0, 0) nicht stetig ist. Es gilt
i (1 1) i
kl—glof kT i
Da f(0,0)=(0,0) # % folgt, dass f nicht stetig ist.
(b) Wir definieren
1 fallsx=0oder y =0
fGy) '_{ 0 sonst

Dann gilt f; =1 und f, =1, also sind f; und f, stetig. Aulerdem gilt f (&, ¢) = O fiir alle £ > 0. Daher kann f nicht
stetig in (0, 0) sein.

Hausiibung

Aufgabe H4.1 (6 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

sin(x)y?
. Rz O R, X, =
fRANO SR, fOo)= 5
(a) Ist die Funktion f stetig?
(b) Ist sie stetig auf R? fortsetzbar, d.h. gibt es eine stetige Funktion F : R* — R mit Fravgop = f?
(c) Untersuchen Sie die Funktion f : R? — R gegeben durch
sin(x)y4
falls (x, y) # (0,0)

fGy) ::{ 0 " falls (x,y) = (0,0)

auf Stetigkeit.
Losung:
(a) Die Funktion f ist als Quotient stetiger Funktionen wieder stetig.
g g
sin(i)
(b) Es gilt lim, o f(0,y) = 0 # 2 =lim,_, 2—%2 = lim,,_,, f (-3, 3 ). Somit kann die Funktion f nicht stetig auf R

fortgesetzt werden.

(¢) Fir y =0und x € R gilt f(x,y) = 0. Weiter gilt fiir y #0

sin(x)y*
Iz

sin(x)y*
x?+ y4

f G, )l =

< |sin(x)].

Damit folgt, dass f (x,y) — 0, falls (x, y) — (0,0) und daher ist f stetig in (0, 0).
Als Quotient stetiger Funktionen ist f fiir (x, y) # (0, 0) ebenfalls stetig.

Aufgabe H4.2 (6 Punkte)
Es sei

Cc'([0,1]) :={f € C([0,1]) : f ist differenzierbar in (0,1) und f’ ist stetig fortsetzbar auf [0,1]}
versehen mit

Ifllcr = 11flloo + ILf lloo-

(a) Zeigen Sie, dass || - || 1 eine Norm ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung T : C*([0,1]) — C([0,1]), T(f) = f’ linear und stetig ist, falls der Raum C([0,1])
mit der Supremumsnorm || - ||, normiert wird. Vergleichen Sie hierzu auch G3.3.




Losung:

(a) Dies folgt leicht mit den Normeigenschaften von || - || . Es gilt

Ifllct=0 =lfllo=0=f=0.

Die Homogenitat folgt mit
lafllcr = llafllo + llaf Nl = lalllf llcr

und die Dreiecksungleichung analog mit
If +gllcr =IIf +glloo + If "+ &'l < Nflllcr + llgllca-
(b) Die Linearitédt von T folgt wegen der Linearitédt der Ableitung, denn

T(af +Bg)=(af +Bg) =(af) +(Bg) =aT(f)+BT(g).

Die Stetigkeit ergibt sich wie folgt:

ITF Moo = 1f "Moo < Mf llcr-
Damit ist wegen der Linearitdt T Lipschitzstetig, denn
ITU) =T =T = lloo < MIf = gllca-

und damit ist T stetig.

Aufgabe H4.3 (6 Punkte)
Wir betrachten die Funktion f : R?> — R mit

f(x,y)z{;;y 3’750.

sonst

Skizzieren Sie die Hohenlinien der Funktion. Fiir ¢ € R ist die Hohenlinie zur Hohe ¢ gegeben durch

{(,y)eR?: fx,y)=c}.

Ist die Funktion stetig im Punkt (0, 0)? Welchen Hinweis geben die Héhenlinien?
Hinweis: Die Hohenlinien sind Kreise.

Losung: Die Hohenlinien der Funktion bestimmen sich durch die Gleichungen f(x,y) = ¢, wo bei ¢ € R die Hohe
bestimmt. Es gilt

x%4y?

c
= x2+yy2 = cy
= x>—cy+y? = 0
= Xy =25y +(GP-(G)? = 0
= P+ -G = G

Das heif’t, die Hohenlinien sind Kreise mit Mittelpunkt (0,(%)) und Radius (%). Die Kreise gehen also alle durch den
Punkt (0,0). Daher kann die Funktion in diesem Punkt nicht stetig sein. Sie ist unbeschrankt in der Ndhe des Ursprungs
(genauer: lim,_,, f (%, %) = 00)




