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Aufgabe G3.1
(a) Berechnen Sie den Limes der Folgen x, = (n‘z'fn, —%, 1 und y, =(2—- %, %ﬁ, n—j’_l), neN, in (R3,|| - || ay); wobei

I(a, b)||max = max{|al, |b|} fiir alle a,b € R.
(b) Gegeben sei ein normierter Vektorraum (X, || - ||). Wir betrachten die Funktion d : X x X — R, die so definiert ist

d(X,.)’)Z ||X—Y||, X,yGX.

Zeigen Sie, dass die Funktion d eine Metrik auf X ist, und dass d(Ax,Ay) = |A|-d(x,y) fir alle x,y € X und
AER.

Losung:

(a) Da o, 0, —% — 0 gilt nach dem Lemma auf Seite 5 (Skript: anall mehrdim kapl.pdf)
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(b) Sei x,y,z€X und A €R. Es gilt
dlx,y)=0=|x—y||l=0c=x—-y=0x=1.
Weiterhin d(x,y) =[x — y|| >0,
dix,y)=llx =yl == =N =1(=DI-lly —xll = lly — x| = d(y,x),

dix,y)=llx =yl =l(x —=2)+ =y < llx =zl +llz = yll = d(x,2) + d(z, y),

und

d(Ax,Ay) = llAx = Ay[[=[IA- (x = Y =12l - [lx =yl = 2] - d(x, ).

Aufgabe G3.2
(a) Gegeben sei ein metrischer Raum (X, p) und a, b,c,d € X. Zeigen Sie, dass

|P(a, b) _P(C,d)| Sp(a’ C) +P(b:d)

Hinweis. Beweisen Sie durch die Fallunterscheidung: p(a, b) < p(c,d) und p(c,d) < p(a, b).




(b) Sei X # 0 eine Menge. Wir betrachten die Funktion d : X X X — R, die so definiert ist: d(x,y) =0 falls x =y
und d(x,y) =1 falls x # y. Zeigen Sie, dass diese Funktion d eine Metrik auf X ist und dass jede Menge A € X
offen ist. (Diese Metrik heifit triviale Metrik auf X.)

Losung:
(a) Falls p(a,b) < p(c,d) gilt
Ip(a,b) — p(c,d)l

p(c,d) —p(a,b)

< (p(c,a)+p(a,d))—p(a,b)
< p(c,a)+(p(a,b)+p(b,d)) — p(a, b)
= p(c,a)+p(b,d)
= pla,c)+p(b,d).
Falls p(a, b) > p(c,d) gilt

Ip(a,b) —p(c,d)l = p(a,b)—plc,d)
< (p(a,c)+p(c,b)) —p(c,d)
< p(a,c)+(p(c,d)+p(d,b)) —p(c,d)
= pla,c)+p(d,b)
= pla,c)+p(b,d).

(b) Sei x,y,z €X. Es ist klar, dass d(x,y) >0 und d(x,y) =d(y,x). Also zeigen wir, dass
d(x,y) <d(x,2z)+d(z,y).

Falls z gleich x und 2 gleich y ist, folgt x =2 = y. Also d(x,y) =0 <d(x,z)+d(z,y). Falls g nicht gleich x oder
nicht gleich y ist, folgt, dass mindestens ein Element von {d(x,2),d(z,y)} gleich 1 ist. Also d(x,z)+d(z,y) >
1>d(x,y).

Nun zeigen wir, dass jede Menge A C (X, d) offen ist. Beachten Sie, dass

Uil ={yex | d(x,y)<%}={y€X | d(x,y)=0}={x}.

Also fiir alle x € A nehmen wir € = % > 0 und es folgt U,(x) = {x} CA.

Aufgabe G3.3
Wir betrachten den Vektorraum

P([0,1])={p:[0,1] >R | p ist eine Polynomfunktion}
n

x
und wir definieren ||po, = max,¢[q 17 [p(x)] fiir alle p € C([0,1]). Betrachten Sie die Folge (p)nen, wobei p,(x) = —,
’ n

. [llloo
x €[0,1], n € N. Gegeben, dass || - ||, eine Norm auf P([0,1]) ist, zeigen Sie, dass p, Iy 0 und doch p;, / 0; wobei
p’ die Ableitung von p ist.
Bemerkung. Diese Aufgabe bedeutet, dass die Funktion

T: (P([(): 1])’ ” : ”oo) - (P([O, 1])7 ” . ”oo), T(P) ZP/ = die Ableltung von p
nicht stetig ist.

Losung:
Es gilt
x™ 1 1
sup [p,(x)|= sup —=—- sup x"=-—.
x€[0,1] xef0,1] 1 n xelo,1] n
Also 0 < ||pnlle < % fiir jedes n € N; deshalb p, Ll 0. Weiterhin
sup p/(x)= sup x"'=1.
x€[0,1] x€[0,1]
11

Deshalb p/ # 0. =




Hausiibung

Aufgabe H3.1 (6 Punkte)
(a) Berechnen Sie den Limes der Folgen x, = (%,—%) und y, = (HZLH,(l + %)"), n €N, in (R?] - |l;a); Wobei
I(a, b)||max = max{|al, |b|} fiir alle a,b € R.

(b) Zeigen Sie, dass, wenn man die Norm |(a, b)| = v/ a? + b2, a, b € R statt der Norm || - ||,z benutzt, die Limites
der oben genannten Folgen (x,)nen, (Vnnen gleich bleiben.
Hinweis. Benutzen Sie T3.3: Gegeben sei ein Vektorraum V und zwei Normen || -||;, || - || auf V, fir die es
M;, M, > 0 gibt, sodass
M; - llxlly < lixlly < My - [1x]ly,

fiir alle x € V. Zeigen Sie, dass fiir alle Folgen (x,),ey € V und fiir alle x € V gilt:

II-ll1 lI-ll2
X, — X genau wenn X, — X.

Losung:
(a) Nach dem Lemma auf Seite 5 (Skript: anall mehrdim kapl.pdf) gilt

x, = (0,0) und y, —(0,e).

(b) Nach dem zweiten Satz auf Seite 5 gibt a, b > 0, sodass

a-|x| < [lxllmax < b - |x],

fiir alle x € R%. Da x, Ilog (0,0), folgt nach T3.3, dass x, iR (0,0) und ebenso y, iR (0,e).

Aufgabe H3.2 (6 Punkte)
(a) Gegeben sei ein metrischer Raum (X,d) und abgeschlossene Mengen B;, i € I. Zeigen Sie, dass die Menge
B = N;¢;B; auch abgeschlossen ist.

(b) Gegeben sei ein metrischer Raum (X,d) und abgeschlossene Mengen By,...,B,. Zeigen Sie, dass die Menge
B = U};_, By auch abgeschlossen ist.

Hinweis. Eine Menge B C X ist abgeschlossen genau wenn die Menge X \ B offen ist. Benutzen Sie (b) und (c) von
T3.2:

o Gegeben sei ein metrischer Raum (X, d) und offene Mengen A;, i € I. Zeigen Sie, dass die Menge A = U;A; auch
offen ist.

e Gegeben sei ein metrischer Raum (X,d) und offene Mengen Ay,...,A,. Zeigen Sie, dass die Menge A= N;'_ A,
auch offen ist.

Losung:
(a) Wir definieren A; =X \ B;, fiir alle i € I. Es gilt
NierBi = Nief(X \ 4;) =X\ (UiefAp).

Da jedes B; abgeschlossen ist, ist die Menge A; offen fiir alle i € I. Nach T3.2 ist die Menge U;c;A; offen. Also
ist die Menge N;¢;B; abgeschlossen.

(b) Wir definieren A, =X \ B, fur alle k =1,...,n. Es gilt
Up_ B = Up_ (X \ A ) =X\ (N;_;Ap).

Da jedes By abgeschlossen ist, ist die Menge Ay offen fiir alle k = 1,...,n. Nach T3.2 ist die Menge N;_;A; offen.
Also ist die Menge U;_; By abgeschlossen.




Aufgabe H3.3 (6 Punkte)
Wir betrachten den Vektorraum

C([0,1D)={f:[0,1] >R | f ist stetig}

und wir definieren

1
Iflloe = max [f(x)| und ||f||1=f If (x)ldx
x€[0,1] 0

fiir alle f € C([0,1]).

(a)
(b)

()

Zeigen Sie, dass die Funktionen || ||, und || - ||; Normen auf C([a, b]) sind.

Zeigen Sie, dass es ein M > 0 gibt, sodass

Il <M -1 lloos
fiir alle f € C([0,1]).
Zeigen Sie, dass es kein K > 0 gibt, sodass

Iflloo <K -IIf 11,

fiir alle f € C([0,1]).

1
Hinweis. Bestimmen Sie eine Folge (f,)en von C([0,1]), fir die fo |f,(2¢)|dx — O gilt, aber (f,)nen konvergiert
nicht gleichméfig gegen die Null-Funktion.

Losung:

(a) Sei f,g€C([0,1]) und A €R. Es ist klar, dass ||f||s, = 0. Falls ||f ||, =0, folgt 0 < |f (x)| < ||fllec = O, fiir alle

x €[0,1]; also f =0. Da ||0]|, =0, folgt ||f|lc =0 genau wenn f = 0. Weiterhin

IAfllo = sup [Af()l= sup [A]-[fQI=IA[- sup |f(o)|=IAl-[Iflloo

x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1]

und

If + 8l = SUP If () +g(x)l < sup (IF(I+gl)D) = sup [f(x)]+ Sup 180 = If oo + l1glco-

x€[0,1] x€[0,1] x€[0

Also ist |-l eine Norm auf C([0, 1]). Es ist auch klar, dass [ [f(x)ldx > 0 und [} [Af (x)ldx = [A]- [ [f (0)ldx.

Also gilt [|f]l; = 0 und ||Af|l; = Al - |If||;. Falls fol |f (x)|dx =0, da |f] stetig ist, folgt nach Lemma 31.4, dass
|f(x)| =0 fir alle x € [0,1]. (Wenn ein x, gibe, sodass |f (xy)| > 0, da |f| stetig ist, folgt nach Lemma 31.4,

dass fol [f(x)]dx > 0.) Es ist klar, dass fol 0dx =0, also ||f|l; =0 f =0.

1 1
Da fo g1 =< f o &2 fiir alle sprungstetige Funktionen g;, g, fiir die g; < g, gilt (Satz 31.1 (c¢) von Analysis I
Skript), folgt

1 1 1 1
I|f+g||1=J |f+g|5f (IfI+Ig|)=J |f|+J lgl =11l + 18l
0 0 0 0

Deshalb ist || - ||; eine Norm auf C([0,1]).

Sei f € C([0,1]); nach Definition gilt |f (x)| < ||f |l fiir alle x € [0,1]. Also

1 1
Il = J |f (o)ldx < J I1f loodx = 11f lloo - (1 = 0) = || [l o-
0 0

Also fir M =1>0gilt ||If|l; =M - ||f |l (Man kann auch Satz 31.1 (b) benutzen.)




(¢) Wenn ein K > 0 wére, sodass ||f|l <K - |If]l;, fiir alle f € C([0,1]), wiirde insbesondere

1fo = flloo = K- lf = flla

fir jede Folge (f,)uen € C([0,1]) und jede Funktion f € C([0,1]) gelten. Also, wenn f, < f, folt f, "5 f.

. lIloo
Nun definieren wir, eine Folge (f,,), fir die f, LY 0 gilt und doch f, # 0. Dies liefert einen Widerspruch. Die

1
Funktion f, ist so definiert: f,(0) =n, f(—) =0, f auf [0, ] ist linear und f,(x) = 0, wenn x € (—,1].
n n n
Dann gilt
llfalloo = £r(0) =n,

Il
fiir alle n €N, also f, 7 0. Weiterhin gilt

! ! 1 1 1
Ifally = i Ifal = Ofn=§'n'p=£—’0-

Also f, Iy 0.




