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Aufgabe G2.1
(a) Es seien f : R — R stetig und g : [0,1] — R stetig und in (0, 1) differenzierbar. Berechnen Sie das Integral

1
J, fe(x))g’(x)dx.
(b) Berechnen Sie das Integral foz tan x dx.

Losung: Wir substituieren u = g(x) und erhalten

g()

1
f F(g(x)g'(x)dx = f(wdu.
0

g(0)

X

Wir wihlen eine Stammfunktion von f, etwa F(x) := f <(0) f(t)dt, und erhalten

g(1)
fw)du="F(g(1))— F(g(0)).

g(0)

Es gilt

i i —sinx i s 1
tanxdx = — dxcos:sm—[lnlcosxl](;‘ =—In—+1In1
0 o COSX V2

In2
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Aufgabe G2.2 (Integrationsregeln)
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

1 1
(a) f x sin(x)dx, (b) J coshz(x) dx, () f Vv 1-—x2dx, (d)f 1
0 -1

1+ sinx

Losung:

(a) Partielle Integration mit u(x) = x und v(x) = sin(x) ergibt

f x sin(x)dx = —x cos(x) — J cos(x)dx =sin(x) — x cos(x) +c.




(b) Es gilt
1/2 1/2
J cosh’(x)dx = f cosh(x) cosh(x)dx
0 0
1/2
= |:sinh(x)cosh(x)](1)/2 — J sinh?(x)dx
0
1/2
= sinh(1/2)cosh(1/2) + f 1 — cosh?(x)dx
0
= 1/2+sinh(1/2)cosh(1/2) — J cosh?(x)dx,
0
somit folgt
12 1 1
f cosh?(x)dx = > (sinh(1/2) cosh(1/2)+ 5) .
0
(c) Die Substitution x = sin(t) ergibt
m/2
J V1—x2dx = J v/ 1—sin?(t) - cos(t)dt = J cos?(t)dt.
—1/2 —1/2
Mit partieller Integration erhalt man
/2 /2 /2

fzg 1 — cos?(t)dt.

/2

cos?(t)dt = [sin(x)cos(x)]
/2

J f sin?(t)dt =f

) o1
cos*(t)dt = —
/2 2

/2
Daraus folgt
/2

J

st x = 2arctan t, dann gilt = sow1esmx——. it Hilfe dieser Substitution erhalt man dann
(d) Istx =2arctant, dann gilt & = -2 L. Mit Hilfe d Substitut hlt d

dt — 1+t

1 d 1 2 1
—dx = —_— = .
1+sinx 1+ 20 1+4¢2 1+ 1+t2 (1+ )2
l+t 1+t2
=2 = 2+
14t €T + tan% ¢
Aufgabe G2.3 (Partialbruchzerlegung)
Gegeben sei die Funktion f : R\ {1,2} — R durch f(x) = m
Bestimmen Sie Koeffizienten A, B, C € R so, dass f(x) = (x 5+ (xﬁ 5T (x_Cz)Z (%) gilt.

Benutzen Sie nun die Darstellung (*), um das Integral f_ 1 f(x)dx zu berechnen.

Losung: Es soll gelten
A
(x—1)

B
(x-2)

c
(x—2)%"

+ +

G-De—2?2
Multiplikation mit (x — 1)(x — 2)? ergibt
x=A(x -2 +B(x - 1)(x—-2)+C(x—1)

und man erhélt durch Koeffizientenvergleich das Gleichungssystem

0=A+B
1=-4A-3B+C
0=4A+2B—-C

mit den Losungen A= 1, B=—1 und C = 2. Das heil3t
0

J fleydx = J ene2r ‘J_ =

1
_ldx+
1

0
-1

x—2
-1

0
2
dX+J1(X_—2)2dX

:1n|x—1||_1 —1n|x_z||‘il_ Lz|

—2In2+1n3+ %




Hausiibung

Aufgabe H2.1 (6 Punkte)
Berechnen Sie die folgenden Integrale.

x+1 e —2 ‘log x
——dx (x#1), ———dx und dx
x(x 1)? 2e ™ +1 . X

Losung: Partialbruchzerlegung ergibt

x+1 —1+ 2 1
x(x—=12 x  (x—-12 x-1

daher folgt

x+1 2
mdx=ln|x|—m—ln|x—1|+c.

Mit der Substitution t = In x gilt
e —2 t2—2 1 t2—2 t2—4+2
——dx= c—dt= dt = | ———dt
2e7 ¥ +1 %+1 t 2+t t+2

2 t2
t—24+——dt=——-2t+2In|t+2|+¢
t+2 2

er
=5 —2e* +2In(e* +2) +c.

Mit partieller Integration ergibt sich

‘log x ¢ log x
J dx = (logx)zle J dx.
1 1 X

Dabher folgt

elogx 1
=_1 Ze_
L . (logx)°[; = o

Aufgabe H2.2 (6 Punkte)
Untersuchen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren und berechnen Sie gegebenenfalls ihren Wert.

/2 00
(@) J cos(x)//sin(x) dx, ) J x/(x?+1)%dx.
0 0

Losung: Wir verwenden die Substitution t = sin(x) mit dt/dx = cos(x) und erhalten

m/2 sin7/2

cos(¥) 1 tim f 1/Vtde = lim 2V}, = lim [2-2/sin(a)] = 2.
) 4/sin(x) a0+ oo

Hier ist die Substitution t = x* 4+ 1 mit dt/dx = 2x erfolgreich. Es folgt

sina

b2+1
X 1 2x 1 1 2 1
_— = - 1 _— = — 1 1 3 — 1 _ b +1
f 1P dx 5 Jim 1P dx 5 dim J /2 dt 5 bLH(}O[ 2t2]| 7
0 1




Aufgabe H2.3 (6 Punkte)

Wir definieren die periodische Funktion H : R — R durch H(x) := x — [x] — %, falls x € R\ Z und H(x) = 0 sonst. Hier
bezeichnet [x] fiir x € R die grofite ganze Zahl, die kleiner als x ist.

Es sei n € N. Zeigen Sie: Ist f : [1,n] — R stetig differenzierbar, so gilt

D00 =5 (F+Fm) + f £60)+ S () dx.
k=1 1

k
Hinweis: Berechnen Sie zunéchst fk . f(x)dx mit Hilfe partieller Integration. Wahlen Sie hierbei die “richtige”
Stammfunktion fiir 1.

Loésung: Wir berechnen zunéchst mit partieller Integration:

k+1 1 k+1 k+1 1
J 1-f(x)dx=[(x—k——)f(x)] —J (x—k——)f’(x)dx.
k 2 k k 2

Fiir x € (k,k+1) gilt (x —k— %) = H(x) und daher folgt

k+1 1 k+1
f 1'f(X)dx=E(f(k+1)—f(k))—j HQOf'(x) dx.
k k

Summation iiber k =1,...,n — 1 und anschliefendes Addieren von % (f(1) + f(n)) ergibt die Behauptung.




