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Aufgabe G1.1
Fiir jedes n € N betrachten wir die Zerlegung Z, = {zﬁn | Kk =0,1,...,2"} des Intervalls [0,1] und die Funktion

k
: [0,1] — R, die so definiert ist: ¢,(0) = 0 und @,(x) = (5)2; wobei k die einzige natiirliche Zahl ist, sodass

-1
on > on

xe( X1, wenn 0 < x < 1;

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N
odx=Loar by e )
, T 2 2

gilt.

Hinweis. Es gilt Y., k* = mm1)Zm1)

6
(b) Zeigen Sie dass die Folge (¢, )en gleichmifig gegen f(x) = x?, x € [0, 1] konvergiert.

(c) Berechnen Sie das Integral fol x?dx ohne die Benutzung des Theorems 31.8 (Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung).

Losung:

(a) Da ¢,(x)= (—)2 fiir alle x € (3, 55), gilt

() = Z(—)2 (1, ()

277.

fiir alle x \ Z,,. Nach Definition 30.3 folgt
k—1
J Z(—)2 (— - =)
1
= Z(—)Z —
_ (l)B .ikz
I =

Nach dem Hinweis folgt

1
Zkzz6-2"-(2"+1)-(2-2"+1).




Deshalb

= (l)3-1-2"-(2“+1)-(2-2"+1)
I% 7 g

! 1 (1+1)(2+1)
6 on on”’

fiir alle n € N.

L1k oilt x — £ < L. Also

(b) Fiir alle x,y €[0,1] gilt [x* = y?| =[x — y[- (x +y) <2 |x — y|. Falls x € (57, 5 ol < 5

k k 1
|f(x)—g0n(x)|=|.x‘2—(§)2|§2|X_§|52?Z zn—l’

fiir alle x € (kz_nl, ZL”] Es ist klar, dass |[f(0) — ¢,,(0)| = 0; also

1

£ = 0u(0I < 55

fiir alle x € [0,1]. Das bedeutet, dass ||f — ¢,lle < 2%1 fiir alle n € N. Deshalb konvergiert die Folge (¢,,)nen
gleichméfig gegen f.

(¢) Da die Folge (¢,)qen gleichméRig gegen f konvergiert, gilt nach der Definition des Integrals (Definition 30.16)
und nach (a), dass

! ! 1 1 2 1 1
J;f(x)dxznli_{gloﬁ) npn(x)dx='}Ln(}og-(l+§)-(2+§)=6-(1+0)-(2+0)=5.

Aufgabe G1.2 (Korollar 30.14.)
(a) Sei f : I — R eine Funktion, sodass es eine Folge (f,),eny von Treppenfunktionen auf I gibt mit f = Z:ozl fn und
Zzo:l | fallow < 00. Zeigen Sie, dass f sprungstetig ist.
(b) Sei f : I — K eine sprungstetige Funktion. Zeigen Sie, dass es fiir jedes k € N eine Treppenfunktion ¢, : I = K
gibt mit
1

If () = ()l < 25 fiir alle x € 1.

(c) Sei f : I — R eine sprungstetige Funktion. Zeigen Sie, dass es eine Folge (f,) ey von Treppenfunktionen auf I
. . o0 o0
gibt mit f = anlfn und Zn:l ”fn”oo < .
Hinweis. Nehmen Sie f; = ¢; und jedes fi,; als die Differenz zweier Funktionen der Folge (¢ )ken von (b).

Losung:

(a) Wir definieren s, = ZZ:1 fi fir alle n € N. Da jedes f, eine Treppenfunktion ist, folgt nach T1.2, dass die
Funktion s, auch eine Treppenfunktion ist. Die Voraussetzung f = Zil fn (gleichméRig) bedeutet, dass die
Folge (s,)ney gleichmifig gegen f konvergiert. Nach Theorem 30.13 folgt, dass f sprungstetig ist.

(b) Da f eine sprungstetige Funktion ist, folgt nach Theorem 30.13, dass es eine Folge (g, )neny von Treppenfunktio-
nen gibt, die gleichméfig gegen g konvergiert. Also gibt fiir jedes k € N ein ny, sodass ||f — fy, |le < zl" Daher

If (x) = fr, (0| < zlk, fiir alle x € I. Also definieren wir ¢y = f,, fiir jedes k € N.

(c) Sei eine Folge (@i)keny wie (b). Wir definieren f; = ¢; und fi1 = @1 — @i flir jedes k € N. Dann ist jedes fj
eine Treppenfunktion und

£ (x) = (010x) + (02 (x) = 01.()) + -+ + (@a(5) = @ (X))

F )= fil)]
k=1

1
G = @n(Il = If = nlloo < o




Das heifst, dass f = Z:,ozl fn- Weiterhin

I£2Cl = len(x) = ¢p1(x)]
< () = FO+ 1 () = @ ()]
_1,1 3
= on on-1 - on

fiir alle x € I und alle n > 2. Also ||f,]ls < zni_l fiir alle n > 2. Deshalb

00

Sl < ot 43 = <ligll +3- 2 <o
nlloo = I¥P1lloo n:22n_ $1 5 .

n=1

Aufgabe G1.3
(a) Sei g :R — [a,b] eine differenzierbare Funktion und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass die
Funktion F: R —R:

F(x)= f()dt

differenzierbar ist und F'(x) = f(g(x)) - g’(x) fiir alle x € R.
g g

2
(b) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion F(x) = f: log%dt, xe€[2,3].

Losung:
(a) Wir betragen die Funktion H(y) = fayf(t)dt, y € [a, b]. Es ist klar, dass F(x) = H(g(x)) fiir alle x € R. Da f
stetig ist, folgt nach Theorem 31.8 (Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung), dass H differenzierbar
dH
ist und d—(yo) = f(y,) fiir alle y, € [a,b]. Da F(x) = H(g(x)) fiir alle x € R, folgt dass F differenzierbar ist
y

und

dF

dH d d
1 (00) = g5 (80 3 (x0) = Flgxa)) - g (o),

fiir alle x, € R. Das heift F/(x) = f(g(x)) - g’(x), fiir alle x €R.

(b) Wir nehmen die Funktionen g(x) = x2, x € [2,3] und f(t) = log%’ t € [4,9]. Es ist klar, dass F(x) =
2x

JE9 £(0)de, fiir alle x € [2,3]. Nach (a) folgt F/(x) = £ (g(x)) - g'(x), fiir alle x & [2,3]. Also F/(x) = ol

fiir alle x € [2,3].




Hausiibung

Aufgabe H1.1 (6 Punkte)

1
(a) Zeigen Sie, dass |x+ 1 }ml <|x —y]|, fiir alle x,y > 0.
(b) Fiir jedes n € N betrachten wir die Zerlegung P, = {2% | k=0,1,...,2"} des Intervalls [0,1] und die Funktion
1
@, : [0,1] = R, die so definiert ist: ¢,(0) =1 und ¢,(x) = (k)—l; wobei k die einzige natiirliche Zahl ist,
)+
2n
sodass x € ( 2"1, ZL"], wenn 0 < x < 1. Zeigen Sie, dass
1
f on — log(2).
0
Hinweis. Nehmen Sie die Funktion f(x) = m, x > 0. Was ist der Wert des Integrals fol f(x)dx?
Losung:
(a) Es gilt
| 1 1 = y+1—(X+1)|
x+1 y+1  (x+D(y+1)
ly — x|
(x+Dy+1)
< ly—xl.

Die letzte Ungleichung gilt, weil (x +1),(y + 1) > 1 fiir alle x,y > 0 gilt.

(b) Wir nehmen die Funktion f(x) = ?, x > 0. Es ist klar, dass

1
f f(x)dx =log(x + 1)|; = log(2) —log(1) = log(2).
0

-1

Wir zeigen, dass die Folge (@,)ney gleichmiiRig gegen f konvergiert. Fiir x € (521, £ 7 gilt nach (a), dass

2711
FO) =] = |— L
x)—p,(x) = |— = ——
n x+1 (2)+1
k k
< Ix—o =5
2 2
k k—1 1
S —_ —_

2non o on
Da |f(0)— (,0,1(0)| =0, gilt [f(x) — ()| < 2,, fiir alle x € [0,1] und alle n € N. Das heift, dass fiir alle n €N,

If — onllee < 2_"‘ Also, konvergiert die Folge (¢, )pen gleichméfig gegen f.

Da jedes ¢, Treppenfunktion ist und die Folge (¢, )nen gleichméfig gegen f konvergiert, folgt nach Definition
1 — 1
30.16, dass fo ©n = fo f(x)dx =1log(2).

Aufgabe H1.2 (6 Punkte)
X3
(a) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion F(x)= f—xZ e’dt, x €[0,1].
(b) Sei f :[0,2] — R eine stetige Funktion, sodass f()zf(x)dx < 100. Zeigen Sie, dass es ein & € [0,2] gibt, sodass
f(&)=50.

Hinweis. Benutzen Sie die Bemerkung 31.6.




Losung:

3 .2
(a) Erste Losung: Sei Fi(x) = ffl et’dt und Fy(x) = fﬁlx etzdt7 x €[0,1]. Nach der Linearitit des Integrals, folgt

F, = F,+F, also F = F; — F,. Da die Funktion t — etz, t € [0,1] stetig ist und die Funktionen x — —x2,
x — x3, x € [0,1] Differenzierbar sind, gilt nach G1.3, dass die Funktionen F;, F, differenzierbar sind und
Fi(x) = 3x2e*°, Fj(x) = —2xe*" fiir alle x € [0,1]. Also F/(x) = F{(x) — Fj(x) = 3x%*° + 2xe*", fiir alle
x €[0,1].
X3 2 x? 2 6
Zweite Losung: Sei Hy(x) = fo e dt und Hy(x) = fo e'"dt, x € [0,1]. Nach G1.3 folgt H;(x) = 3x%¢* und
b

Hy(x) = 2xeX". Da die Funktion f(t) = et gerade ist, (das heifit f(t) = f(—t) fiir alle t), gilt fo et’dt =
fi)b et dt fiir alle b > 0. Also Hy(t) = fi)xz et’dt und weiterhin F = H; +H,. Also F'(x) = H{(x) + Hy(x) =
3x2e’ + 2xe*”.

(b) Nach Bemerkung 31.6, gibt ein & € [0,2], sodass
2
J fOx)dx = f(&)-(2—0) =2f(&).
0

Da [ f(x)dx < 100, folgt 2f (&) < 100. Also £ (&) < 50.

Aufgabe H1.3 (6 Punkte)
(a) Sei (fy)nen eine Folge von Treppenfunktionen auf einem abgeschlossen Intervall I, sodass 220:1 || fnlleo < 00 und

f= 211 fn- Zeigen Sie, dass
[oe]
[i-$
I n=1JI
2

(b) Wir definieren x; = 0, x,, = Z:;lllz fiir jedes n > 2. (Es gilt, dass x,, — %) Wir betrachten die Funktion

f 10, %2] — R, die auf jedem Intervall (x,, x,,1] gleich 1/n ist und f(0) :f(%z) = 0. Wir betrachten auch die
1
Funktionen f,, : [0, %2] —R,n=1,2,..., die so definiert sind: f,(x) = — wenn x € (x,,, X111, fn(x) =f(%2) =0
n
wenn X & (X, Xpp1]-
i. Zeigen Sie, dass es f(x) = Zi‘;l fi(x) fiir jedes x € [0, 7Z—2] gilt.
Hinweis. Beweisen Sie es durch die Fallunterscheidung: x € {0, n_z} und x € (x,, x,41] fiir ein n > 1.
ii. Zeigen Sie, dass die Reihe Zzil fi gleichméRig gegen f konvergiert.
Hinweis. Fiir jedes N € N beweisen Sie, dass fiir alle x € (0, xy41] f(x) = 2112[:1 fi(x). Wie grof ist die Zahl
N
If () = 222y £ (O] wenn x & (0, xy 117
T[Z
iii. Finden Sie eine Folge (a;),ey von reellen Zahlen, sodass fo? f= 220:1 ay.

Losung:

(a) Seis, = ZZ:l fi, fiir alle n € N. Da Zzozl |lfallw < 00, gilt nach Satz 21.10(Majorantenkriterium fir Funktio-
nenreihen), dass die Reihe Zzozl fn gleichméRig konvergiert. Das heifit, dass die Folge (s, )ney gleichméRig gegen

f konvergiert. Nach Definition 30.16, folgt fl Sn = flf Also
J f = lim an
I S
n
= lim JZ £
n—oo i
= lim . f fi
k=1J1
[09)
= >, f fu
n=1JI




(b) i

ii.

iii.

Falls x € {0, ”—2}, gilt fi(x) = 0 fiir alle k € N. Also Ziozlfk(x) =0 = f(x). Falls x € (x,, Xp41], gilt

o0

1
fie(x) = — = f(x).

1 1
fx)=—, folx)= - und fiir jedes k # n fi.(x) =0, weil x & (x;, X341]. Also —
n
k=1

Sei ein N € N. Falls x € (0,xy1], gibt es ein einziges n < N sodass x € (x,, X,41]. Also

1

N
DR = ARG+ f0) A fy() =04k 0=
k=1 n n

1
Weiterhin f(x) = o weil x € (x,, X41]. Also f(x) = Zgzl fi(x) fiir alle x € (0, xy41]- Falls x € (xy,1, %2),

1
gibt es ein einziges n > N, sodass x € (x,,Xp41]. Also f(x) = — und ZIJ:J:1 fi(x) = 0, weil fiir alle
n

al 1 1
k€ 1{1,...,N}, x & (x;, Xg4q]. Deshalb [f(x) = Y filx)| = = <
k=1

< —. Wenn x € {0, —ﬁz}, ist es klar, dass
n N 6

N
f) =2, fillx)=0. Also

X 1
HORDWAO RS-
k=1

N
1
fiir alle x € [0, 7r—2]. Das heikt ||f — oo < —, also konvergiert die Reihe Y 7., fi gleichmiiRig gegen f.
6 N k=1
k=1

7'[2 7[2 7'[2
s % & 1
Nach (i) und (ii) folgt f= Z fk- Also, nehmen wir q; = fi = e (xg41 — x)- Es ist klar,
k=10 0

0

k k=1

1 1 1

dass X1 — X = E i E i—zzﬁ.Alsoak=Ffﬁrallek€N.
i=1 i=1




