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Aufgaben

Aufgabe T14.1
Sei (v,K) ein griiner Bereich in der Ebene, eine gedffnete Menge G C R3 mit K € G, ein Vektorfeld F: R3 - R3: F =
(F1,F,, F3) und eine C%(G) Funktion f. Zeigen Sie, dass

3 of of
f FaF = f FOtF (£ (5, 0) - (~ 2 (x, ), = 22 (x, ), Ddxdy,
¢oy K X Y

wobei ¢(x,y)=(x,y, f(x,¥)).
Losung:

Nach dem Satz von Stokes folgt, dass

f Fdx = J rotF (¢ (x,¥)) - Ny (x,y).
¢poy K

Wir berechnen

dx 3y of dx dy 9f
N¢((X,}’)) = a:a’a)}(x,y)X(E’E’E)Lx,w
af(x,y) af(x,y)
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Deshalb

J Fdz
¢or

J rotF(¢(x,y)) - Ny(x,y)
K

of of
J rOtF(X,J’:f(X,}’))‘(_a_(X,)’),_a_(x;y),l)dXd}’-
K X y

Aufgabe T14.2

Seien C der Schnitt des Zylinders {(x,y,z) € R® | x?+ y? =1} mit der Ebene {(x,y,2) €R® | x+y+z=1} und I'
ein Weg mit Spur(I') = C. Bestimmen Sie das Integral fr FdX, wobei F(x,y,z) = (—y3,x3,—2°).

Hinweis. Betrachten Sie die Menge A = {(x,y, f(x,¥)) | x?>+ y2? < 1}, wobei f(x,y)=1—x—y, x,y € R und
benutzen Sie T14.1. Welche ist die Beziehung zwischen I' und A?

Losung:




Die Kurve I' bestimmt genau der Rand von A. Nun bestimmen wir ein griiner Bereich (y,K) in der Ebene und eine
C?-Funktion ¢, sodass A= {¢(u) | u€K}.

Sei K={(x,y)€R?® | x24+y2<1}, v:[0,21] = K : y(t) = (cost,sint), f :R2 >R : f(x,y) =1—x —y und
¢ :R2->R3:p(x,y)=(x,y,f(x,y)=(x,y,1—x —y). Es ist klar, dass A= {¢(x,y) | (x,y) €K} und T = ¢(y).
Nach T14.1 folgt

S af af
J‘ Fdx = J rOtF(xyy’f(X,)’))‘ (_a_(xJ’),_a_(x>y),1)dXdy
r K X y

Wir berechnen rotF(x,y,z) = (0,0,3x2 + 3y?). Daher

f Pz
r

f (0,0,3x2+3y?%) x (1,1,1)dxdy
K

J 3x? +3y%dxdy.
K

Also miissen wir das Integral I := f 3x? +3y%dxdy bestimmen. Wir benutzen die Polarkoordinaten:
K

x=rcosf, y=rsinb, re[0,1], 6 [0,2x].

Es folgt

1 27
I = BJ J r2(cos® 6 +sin?0) - rdOdr
o Jo

1 27
= BJJ r3dodr
o Jo
1
= 67'tf ridr
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Aufgabe T14.3
Bestimmen Sie das Integral I = fr FdX aus T14.2 ohne den Satz von Stokes zu verwenden.
Losung:
Wir betrachten die folgende Parametrisierung von C = Spur(I):
Xx =cost, y=sint, gz=1-—sint—cost, t€[0,2m].

Deshalb

21
J F(y(6))-y'(t)dt
0

f Pz
r

2n
f F(cost,sint,1 —sint —cost)-(—sint,cost,—cost + sin t)dt
0

2n
J ((—sin®t),cos t,(1 —sint — cost)®) - (—sint,cost, —cos t + sin t)dt
0

2n 2n
f sin* t 4 cos* tdt—J (1 —sint —cost)®-(—cost +sint)dt =: I; + I,.
0 0




b
Das zweite Integral I, wird fa u®du, wobei u = (1 —sint — cost) und -deshalb- a = 0 (wenn t = 0), b = 0 (wenn

0
t =2m). Daher I, = fo u3du = 0. Nun bestimmen wir das erste Integral I;. Es gilt

. 1 —cos2t 9 1+ cos2t
sin“t=————, cos“t=—7—.
2 2
Also
1 1 14 cos4t 1 1+4cos4t
. 4 4 2
t t=--(1 2t)==-- (14— )=—-+ —.
sin” t + cos 3 (1 + cos*2t) 5 1+ 2 ) 2+ 2
Deshalb
I=1;+0 2T[1+1+COS4tdt +1 27T(1+ 4t)dt +1 (t+sm4t)|2“ +Tr 37
= = -4+ —dt=n+-"- cos =1+ —_— =nT+—-—=—.
! . 2 4 4 ), 4 4 ‘o 2 2




