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Aufgabe T13.1
Berechnen Sie den Fldcheninhalt eines Viertelkreises mit dem Radius r > 0 mit Hilfe des Gaul8schen Satzes in der Ebene.

Losung: Eine Parametrisierung des Randes ist gegeben durch
Xl(t):(t;O)T’ te [O’ T']

X,(6) = (—t,(r2 = t2)2)", te[-r,0]
X;(t)=(0,(1—-6)r)", te[o0,1].

Es gilt
X()=(1,0", Xx,(t)=(01,—-t(r*- £2)"3)7, Xy(0)=(0,—r)".

Wir berechnen
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Aufgabe T13.2
Es sei M C R? ein griiner Bereich. Ferner erfiille u € C2(M x R) die folgenden Bedingungen:

Au—u,=0 in MXxR,
u, =0 auf IM xR.

Beweisen Sie: Fiir t € R ist
E(t):= f (G, £ + 1V ,uCx, )17 dox
M

konstant. (Hierbei beziehen sich A, := 812 + 822 und V, auf die Ortsvariable x € M).

Anleitung:




a) Beweisen Sie mit Hilfe des Gauf3schen Integralsatzes, dass fiir f, g € C2(M) gilt:

f(vf,Vg)dx=f f(fz',Vg)dS—f fAgdx
M oM M

(Hierbei ist 1 die &ullere Normale an M).

b) Zeigen Sie, dass ‘é—f =0 gilt.

Losung: Zunéichst beobachten wir, dass Ah = div Vh gilt. Dann bendtigen wir noch die Identitit div(hVg) = Vh-Vg +
hdivVg = Vh-Vg + hAg, die aus der Produktregel folgt. Daher liefert der Satz von Gaul3

J Vh-Vg+hAgdx =f div(hVg) =J. hVg-ids.
G G 3G

Weiter gilt
dE d )
5 (O= T (ueCx, 0% + Vu(x, £)Vu(x, £)) dx
= f 2u, (o, u,t(x, t) + 2Vu,(x, t)Vu(x, t)dx
M

= J 2u,(x, t)Aulx, t) + 2Vu,(x, t)Vu(x, t) dx
M

= ZJ u,(x, t)Vu(x,t) - ii(x)ds
oM

=0.

Aufgabe T13.3
Berechnen Sie den Fldcheninhalt des Gebiets G aus G13.3 mit Hilfe des Greenschen Satzes.

Loésung: Es gilt
1
|G| = —J xdy —ydx
2 Jac
und mit den Parametrisierungen ¢,(t) = (t,t%), —2 < t <2 von G, und ,(t) = (t,4), —2 < t <2 von —G, gilt

P 64
2G| = xdy—ydx=| xdy—ydx-— xdy —ydx = ((Zt —t)+4) dt=—.
G G -G -2 3
1 2

Damit ist |G| = 33—2




