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Aufgaben

Aufgabe T11.1
Wir betrachten die Funktion f : I = [0,1]× [0,1]→ R :, f (x , y) = x y.

(a) Geben Sie für n ∈ N eine Zerlegung Zn von I in n2 Teilintervalle an.

(b) Geben Sie zur Zerlegung Zn zwei Treppenfunktionen f
n
, f n mit f

n
≤ f ≤ f n an.

(c) Benutzen Sie die Treppenfunktionen aus (b) um zu zeigen, dass f auf I Riemannintegrierbar ist.

Lösung:

(a) Wir definieren

Ii j = [
i

n
,

i+ 1

n
]× [

j

n
,

j+ 1

n
]

für alle i, j = 0, . . . , n− 1 und Zn = {Ii j | i, j = 0, . . . , n− 1}. Es ist klar, dass Zn n2 Teilintervalle hat.

(b) Sei 0≤ x < 1 und 0≤ y < 1. Wir definieren

f
n
(x , y) =

i

n
·

j

n
und f n(x , y) =

i+ 1

n
·

j+ 1

n

wobei i, j die einzige Zahlen, für die x ∈ [ i
n
, i+1

n
) und y ∈ [ j

n
, j+1

n
) gilt. Wenn x = 1, nehmen wir n−1

n
statt i

n

und 1
n
statt i+1

n
. Ebenso für y = 1. Es ist klar, dass f

n
≤ f ≤ f n.

(c) Wir zeigen, dass lim
n→∞

∫

I

( f n − f
n
)d(x , y) = 0. Es gilt

∫

I

f ndx =
∑

i, j=0,...,n−1

i+ 1

n
·

j+ 1

n
·

1

n2

∫

I

f
n
dx =

∑

i, j=0,...,n−1

i

n
·

j

n
·

1

n2 ,

1



( 1
n2 = µ(Ii j)). Falls 0≤ i, j < n−1 ist die Komponente i+1

n
· j+1

n
· 1

n2 der ersten Summe auch eine Komponente der

zweiten Summe und falls 0< i, j ≤ n−1 ist die Komponente i
n
· j

n
· 1

n2 der zweiten Summe auch eine Komponente
der ersten Summe. Also

∫

I

( f n − f
n
)dx =

∑

j=0,...,n−1

1 ·
j+ 1

n
·

1

n2 (falls i = n− 1 in der ersten Summe)

+
∑

i=0,...,n−1

i+ 1

n
· 1 ·

1

n2 (falls j = n− 1 in der ersten Summe)

−
∑

j=0,...,n−1

0

n
·

j

n
·

1

n2 (falls i = 0 in der zweiten Summe)

−
∑

i=0,...,n−1

i

n
·

0

n
·

1

n2 (falls j = 0 in der zweiten Summe)

= 2 ·
n−1
∑

k=0

k+ 1

n3

=
2

n3 ·
n
∑

k=1

k =
2

n3 ·
n(n+ 1)

2
=

n+ 1

n2 .

Deshalb lim
n→∞

∫

I

( f n − f
n
)d(x , y) = lim

n→∞

n+ 1

n2 = 0.

a

Aufgabe T11.2
Seien ein abgeschlossen Intervall I von Rn und Z eine Menge von abgeschlossenen Intervallen. Die Menge Z heißt
Rechteckzerlegung des I genau wenn:

(a) für alle J ∈ Z gilt ; 6= J ⊆ I ;

(b) I = ∪J∈Z J ;

(c) für alle J1, J2 ∈ Z und für alle x ∈ J1 ∩ J2 (wenn solche x gibt) ist x nicht innere Punkt von J1 ∩ J2.

Die Menge Z heißt Gitter-Zerlegung des I = [a1, b1]× · · ·× [an, bn] genau wenn für alle i = 1, . . . , n eine Zerlegung Zi
des [ai , bi] gibt, sodass

Z = {[c1, d1]× · · · × [cn, dn] | jedes [ci , di] ist ein Interval von Zi}.

Zeigen Sie, dass jede Gitter-Zerlegung eine Rechteckzerlegung ist. Ist jede Rechteckzerlegung eine Gitter-Zerlegung?

Lösung:

Sei Z eine Gitter-Zerlegung von

I = [a1, b1]× · · · × [an, bn],

und Zi Zerlegungen von [ai , bi], i = 1, . . . , n, sodass

Z = {[c1, d1]× · · · × [cn, dn] | jedes [ci , di] ist ein Interval von Zi}.

Für (a): sei J ∈ Z , dann gilt

J = [c1, d1]× · · · × [cn, dn]

wobei [ci , di] ein Intervall von Zi ist, für alle i = 1, . . . n. Es folgt, dass [ci , di] ⊆ [ai , bi] für alle i = 1, . . . n. Also
; 6= J ⊆ I .
Für (b): sei x = (x1, . . . , xn) ∈ I . Da Zi eine Zerlegung von [ai , bi] ist, gibt ein Intervall [ci , di] von Zi , sodass x i ∈ [ci , di],
für alle i = 1, . . . , n. Das heißt x ∈ [c1, d1]× . . . [cn, dn] ∈ Z .
Für (c): sei

J = [c1, d1]× · · · × [cn, dn] und J = [c′1, d ′1]× · · · × [c
′
n, d ′n]

2



Elementen von Z und x = (x1, . . . , xn) ∈ J ∩ J ′. Dann gilt x1 ∈ [c1, d1] ∩ [c′1, d ′1]. Da [c1, d1], [c′1, d ′1] Intervalle von
Z1 sind, folgt, dass x1 ∈ [c1, d1] ∩ [c′1, d ′1] ⊆ {c1, d1, c′1, d ′1}. Also ist x1 nicht innere Punkt von [c1, d1] ∩ [c′1, d ′1] und
deshalb ist x nicht innere Punkt von J ∩ J ′.
Nun bestimmen wir eine Zerlegung Z von [0, 1]× [0,1], die nicht eine Gitter-Zerlegung ist. Erstes bemerken wir das
Folgende. Seien Z1, Z2 Zerlegungen von [0,1], Z die Gitter-Zerlegung nach Z1, Z2, ki die Zahl der Intervallen von
Zi (i = 1, 2) und k die Zahl der Intervallen von Z . Dann gilt k = k1 · k2. Also, wenn k1, k2 > 1, ist die Zahl k nicht
Primzahl.
Wir betrachten die Zerlegung

Z = {[0,
1

2
]× [0,1], [

1

2
,1]× [0,

1

2
], [

1

2
,1]× [

1

2
,1]}

von [0, 1]× [0, 1]. Es ist klar, dass k = 3. Wenn Z eine Gitter-Zerlegung nach Z1 und Z2 wäre, wäre, da 3 Primzahl
ist, k1 oder k2 gleich 1. k1 = 1 heißt, dass das einzige Intervall von Z1 [0,1] ist. Das kann aber nicht sein, weil nach
der Definition von Z die Zahl 1

2
ein Element von Z1 sein muss, (also gibt es ein Intervall von Z1, dessen linke oder

rechte Grenze die Zahl 1
2
ist). a

Aufgabe T11.3 (Satz von Fubini nicht anwendbar)
Gegeben seien das Intervall I = {(x , y) ∈ R2 | 0≤ x , y ≤ 1} ⊆ R2 und die Funktion

f (x , y) =







x − y

(x + y)3
falls (x , y) ∈ I \ {(0,0)};

0 falls (x , y) = 0.

(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f in (0,0) nicht stetig ist.
(b) Zeigen Sie, dass

∫ 1

0

(

∫ 1

0

f (x , y)dy)dx =
1

2
und

∫ 1

0

(

∫ 1

0

f (x , y)dx)dy =−
1

2

gilt. Erläutern Sie, warum die Funktion f nicht Riemann-integrierbar sein kann. Hinweis: Benutzen Sie bei Teil
(b) die Substitution u= x + y.

Lösung:

(a) Man wähle die Folge

(xn, yn) = (
2

n
,

1

n
)

für n ∈ N. Es gilt:

f (xn, yn) =
1
n

( 3
n
)3
=

n2

27
,

und somit limn→∞ f (xn, yn) =∞. Also ist f in (0,0) nicht stetig. (b) Wir berechnen das erste Integral. Substituiere

u= x + y mit du= dy und x − y = 2x − u.

Dann ergibt sich
∫ 1

0

∫ 1

0

x − y

(x + y)3
dydx =

∫ 1

0

∫ x+1

x

2x − u

u3 dudx

=

∫ 1

0

∫ x+1

x

(
2x

u3 −
1

u2 )dudx

=

∫ 1

0

−
x

u2 +
1

u

�

�

u=x+1

u=x dx

=

∫ 1

0

−
x

(x + 1)2
+

1

x + 1
+

x

x2 −
1

x
dx

=

∫ 1

0

1

(x + 1)2
dx

= −
1

x + 1

�

�

1

0 =
1

2
.
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Mittels derselben Substitution berechnen wir das zweite Integral, wobei hier x − y = u− 2y. Dann ergibt sich

∫ 1

0

∫ 1

0

x − y

(x + y)3
dxdy =

∫ 1

0

∫ y+1

y

u− 2y

u3 dudy

=

∫ 1

0

∫ y+1

y

(
1

u2 −
2y

u3 )dudy

=

∫ 1

0

−
1

u
+

y

u2

�

�

u=y+1

u=y dy

=

∫ 1

0

−
1

y + 1
+

y

(y + 1)2
+

1

y
−

y

y2 dx

= −
∫ 1

0

1

(y + 1)2
dx =−

1

2
.

Wäre die Funktion f Riemann-integrierbar, dann müssten die beiden Doppelintegrale nach dem Satz von Fubini
übereinstimmen. Da dies hier nicht der Fall ist, kann f nicht Riemann-integrierbar sein. a
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