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Aufgaben

Aufgabe T9.1
(a) Man zeige, dass durch x3 +y2 —2xy =0 in einer Umgebung von (x,y) = (1,1) eine differenzierbare Funktion
x = ¢(y) mit ¢(1) =1 implizit definiert ist.

(b) Man berechne die Ableitung ¢’(1).
(c) Zeigen Sie, dass ¢ zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von y =1 ist und bestimmen Sie ¢”(1).
(d) Kann man den Satz iiber implizite Funktionen benutzen, um die Gleichung x* + y? —2xy = 0 nach y (d.h.
¥ =Y (x), wobei 1 differenzierbar) um (1, 1) aufzulésen?
Losung:

(a) Die Funktion f:R? - R, f(x,y) =x3+ y? — 2xy ist stetig differenzierbar mit
of

ax

(x,y)=3x2-2y, a—f(x,y)=2y—2x, f(1,1)=0 and a—f(l,l)zlyéo.
oy dx

Deshalb unter Verwendung des Satzes iiber implizite Funktionen , kann man die Gleichung f(x,y) =0 nach x
16sen fiir (x,y) um (a,b) =(1,1).

Es gibt eine offene Menge U mit 1 € U und eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : U — R mit ¢(1)=a =1
und f(¢(y),y)=0.

(b) Nun bestimmen wir ¢’(1). Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gilt
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Insbesondere ¢’(1) = — 35 0.

(c) Die Formel (1) bestimmt ¢’(y) nach y and ¢(y) fiir y um 1.

Da ¢ stetig differenzierbar ist, folgt, dass ¢’ auch stetig differenzierbar ist und deshalb ist die Funktion ¢
zweimal stetig differenzierbar. Nach dem Kettenregeln folgt
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Insbesondere ¢”(1) = —2.

o
(d) Da a—f(l, 1) =0, man kann nicht den Satz iiber implizite Funktionen benutzen, um die Gleichung f(x,y)=0
Yy

nach y fiir (x,y) um (1,1) zu losen.




Aufgabe T9.2

Sei eine Funktion f : R? — R? die so definiert ist f(x,y) = (e* +e”,e* —e”). Zeigen Sie, dass f lokal umkehrbar um
alle (xg, yo) € R? ist. Gegeben sei (x4, Y,) € R? und g stetig partiell differenzierbar, die um f(x,, y,) definiert ist, und
g(z,w) =(x,y) < (z,w) = f(x,y), bestimmen Sie die Jakobi-Matrix von g in alle (z,w) um f(x,, yo)-

Losung:
Es gilt

e* e

Je(x,y)= ( R ) , und det(Js(x,y)) =—2e"e #0.

Also folgt nach dem Satz iiber Umkehrfunktion, dass f um alle (x,, y,) € R? lokal umkehrbar ist.
Nun bestimmen wir die Jakobi-Matrix von der oberen g. Sei (xo,Yo) € R?; nach dem Satz iiber Umkehrfunktion, gilt

Jg(Z,W) =Jf(X,J’)_1,
wobei (z,w) = f(x,y), fir alle (x,y) um (x4, y,)- Da
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wobei (z,w) = f(x,y), fir alle (x,y) um (xg,Y,)- Nun miissen wir die Varianten x,y als Funktionen von z und w
bestimmen. Es gilt (z,w) = f(x,y), also

fir alle umkehrbare Matrizen A = ( Ccl

z=e +e’ und w=eX¥—¢.

Daher
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Deshalb
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in alle (z,w) um f(xg, yo)-

Aufgabe T9.3
Wir betrachten das Vektorfeld F(x,y,z) = ((x + y)3,sin(xy), xyz), x,y,z €R.

(a) Bestimmen Sie V-F und V X F.
(b) Gibt es eine Funktion f : R® — R, sodass F = gradf?
(c) Berechnen Sie das Kurvenintegral von F iiber die y(t) = (1,t,t2), t € [0, %]

Losung:
(a) Es gilt
V-F=3(x+y)?+xcos(xy)+xy
und
V x F = (xz,—yz,y cos(xy) — 3(x + y)?).

(b) Die Antwort ist nein, weil fiir alle Funktionen f gilt V x (gradf) = 0. Da V X F nicht Null ist, gibt es keine
Funktion f, fiir die F = gradf.

(c) Esist klar, dass F(y(t)) = ((1+ t)3,sint, t>), und y/(t) = (0,1, 2t). Also ist das Kurvenintegral gleich
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f F(y()-7'(t) dt:f sint+2t*dt =1+ —.
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