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Aufgaben

Aufgabe T7.1
Gegeben sei die Funktion f : R2→ R die so definiert ist:

f (x , y) = x3 y2 + 4x y − 2x2 + y3.

(a) Bestimmen Sie das 2-te Taylorpolynom T 2
p f (x , y) von f in der Stelle (1,1).

(b) Unter Verwendung des T 2
p f (x , y) berechnen Sie eine Approximation von f (1.1, 0.95).

Lösung:

(a) Es gilt f (1, 1) = 4, ∂ f
∂ x
= 3x2 y2 + 4y − 4x und ∂ f

∂ y
= 2x3 y + 4x + 3y2 und

∂ 2 f

∂ x2 = 6x y2 − 4,
∂ 2 f

∂ x∂ y
= 6x2 y + 4,

∂ 2 f

∂ y2 = 2x3 + 6y.

Also
∂ 2 f

∂ x2 (1, 1) = 2,
∂ 2 f

∂ x∂ y
(1, 1) = 10,

∂ 2 f

∂ y2 (1,1) = 8.

Deshalb ist das 2-te Taylorpolynom gleich

T 2
p f (x , y) = 4+ 3(x − 1) + 9(y − 1) + (x − 1)2 + 10(x − 1)(y − 1) + 4(y − 1)2.

(b) Wir wissen, dass f (1.1, 0.95)≈ T 2
p f (1.1,0.95). So

f (1.1,0.95)≈ T2(1.1,0.95) = 4+ 3(0.1) + 9(−0.05) + (0.1)2 + 10(0.1)(−0.05) + 4(−0.05)2.

Aufgabe T7.2
Bestimmen Sie alle differenzierbare Funktionen f : R2 → R, für die f ′(x , y) = ( f (x , y) f (x , y)) (d.h. fx(x , y) =
f y(x , y) = f (x , y)) für alle x , y ∈ R und f (0,0) = 1 gilt.

Hinweis. Betrachten Sie die Funktion g(x , y) =
f (x , y)
ex · e y , x , y ∈ R.

Lösung:

Erstes berechnen wir die Ableitung von g(x , y) =
f (x , y)
ex · e y , x , y ∈ R. Nach der Kettenregel und der Voraussetzung

folgt

gx(x , y) =
1

e y ·
fx(x , y) · ex − f (x , y) · ex

(ex)2
=

1

e y ·
f (x , y) · ex − f (x , y) · ex

(ex)2
= 0.

Ebenso g y(x , y) = 0. Also g ′(x , y) = (0 0) für alle x , y ∈ R. Somit ist die Funktion g konstante. Sei c ∈ R, sodass
g(x , y) = c, für alle x , y ∈ R. Das heißt f (x , y) = c · ex · e y . Nun bestimmen wir dieses c. Nach der Voraussetzung
f (0, 0) = 1, also 1= c · e0 · e y , d.h. c = 1. Dies liefert, dass

f (x , y) = ex · e y = ex+y

für alle x , y ∈ R. a
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Aufgabe T7.3 (Formel von Leibniz)
Gegeben seien α = (α1, . . . ,αn), αi ∈ N0, i = 1, . . . , n, eine offene Menge U ⊂ Rn und Funktionen f , g : U → R, die
|α|-mal partial differenzierbar sind. Zeigen Sie, dass

Dα( f g)(x) =
∑

β∈Nn
0 ,β≤α

�

α

β

�

Dβ f (x)Dα−β g(x) (1)

wobei β ≤ α genau wenn βi ≤ αi für alle i = 1, . . . , n, α− β = (α1 − β1, . . . ,αn − βn), und

�

α

β

�

:=
α!

β!(α− β)!
:=

n
∏

i=1

αi!

βi!(αi − βi)!
,

für alle β ∈ Nn
0,β ≤ α.

Hinweis. Benutzen Sie Induktion über die Dimension n.

Lösung:

Für n= 1: sei p ∈ N0 und f , g : U ⊂ R→ R p-mal differenzierbare. Dann gilt

( f g)(p)(x) =
p
∑

k=0

�

p

k

�

f (k)(x)g(p−k)(x). (2)

Wir zeigen (2) über Induktion in p.
Für p = 1, die Gleichung (2) ist klar:

1
∑

k=0

�

1

k

�

f (1−k)(x)g(k)(x) = f ′(x) · g(x) + f (x) · g ′(x) = ( f · g)′(x).

Gegeben sei, dass die Gleichung (2) für p gilt. Wir zeigen sie für p+ 1:

( f g)(p+1)(x) =
�

( f g)(p)
�′
(x) =





p
∑

k=0

�

p

k

�

f (k)g(p−k)





′

(x)

=
p
∑

k=0

�

p

k

��

f (k+1)(x)g(p−k)(x) + f (k)(x)g(p−k+1)(x)
�

=
p+1
∑

k=1

�

p

k− 1

�

f (k)(x)g(p−k+1)(x) +
p
∑

k=0

�

p

k

�

f (k)(x)g(p−k+1)(x)

= f (p+1)(x)g(x) +
p
∑

k=1

�

p+ 1

k

�

f (k)(x)g(p−k+1)(x) + f (x)g(p+1)(x)

=
p+1
∑

k=0

�

p+ 1

k

�

f (k)(x)g(p−k+1)(x).

[Es gilt
�

p

k− 1

�

+
�

p

k

�

=
�

p+ 1

k

�

,

weil:
�

p

k− 1

�

+
�

p

k

�

=
p!

(p− k+ 1)!(k− 1)!
+

p!

(p− k)!k!
=

p!(k)
(p− k+ 1)!k!

+
p!(p− k+ 1)
(p− k+ 1)!k!

=
p!(k+ p− k+ 1)
(p− k+ 1)!k!

=
(p+ 1)!

(p− k+ 1)!k!
=
�

p+ 1

k

�

.]
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Gegeben sei, dass das Formel von Leibniz für n gilt. Sei α = (α1,α2, . . . ,αn+1) ∈ Nn+1
0 und γ := (α1,α2, . . . ,αn) ∈ Nn

0.
Dann gilt

Dα( f · g)(x) = Dα1
1 . . . Dαn

n Dαn+1
n+1 ( f · g)(x) = Dγ

�

Dαn+1
n+1

�

( f · g)(x)

= Dγ







αn+1
∑

βn+1=0

�

αn+1

βn+1

�

Dβn+1
n+1 f (x) · Dαn+1−βn+1

n+1 g(x)







(Leibniz Formel für n= 1)

=
αn+1
∑

βn+1=0

�

αn+1

βn+1

�

Dγ
�

Dβn+1
n+1 f (x) · Dαn+1−βn+1

n+1 g(x)
�

,

und nach der Induktionsvoraussetzung

=
αn+1
∑

βn+1=0

�

αn+1

βn+1

�

∑

θ∈Nn
0 ,θ≤γ

�

γ

θ

�

DθDβn+1
n+1 f (x) · Dγ−θDαn+1−βn+1

n+1 g(x)

=
∑

β∈Nn+1
0 ,β≤α

�

α

β

�

Dβ f (x)Dα−β g(x).
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