Analysis II fiir M, LaG/M, Ph

. TECHNISCHE
7. Tutoriumsblatt UNIVERSITAT
DARMSTADT
Fachbereich Mathematik WS 2010/11
Apl. Prof. Christian Herrmann 03.12.2010
Vassilis Gregoriades
Horst Heck
Aufgaben

Aufgabe T7.1
Gegeben sei die Funktion f : R? — R die so definiert ist:

fOo,y)=x3y*+4xy —2x*+ y3.
(a) Bestimmen Sie das 2-te Taylorpolynom sz f(x,y) von f in der Stelle (1,1).
(b) Unter Verwendung des szf (x,y) berechnen Sie eine Approximation von f(1.1,0.95).
Losung:

(a) Esgilt f(1,1) =4, % =3x%y?+4y — 4x und % =2x3y +4x +3y? und

o%f 0% f o%f
— —6xy%-— = 6x2 — =2x3+6y.
%2 Xy~ —4, 9xdy x°y + 4, 3y’ x° + 6y
Also
o%f o%f o%f

oxdy
Deshalb ist das 2-te Taylorpolynom gleich

T2f(x,y)=4+3(x = 1) +9(y = 1)+ (x = 1)* +10(x — 1)(y — 1) +4(y — 1)*.
(b) Wir wissen, dass f(1.1,0.95) ~ szf(l.l,0.95). So
£(1.1,0.95) ~ T,(1.1,0.95) = 4 + 3(0.1) + 9(—0.05) + (0.1)* + 10(0.1)(—0.05) + 4(—0.05).
Aufgabe T7.2

Bestimmen Sie alle differenzierbare Funktionen f : R? — R, fiir die f'(x,y) = (f(x,y) f(x,y)) (d.h. f.(x,y) =
fy (e, ¥)=f(x,y)) fiir alle x,y €R und f(0,0) =1 gilt.

N o : flx,y)
Hinweis. Betrachten Sie die Funktion g(x,y)= — 5 XY ER.
eX-e

Losung:

o . fxy)
Erstes berechnen wir die Ableitung von g(x,y) = — S XY € R. Nach der Kettenregel und der Voraussetzung

eX-e
folgt
oy L B foy) e 1 floy) e - fun) et
&x\ X,y o )2 = @) .

Ebenso g, (x,y) = 0. Also g’(x,y) = (0 0) fiir alle x,y € R. Somit ist die Funktion g konstante. Sei ¢ € R, sodass
g(x,y) =c, fiir alle x,y € R. Das heiflt f(x,y) = c-e*-e’. Nun bestimmen wir dieses c. Nach der Voraussetzung
£(0,0)=1, also 1 =c-e%-¢”, d.h. ¢ = 1. Dies liefert, dass

faoy)=e e =™

fir alle x,y €R. 4




Aufgabe T7.3 (Formel von Leibniz)
Gegeben seien a = (ag,...,a,), @; € Ny, i = 1,...,n, eine offene Menge U C R" und Funktionen f,g : U — R, die
|a|-mal partial differenzierbar sind. Zeigen Sie, dass

D)= Y, (Z)Dﬁf(x)ua—ﬁg(x) (1)
BENG, B<a

wobei f < a genau wenn ff; < q; firallei=1,...,n,a—f =(a; — B4,...,a, — ), und

a al I a;!
(/5) " Bla—p) '_!:1[ Bit(e; — BV
fiir alle B €N, 8 < a.

Hinweis. Benutzen Sie Induktion uiber die Dimension n.

Losung:

Firn=1:sei p€Nyund f,g: U C R — R p-mal differenzierbare. Dann gilt

p
FP@)=3 (i)f(k)(X)g(P‘k)(X)- 2)
k=0

Wir zeigen (2) iiber Induktion in p.
Fiir p =1, die Gleichung (2) ist klar:

1
2 (k)f“"‘)(x)g(")(x) = /() () + £ (x) - g'(x) = (f - g) ().

1
k=0

Gegeben sei, dass die Gleichung (2) fiir p gilt. Wir zeigen sie fiir p + 1:

p /
G @ =[] = {Z (i)ﬂ@g@‘”] ()
k=0
p
= Z (Z) (f(k+1)(x)g(p—k)(x) +f(k)(x)g(p—k+1)(x))
k=0
p+1 p
= Z (k f 1)f(k)(x)g(p_k+1)(x) + Z (z)f(k)(x)g(p—kﬂ)(x)
k=1 k=0

P

= O (x)g(x) +Z (P ‘;; 1)f(k)(x)g(p—k+1)(x) + F(x)g® D (x)
k=1

- Ii (P . 1)f(k)(x)g(p_k+l)(x)-

k=0 k

[Es gilt
(2 ()-0%)

(kp )+ (p) p! p! p!(k) N p!(p—k+1)

weil:

1 ) - =kt DIk=1) T okl (p—k+ 1kl | (p—k+ DIkl
_pWk+p—k+1)  (p+1)  (p+1
 (p—k+ 1Dk _(p—k+1)!k!_( k )]




Gegeben sei, dass das Formel von Leibniz fiir n gilt. Sei @ = (a;, &y, ..., @y 41) €N und v := (ay,ay, ..., a,) € NJ.
Dann gilt

D(f-g)(x) = Di'...DIDy(f - g)(x) = D' (Dyit) (f - g)(x)

An+1
a 1 n n+1="Pn
o 3 (G Yol - sy et
Bn+1=0 ntl

(Leibniz Formel fiir n=1)

dn+1
Ant1 n n+1~"Pn
5 (o) ot ot )
Bn+1=0 n

und nach der Induktionsvoraussetzung

%n+1

a —

_ Z ( n+1) Z (g)DeDfrilf(x) . DY_QD:TT ﬁn+1g(x)
Bnp1=0 B OeNE, 0<y

= )] (Z)Dﬁf(x)na—ﬁg(x).

BeNITL, B<a




