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Aufgaben

Aufgabe T6.1 (Die Exponentialfunktion fiir Matrizen)
Die Exponentialfunktion fiir Matrizen exp : R™" — R™ " ist durch
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gegeben. Verwenden Sie ohne Beweis, dass die Reihe Zzio %IlA"II fiir jede Matrix A € R™" konvergent ist. (Sie diirfen
das natiirlich auch gerne beweisen.) '

(a) Zeigen Sie, dass exp wohldefiniert ist.
(b) Berechnen Sie die Exponentialfunktion von

1 0 O 1 2 0
A=10 2 0 und B:=]10 1 0
0 0 3 0 0 2

(c) Esseien A, P € R™" und P invertierbar. Zeigen Sie, dass exp(P~'AP) = P~ exp(A)P gilt.
(d) Berechnen Sie die Richtungsableitung der Matrixexponentialabbildung in Richtung A am Punkt O (d.h. bei der
Nullmatrix).
Losung:
(a) Fiir eine beliebige Norm in R™" konvergiert die Reihe Z;O:O %Ak absolut, d.h. Z;O:O %IIAI‘II < 00. Das heildt, dass

jede Komponente ZZ‘;Q %afj firallei,j € {1,...,n} konvergent ist.

(b) Da
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Da
folgt




(c) Esgilt

(d) Es gilt

Somit fOlgt
exp(tA) — exp(0 Z - L tkAk § — i tkAk
li p( ) p( ) I k=1 k! i A k=2 k!
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Aufgabe T6.2
Gegeben seien zwei Funktionen f,F : R® — R, wobei f stetig differenzierbar ist und V£ (x) = x - F(x) fiir alle x € R®

gilt. Zeigen Sie, dass f(x) = f(y) fiir alle x, y € R3 mit ||x||, = ||y]l, gilt.
Losung: Fiir x = 0 ist die Aussage klar. Sei nun x, € R" \ {0} und setze h(x) = ——||x,|l,. Da ||h(x)||, konstant ist folgt

V||h(x)l|l, = 0. Andererseits gilt V(||x]|) =

IXH

T ” und daher folgt mit der Kettenregel

h(x)-Vh(x)

0 = VI[[h(x)lly = V(I - [12)(h(x)) - Vh(x) =
llxllz

Also folgt h(x) - Vh(x) = 0 fiir alle x € R" \ {0}. Nun folgt
V(foh)=(Vf)oh-Vh=h-VhF oh=0.

Damit folgt, dass f konstant auf der Sphare mit Radius ||x]|, ist, was die Behauptung liefert, da h R" \ {0} surjektiv auf
diese Sphére abbildet.




