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Aufgaben

Aufgabe T5.1
(a) Berechnen Sie grad f (x0, y0, z0) an jedem Punkt (x0, y0, z0) ∈ R3, wobei f so definiert ist:

f (x , y, z) = x · e−x2−y2−z2
, x , y, z ∈ R.

(b) Gegeben seien u= (1/
p

3, 1/
p

3, 1/
p

3) ∈ R3 und f (x , y, z) = z2 x + y3, x , y, z ∈ R, berechnen Sie die Richtungs-
ableitung du f (1, 1,2) von f in Richtung u an (1, 1,2).

Lösung:

(a) Wir berechnen

∂ f

∂ x
(x , y, z) = 1 · e−x2−y2−z2

+ x · (−2x) · e−x2−y2−z2
= e−x2−y2−z2

(1− 2x2);

∂ f

∂ y
(x , y, z) = −2y x · e−x2−y2−z2

;

∂ f

∂ z
(x , y, z) = −2zx · e−x2−y2−z2

.

Also

grad f (x0, y0, z0) = e−x2
0−y2

0−z2
0 · (1− 2x2

0 ,−2y0 x0,−2z0 x0).

(b) Es gilt f (1,1, 2) = 22 · 1+ 13 = 5. Für jedes t ∈ R berechnen wir

f ((1,1, 2) + tu) = f (1+
t
p

3
, 1+

t
p

3
, 2+

t
p

3
)

= (2+
t
p

3
)2 · (1+

t
p

3
) + (1+

t
p

3
)3

=
1

(
p

3)3
· [(2
p

3+ t)2(
p

3+ t) + (
p

3+ t)3]

= . . .

=
1

3
p

3
· (2t3 + 8

p
3t2 + 33t + 15

p
3)

=
1

3
p

3
· (2t3 + 8

p
3t2 + 33t) + 5

=
1

3
p

3
· (2t3 + 8

p
3t2 + 33t) + f (1,1, 2).
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Deshalb gilt für jedes t 6= 0, dass

f ((1, 1,2) + tu)− f (1,1, 2)
t

=
1

t
·

1

3
p

3
· (2t3 + 8

p
3t2 + 33t)

=
1

3
p

3
· (2t2 + 8

p
3t + 33).

Also

du f (1,1, 2) := lim
t→0

f ((1, 1,2) + tu)− f (1,1, 2)
t

= lim
t→0

1

3
p

3
· (2t2 + 8

p
3t + 33)

=
33

3
p

3
=

11
p

3

3
.

a

Aufgabe T5.2
Gegeben sei eine Funktion f : Rn → R und p ∈ Rn. Angenommen, dass f partielle differenzierbar in p ist (das heißt

jedes
∂ f

∂ x i
(p), i = 1, . . . , n existiert) und f auf p ein lokales Maximum annimmt, zeigen Sie, dass grad f (p) = 0.

Hinweis. Wenn die Funktion h : R→ R auf t0 ∈ R ein lokales Maximum annimt und h′(t0) existiert, folgt h′(t0) = 0.

Lösung:

Für jedes i = 1,2, . . . , n, betrachten wir die Funktion

hi : R→ R : hi(t) = f (p+ t · ei),

wobei ei = (0,0, . . . , 1, . . . , 0) und 1 liegt auf der Stelle i. Das heißt hi(t) = f (p1, . . . , pi+t, . . . , pn), wobei p = (p1, . . . , pn).
Beachten Sie, dass

f (p+ t · ei)− f (p)
t

=
hi(t)− hi(0)

t
.

Da jedes
∂ f

∂ x i
(p) = lim

t→0

f (p+ t · ei)− f (p)
t

existiert, folgt, dass die Funktion hi differenzierbar in 0 ist und h′i(0) =

∂ f

∂ x i
(p), für alle i = 1, . . . , n. Nun zeigen wir, dass 0 ein lokales Maximum von jedem hi ist. Der Punkt p ist ein lokales

Maximum von f . Das bedeutet, dass eine offene Menge U ⊆ Rn gibt, sodass p ∈ U und f (x)≤ f (p) für alle x ∈ U . Da
U offen ist und p ∈ U , gibt ein δi > 0, sodass p+ t · ei ∈ U für alle t ∈ (−δi ,δi). Also hi(t) = f (p+ t · ei)≤ f (p) = hi(0)
für alle t ∈ (−δi ,δi). Deshalb ist 0 ein lokales Maximum von hi .

Da h′i(0) existiert, folgt nach dem Hinweis, dass h′i(0) = 0. Also
∂ f

∂ x i
(p) = 0 für jedes i = 1, . . . , n. Das bedeutet

grad f (p) = 0. a

Aufgabe T5.3
Gegeben sei die Funktion f : R2→ R, die so definiert ist:
f (x , y) = (x2 + y2) · sin( 1p

x2+y2
) wenn (x , y) 6= (0,0) und f (0,0) = 0. Zeigen Sie, dass

(a) die partielle Ableitungen ∂ f
∂ x

, ∂ f
∂ y

auf jedem Punkt (x0, y0) ∈ R2 existieren;

(b) die partielle Ableitungen ∂ f
∂ x

, ∂ f
∂ y

nicht stetig sind, und

(c) die Funktion f differenzierbar ist.

Lösung:

Beachten Sie, dass f (x , y) = f (y, x) für alle (x , y) ∈ R2. Also f ist symmetrisch.
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(a) Für (x , y) 6= (0,0) berechnen wir

∂ f

∂ x
(x , y) = 2x · sin(

1
p

x2 + y2
) + (x2 + y2) · (−

1

2
) ·

2x

(
p

x2 + y2)3
· cos(

1
p

x2 + y2
)

= 2x · sin(
1

p

x2 + y2
)−

x
p

x2 + y2
· cos(

1
p

x2 + y2
).

Da f symmetrisch ist, gilt

∂ f

∂ y
(x , y) = 2y · sin(

1
p

x2 + y2
)−

y
p

x2 + y2
· cos(

1
p

x2 + y2
),

für alle (x , y) 6= (0,0). Nun berechnen wir die partielle Ableitungen in (0,0).

∂ f

∂ x
(0, 0) = lim

h→0

f (h, 0)− f (0, 0)
h

= lim
h→0

1

h
· h2 · sin(

1

|h|
)

= lim
h→0

hsin(
1

|h|
) = 0.

(Die letzte Grenze ist gleich 0 weil sin( 1
|h| )≤ 1 für alle h 6= 0). Da f symmetrisch ist, folgt ∂ f

∂ y
(0, 0) = 0.

(b) Nun zeigen wir, dass die partielle Ableitungen nicht stetig in (0, 0) sind. Beachten Sie, dass für x0 > 0, gilt
∂ f
∂ x
(x0, 0) = 2x0 sin( 1

x0
)− cos( 1

x0
). Also

∂ f

∂ x
(

1

2πn
, 0) =

2

2πn
sin(2πn)− cos(2πn) = 0− 1=−1

für alle n ∈ N. Deshalb ∂ f
∂ x
( 1

2πn
, 0) 6→ ∂ f

∂ x
(0, 0) und natürlich ( 1

2πn
, 0)→ (0,0). Somit die partielle Ableitung ∂ f

∂ x

nicht stetig in (0,0) ist. Ebenso beweise man, dass ∂ f
∂ y

nicht stetig in (0,0) ist.

(c) Wir zeigen, dass die Funktion f differenzierbar auf jedem Punkt (x , y) ist. Dies ist klar, wenn (x , y) 6= (0, 0), also
betrachten wir nur den Punkt (0,0). Beachten Sie, dass die Ableitung von f in (0,0) gleich ( ∂ f

∂ x
(0,0) ∂ f

∂ y
(0,0)) =

(0 0) sein muss. Also betrachten wir die Matrix A= (0 0) und wir definieren

r(x , y) := f (x , y)− f (0, 0)− A ·
�

x − 0
y − 0

�

für alle (x , y) ∈ R2. Beachten Sie, dass r(x , y) = f (x , y) für alle (x , y) ∈ R2. Wir müssen zeigen, dass

lim
(x ,y)→(0,0)

r(x , y)
‖(x , y)‖

= 0. Für (x , y) 6= (0,0) gilt

r(x , y)
‖(x , y)‖

=
f (x , y)
‖(x , y)‖

=
1

p

x2 + y2
· (x2 + y2) · sin(

1
p

x2 + y2
)

=
p

x2 + y2 · sin(
1

p

x2 + y2
)≤
p

x2 + y2 = ‖(x , y)‖;

somit lim
(x ,y)→(0,0)

r(x , y)
‖(x , y)‖

= 0.

a
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