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Aufgaben

Aufgabe T4.1
Es sei (X , d) ein metrischer Raum und A⊂ X . Zeigen Sie, dass die Funktion dist(·, A) : X → R gegeben durch

dist(x , A) := inf
y∈A

d(x , y)

(Lipschitz-)stetig ist.

Lösung: Es seien x , y ∈ X und ε > 0 gegeben. Dann gibt es ein a0 ∈ A, so dass d(y, a0) ≤ f (y) + ε, also f (y) ≥
d(y, a0)− ε. Damit folgt

f (x)− f (y) = inf{d(x , a) | x ∈ A} − f (y)≤ d(x , a0)− f (y)

≤ d(x , a0)− d(y, a0) + ε

≤ d(x , y) + ε.

genauso erhält man f (y)− f (x)≤ d(x , y) + ε und daher auch

| f (x)− f (y)| ≤ d(x , y) + ε.

Da ε > 0 beliebig gewählt war, folgt

| f (x)− f (y)| ≤ d(x , y)

und dies liefert die Lipschitzstetigkeit mit Lipschitzkonstante 1.

Aufgabe T4.2 (Lemma von Urysohn)
Beweisen Sie die folgende Aussage: Es sei (X , d) ein metrischer Raum und A, B ⊂ X abgeschlossen mit A∩ B = ;. Dann
gibt es eine stetige Funktion ϕ : X → R, für die ϕ(x) = 1 für alle x ∈ A und ϕ(x) = 0 für alle x ∈ B gilt.

Lösung: Wir definieren ϕ : X → R durch

ϕ(x) :=
dist(x , B)

dist(x , A) + dist(x , B)
.

Dann gilt:

(a) ϕ ist stetig.
Dies folgt mit T4.1, falls dist(x , A)+dist(x , B) 6= 0 für alle x ∈ X . Wir nehmen an, dem sei nicht so. Dann gibt es ein
x ∈ X , so dass dist(x , A) = dist(x , B) = 0 gilt. Dann gibt es eine Folge (yn)n∈N ⊂ A mit dist(x , A) = limn→∞ d(x , yn) =
0. (Wähle yn, so dass d(x , yn)≤ dist(x , A) + 1

n
.)

Also gilt yn→ x in X . Da A abgeschlossen ist, folgt x ∈ A. Analog folgt auch x ∈ B wegen dist(x , B) = 0. Dies liefert
jedoch einen Widerspruch zu A∩ B = ;.

(b) ϕ(x) = 1 für x ∈ A und ϕ(x) = 0 für x ∈ B.
Für x ∈ A gilt dist(x , A) = 0, also ϕ(x) = 1 und für x ∈ B gilt dist(x , B) = 0 und dist(x , A) 6= 0, also ϕ(x) = 0.
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Aufgabe T4.3
Zeigen Sie, dass die Supremumsnorm in Rn nicht durch ein Skalarprodukt definiert werden kann. Das heißt, es gibt kein
Skalarprodukt 〈· | ·〉 : Rn ×Rn→ R mit ‖x‖∞ =

p

〈x | x〉.

Lösung: Beweis durch Beispiel: Es sei zunächst n= 2. Angenommen es gäbe ein Skalarprodukt, so dass ‖x‖∞ =
p

〈x | x〉
für alle x ∈ R2 gilt. Wir setzen

x :=
�

1
0

�

, y :=
�

0
1

�

, z :=
�

1
1

�

.

Dann gilt für u, v ∈ R2

‖u+ v‖2∞ = 〈u+ v | u+ v 〉= ‖u‖2∞ + 2〈u | v 〉+ ‖v‖2∞
‖u− v‖2∞ = 〈u− v | u− v 〉= ‖u‖2∞ − 2〈u | v 〉+ ‖v‖2∞

und daher folgt

‖u+ v‖2∞ −‖u− v‖2∞ = 4〈u | v 〉

Das heißt, mit u= x und v = y gilt 〈x | y〉= 0. Daher folgt mit u= z = x + y und v = x

‖z+ x‖2∞ −‖z− x‖2∞ = 3= 4〈z | x〉= 4〈x | x〉+ 4〈y | x〉= 4‖x‖2∞

also ‖x‖2∞ =
3
4

ein Widerspruch!.
Für den allgemeinen Fall n ∈ N ergänze man die Vektoren x , y, z durch Nullen.
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