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Aufgaben

Aufgabe T3.1
(a) Gegeben sei der metrische Raum X = R mit der Metrik d(x,y) = |x — y|, x,¥ € R und die Menge A = (0, 1].
Zeigen Sie, dass

A=1[0,1] und A°=(0,1).

Hinweis. Es gilt A° CACA.

(b) Gegeben sei der metrische Raum X = (0,1] U (2,3) mit der Metrik d(x,y) = |x — y|, x,¥ € X und die Menge
A=1(0,1]. Zeigen Sie, dass

A=(0,1] und A°=(0,1].
Losung:

(a) Fiir A=[0,1].
Es gilt,
x €A== I(x,)pey SA, sodass x, — x.
Erstes zeigen wir, dass A C [0,1]. Sei x € A; das bedeutet, dass es eine Folge (x,)nen gibt, sodass x, € A fiir
jedes n €N, und x,, — x. Da x,, € (0,1] fiir jedes n € N und x,, — x, folgt x € [0,1]. Also AC [0,1].
Da AC 7&, ist es klar, dass (0,1] € A. Nun zeigen wir, dass O €A Da % € A fiir jedes n € N und % — 0 folgt
0€A. Also [0,1] CA.
Fiir A° = (0,1).
Es gilt

x €A’ < Je > 0 sodass U,(x) CA,

also

X gA° < Ve>0gilt U(x) ZA,

wobei U, (x)={y €X | d(x,y) <e}. Auf unserem Fall ist die Menge U,(x) gleich (x — &, x + ¢).

Erstes Zeigen wir, dass (0,1) € A°. Sei ein x € (0,1); es gibt ein € > 0, sodass (x —&,x +¢) € (0,1], (z.B.
¢ =min{x,1 —x} > 0); also U.(x) S A. Das bedeutet x € A° fiir alle x € (0, 1).

Da A° C A, gilt (0,1) € A° € (0,1]. Also miissen wir zeigen, dass die Zahl 1 nicht zu A° gehort. (Dann folgt
A°=(0,1)).

Fiir alle € > 0 die reale Zahl 1+ ¢/2 gehort zu (1 —¢,14+¢) =U,(1) und doch 1+ ¢/2 & (0,1] = A. Das heift,
dass U,(1) € A fiir alle € > 0. Also 1 € A°.




(b) Der Unterschied ist, dass nun der metrische Raum nicht das ganze R ist. Das bedeutet, dass
X €A== x €X & I(x,),en CA, sodass x, — x.

und

U(x)=(x—¢g,x+e)NX

fiur alle x € X.
Fir A= (0,1].

Da ACA, ist es klar, dass (0,1] CA. Sei ein x €A; da x €A, gibt eine Folge (x,),exy SA= (0,1], sodass x,, — x.
Also x € [0,1]; da x € X, folgt, dass x # 0. Deshalb x € (0,1], also A< (0,1].

Fiir A° = (0,1].

Sei ein x € (0,1); es gibt ein € > 0, sodass (x —¢&,x +¢) € (0,1], (z.B. ¢ = min{x,1 — x} > 0). Es gilt
U(x)=(x—e,x+e)nX =(x—¢g,x+e)N((0,1]U(2,3) )=(x —&,x + &), weil (x —¢g,x+¢) C (0,1]. Also
U (x)=(x—¢€,x+¢)<S(0,1] =A. Damit (0,1) CA.

Da A° C A, gilt (0,1) CA° €(0,1]. Nun zeigen wir, dass 1 € A°. Wir nehmen & = % > 0. Es folgt, dass
Uyp(1)=(1-1/2,1+1/2)NnX =(1/2,3/2)Nn( (0,1]U(2,3) ) =(1/2,1].

Also Uy (1) A, dass bedeutet 1 €A°. Deshalb A° = (0, 1].

Aufgabe T3.2
(a) Sei A= ﬂ;”;l(—%, %), B=ny,(0, %) und C = U;“;l(%, 1-— %] Zeigen Sie, dass

A=1{0}, B=0, C=(0,1).

Hinweis. Es gilt x € N;¢;A; genau wenn fiir jedes i € I, x € A; und x € U;¢/A; genau wenn ein iy € [ existiert,
sodass x €4;,.

(b) Gegeben sei ein metrischer Raum (X, d) und offene Mengen A;, i € I. Zeigen Sie, dass die Menge A = U;¢;A; auch
offen ist.

(c) Gegeben sei ein metrischer Raum (X,d) und offene Mengen A;,...,A,. Zeigen Sie, dass die Menge A = N;_, A,
auch offen ist.

Losung:

(a) Es ist klar, dass 0 € (—— —) fiir jedes n € N. Also {O} cnye 1( = —) Sei ein x € N72. 1(—— 1), das heifit, dass
[x]| < H fiir alle n € N. Also |x| =0, deshalb x =

Wenn es ein x € B gébe, wiirde x > 0 und x < % fir alle n € N gelten. Das ist ein Widerspruch, weil fiir jedes
x > 0 gibt ein ngy, sodass ng > % und deshalb i < x.

Es ist klar, dass jedes Intervall (1 1-— l] zZu (0 1) enthélt. Also Uy 1(1 1-— ] € (0,1). Sei ein x € (0,1). Da
x > 0, gibt ein ng, sodass % < x. Da x < 1, gibt ein n;, sodass x < 1 — —. Wir nehmen N = max{n,,n;}.
Es gilt —_nl—o<xundx<1—n— 1— <. Also x € (5,1 3) € (5, 1— 1€ U2, (5,1 - 1]. Deshalb
01U, (51-31

(b) Eine Menge A C (X, d) ist offen genau wenn fiir jedes x €A ein € > 0 gibt, sodass U,(x)={y €X | d(x,y) <
e} CA

Gegeben sei x € UjjA;. Das heifit, dass ein i; €I gibt, sodass x € A; . Da A; offen ist, folgt, dass ein & > 0 gibt,

sodass U,(x) CA; . Da A;) S U4, gilt U (x) S U4y Also ist U A; offen.

(c) Sei x € Ni_;Ag. Das heifit, dass x € Ay fiir jedes k = 1,...,n. Da jedes A, offen ist, gibt ein g > 0, sodass
U, (x) € Ay fiir jedes k = 1,...,n. Wir nehmen ¢ = min{e,...,&,} > 0. Es ist klar, dass U,(x) € U,, (x) fiir
jedes k=1,...,n. Also U,(x) S A, fiir jedes k =1,...,n; deshalb U,.(x) E N;_;A,. Das bedeutet, dass die Menge
N Ak offen ist.




Aufgabe T3.3
Gegeben sei ein Vektorraum V und zwei Normen || - |1, || - ||; auf V, fiir die es A,B > 0 gibt, sodass

A-lxlly < llxlla < B - [lxlly
fiir alle x € V. Zeigen Sie, dass fiir alle Folgen (x,),ey € V und fiir alle x € V gilt:

[Illy [Il2
X, — X genau wenn X, — X.

Losung:

Nach Voraussetzung folgt

A lxy = x[ly < [l = X[l < B |lx, — xlly

II-lly II-ll2 Il-llz2

fiir alle n € N. Falls x, — x, gilt B - ||x,, — x||; — 0; also ||x,, — x||; — 0. Das bedeutet x,, — x. Falls x,, — x, gilt

A-|lx, —x|l; = 0. Also ||x,, — x||; = 0 und weiterhin x, M,

_|




