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Aufgaben

Aufgabe T3.1
(a) Gegeben sei der metrische Raum X = R mit der Metrik d(x , y) = |x − y|, x , y ∈ R und die Menge A = (0,1].

Zeigen Sie, dass

A= [0,1] und A◦ = (0, 1).

Hinweis. Es gilt A◦ ⊆ A⊆ A.

(b) Gegeben sei der metrische Raum X = (0,1] ∪ (2,3) mit der Metrik d(x , y) = |x − y|, x , y ∈ X und die Menge
A= (0, 1]. Zeigen Sie, dass

A= (0, 1] und A◦ = (0,1].

Lösung:

(a) Für A= [0,1].

Es gilt,

x ∈ A⇐⇒∃(xn)n∈N ⊆ A, sodass xn→ x .

Erstes zeigen wir, dass A ⊆ [0,1]. Sei x ∈ A; das bedeutet, dass es eine Folge (xn)n∈N gibt, sodass xn ∈ A für
jedes n ∈ N, und xn→ x . Da xn ∈ (0, 1] für jedes n ∈ N und xn→ x , folgt x ∈ [0,1]. Also A⊆ [0, 1].

Da A ⊆ A, ist es klar, dass (0,1] ⊆ A. Nun zeigen wir, dass 0 ∈ A. Da 1
n
∈ A für jedes n ∈ N und 1

n
→ 0 folgt

0 ∈ A. Also [0,1]⊆ A.

Für A◦ = (0, 1).

Es gilt

x ∈ A◦⇐⇒∃ε > 0 sodass Uε(x)⊆ A,

also

x 6∈ A◦⇐⇒∀ε > 0 gilt Uε(x)* A,

wobei Uε(x) = {y ∈ X | d(x , y)< ε}. Auf unserem Fall ist die Menge Uε(x) gleich (x − ε, x + ε).

Erstes Zeigen wir, dass (0, 1) ⊆ A◦. Sei ein x ∈ (0, 1); es gibt ein ε > 0, sodass (x − ε, x + ε) ⊆ (0,1], (z.B.
ε =min{x , 1− x}> 0); also Uε(x)⊆ A. Das bedeutet x ∈ A◦ für alle x ∈ (0,1).

Da A◦ ⊆ A, gilt (0,1) ⊆ A◦ ⊆ (0,1]. Also müssen wir zeigen, dass die Zahl 1 nicht zu A◦ gehört. (Dann folgt
A◦ = (0,1)).

Für alle ε > 0 die reale Zahl 1+ ε/2 gehört zu (1− ε, 1+ ε) = Uε(1) und doch 1+ ε/2 6∈ (0, 1] = A. Das heißt,
dass Uε(1)* A für alle ε > 0. Also 1 6∈ A◦.
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(b) Der Unterschied ist, dass nun der metrische Raum nicht das ganze R ist. Das bedeutet, dass

x ∈ A⇐⇒ x ∈ X & ∃(xn)n∈N ⊆ A, sodass xn→ x .

und

Uε(x) = (x − ε, x + ε)∩ X

für alle x ∈ X .

Für A= (0,1].

Da A⊆ A, ist es klar, dass (0,1]⊆ A. Sei ein x ∈ A; da x ∈ A, gibt eine Folge (xn)n∈N ⊆ A= (0,1], sodass xn→ x .
Also x ∈ [0,1]; da x ∈ X , folgt, dass x 6= 0. Deshalb x ∈ (0, 1], also A⊆ (0,1].

Für A◦ = (0, 1].

Sei ein x ∈ (0,1); es gibt ein ε > 0, sodass (x − ε, x + ε) ⊆ (0, 1], (z.B. ε = min{x , 1 − x} > 0). Es gilt
Uε(x) = (x − ε, x + ε)∩ X = (x − ε, x + ε)∩ ( (0,1]∪ (2,3) ) = (x − ε, x + ε), weil (x − ε, x + ε) ⊆ (0,1]. Also
Uε(x) = (x − ε, x + ε)⊆ (0,1] = A. Damit (0,1)⊆ A.

Da A◦ ⊆ A, gilt (0, 1)⊆ A◦ ⊆ (0,1]. Nun zeigen wir, dass 1 ∈ A◦. Wir nehmen ε = 1
2
> 0. Es folgt, dass

U1/2(1) = (1− 1/2, 1+ 1/2)∩ X = (1/2,3/2)∩ ( (0,1]∪ (2,3) ) = (1/2,1].

Also U1/2(1)⊆ A, dass bedeutet 1 ∈ A◦. Deshalb A◦ = (0,1].

a

Aufgabe T3.2
(a) Sei A= ∩∞n=1(−

1
n
, 1

n
), B = ∩∞n=1(0, 1

n
) und C = ∪∞n=1(

1
n
, 1− 1

n
]. Zeigen Sie, dass

A= {0}, B = ;, C = (0,1).

Hinweis. Es gilt x ∈ ∩i∈I Ai genau wenn für jedes i ∈ I , x ∈ Ai und x ∈ ∪i∈I Ai genau wenn ein i0 ∈ I existiert,
sodass x ∈ Ai0 .

(b) Gegeben sei ein metrischer Raum (X , d) und offene Mengen Ai , i ∈ I . Zeigen Sie, dass die Menge A= ∪i∈I Ai auch
offen ist.

(c) Gegeben sei ein metrischer Raum (X , d) und offene Mengen A1, . . . , An. Zeigen Sie, dass die Menge A= ∩n
k=1Ak

auch offen ist.

Lösung:

(a) Es ist klar, dass 0 ∈ (− 1
n
, 1

n
) für jedes n ∈ N. Also {0} ⊆ ∩∞n=1(−

1
n
, 1

n
). Sei ein x ∈ ∩∞n=1(−

1
n
, 1

n
); das heißt, dass

|x |< 1
n
für alle n ∈ N. Also |x |= 0, deshalb x = 0.

Wenn es ein x ∈ B gäbe, würde x > 0 und x < 1
n
für alle n ∈ N gelten. Das ist ein Widerspruch, weil für jedes

x > 0 gibt ein n0, sodass n0 >
1
x
und deshalb 1

n0
< x .

Es ist klar, dass jedes Intervall ( 1
n
, 1− 1

n
] zu (0, 1) enthält. Also ∪∞n=1(

1
n
, 1− 1

n
] ⊆ (0, 1). Sei ein x ∈ (0,1). Da

x > 0, gibt ein n0, sodass
1
n0
< x . Da x < 1, gibt ein n1, sodass x < 1− 1

n1
. Wir nehmen N = max{n0, n1}.

Es gilt 1
N
≤ 1

n0
< x und x < 1 − 1

n1
≤ 1 − 1

N
. Also x ∈ ( 1

N
, 1 − 1

N
) ⊆ ( 1

N
, 1 − 1

N
] ⊆ ∪∞n=1(

1
n
, 1 − 1

n
]. Deshalb

(0, 1)⊆ ∪∞n=1(
1
n
, 1− 1

n
].

(b) Eine Menge A⊆ (X , d) ist offen genau wenn für jedes x ∈ A ein ε > 0 gibt, sodass Uε(x) = {y ∈ X | d(x , y) <
ε} ⊆ A.

Gegeben sei x ∈ ∪i∈I Ai . Das heißt, dass ein i0 ∈ I gibt, sodass x ∈ Ai0 . Da Ai0 offen ist, folgt, dass ein ε > 0 gibt,
sodass Uε(x)⊆ Ai0 . Da Ai0 ⊆ ∪i∈I Ai , gilt Uε(x)⊆ ∪i∈I Ai . Also ist ∪i∈I Ai offen.

(c) Sei x ∈ ∩n
k=1Ak. Das heißt, dass x ∈ Ak für jedes k = 1, . . . , n. Da jedes Ak offen ist, gibt ein εk > 0, sodass

Uεk (x) ⊆ Ak für jedes k = 1, . . . , n. Wir nehmen ε = min{ε1, . . . ,εn} > 0. Es ist klar, dass Uε(x) ⊆ Uεk (x) für
jedes k = 1, . . . , n. Also Uε(x)⊆ Ak für jedes k = 1, . . . , n; deshalb Uε(x)⊆ ∩n

k=1Ak. Das bedeutet, dass die Menge
∩n

k=1Ak offen ist.
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Aufgabe T3.3
Gegeben sei ein Vektorraum V und zwei Normen ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 auf V , für die es A, B > 0 gibt, sodass

A · ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ B · ‖x‖1

für alle x ∈ V . Zeigen Sie, dass für alle Folgen (xn)n∈N ⊆ V und für alle x ∈ V gilt:

xn
‖·‖1−→ x genau wenn xn

‖·‖2−→ x .

Lösung:

Nach Voraussetzung folgt

A · ‖xn − x‖1 ≤ ‖xn − x‖2 ≤ B · ‖xn − x‖1

für alle n ∈ N. Falls xn
‖·‖1−→ x , gilt B · ‖xn − x‖1 → 0; also ‖xn − x‖2 → 0. Das bedeutet xn

‖·‖2−→ x . Falls xn
‖·‖2−→ x , gilt

A · ‖xn − x‖1→ 0. Also ‖xn − x‖1→ 0 und weiterhin xn
‖·‖1−→ x . a
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