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Aufgabe T1.1

(a)
(b)

(d)

(e)

()

Sei f : 1 =[a,b] — K eine Treppenfunktion und A € K. Zeigen Sie, dass die Funktion Af auch eine Treppen-
funktion ist und fI Af = Aflf.

Sei Z; = {a = x5 < x; <+ < x,, = b} eine Zerlegung des Intervalls I = [a, b]. Seien cy,...,c, € K und eine
Funktion f : I — K gegeben, sodass f(x) = ¢; fiir alle x € (x;_1,x;). Fiir jede Zerlegung Z, = {a =y, < y; <
«++ < ¥ = b} des Intervalls [a, b], fiir die Z; € Z, gilt, bestimme man d,...,d,, €K, sodass f(x) = d; fiir alle
x € (yj-1,¥))-

Hinweis. Zeigen Sie erstes, dass fiir jedes j =1,...,m ein einziges i € {1,...,n} gibt, sodass [y;_1, ;] € [x;_1, ;]
Daraus kann man d; bestimmen.

Seien f,g : I = [a,b] — K Treppenfunktionen. Zeigen Sie, dass die Funktion f + g auch Treppenfunktion ist

und
f(f+g)=ff+fg-

Hinweis. Zeigen Sie, dass es eine gemeinsame Zerlegung Z = {a = 2, < 2, < -:+ < zy = b} des Intervalls [a, b]
und ai,...,ay, by,...,by €K gibt, sodass f(x) = a; und g(x) = by, fiir alle x € (2;_1,2¢)-

Seien f, g : I — K Treppenfunktionen und A, u € K. Zeigen Sie, dass die Funktion Af +ug auch Treppenfunktion

ist und
f(lfﬂtg):lff +ng-
I I 1

Es seien f, g : I — K sprungstetige Funktionen und A, u € K. Zeigen Sie, dass

J(lf+ug)=kff+ujg-
I I I

Zeigen Sie, dass es fiir jede Treppenfunktion f : I — K die Funktion |f| auch Treppenfunktion ist und

|£f|§£|f|

gilt.

Losung:

(a) Nach Definition 30.1 gibt es eine Zerlegung Z = {a = xy < x; -+ < x, = b} des Intervalls [a, b], sodass die

Funktion f auf jedem Intervall (x;_;,X;) konstant ist. Das heiRt, dass es fiir jedes i = 1,2,...,n ein ¢; gibt,
sodass f(x)=¢; fiir alle x € (x;_1,x;). Also

n

FOY =Y el ()

i=1




(b)

(d)

(f)

fiir alle x € [a,b] \ Z.

Man erhélt, dass die Funktion Af auf jedem Intervall (x;_;,x;) auch konstant ist und inbesondere Af (x) = Ac;
fiir alle x € (x;_1, x;). Also

AF () =D (e (%)
i=1

fiir alle x € [a, b] \ Z. Somit ist Af eine Treppenfunktion und weiterhin gilt nach Definition 30.3:
n n
fxf =D () (i —x ) =2 6 (= x0) = A-Jf.
I i=1 i=1 I

Da Z; = {a = xg < x; < --» < x, = b} eine Zerlegung des Intervalls I = [a,b] ist, gehért y;_; zu einem
Intervall [x;_q,x;] fiir jedes j =1,2,...,m. Also x;_; < y;_; <Y;. Die Zahl y; ist (nach Definition) das kleinste
Element y von Zj, sodass y;_1 < y. Da x; € Z; € Z, und y;_; < X;, kann x; nicht kleiner als y; sein. Somit
Yj < x;, also x;_1 < yjoq < y; < x;. Das bedeutet [y;_1,y;] S [x;_1,%;]. Weiterhin ist dieses i die einzige
Naturhche Zahl k sodass [y;_1,¥;] S [Xx_1,X;], weil andererseits der Schnitt [x;_1,%;] N [x;_1,%;] das ganze
Intervall [ Yi-15 yj] umfassen wiirde. Aber der Schnitt zweier ungleicher Intervalle, deren Grenzen zu der gleichen
Zerlegung gehoren, enthélt hochstens ein Element. Also ist dieses i das einzige.

Da f(x) = ¢; fiir alle x € (x;_;,%;), muss d; gleich ¢; sein. Also definieren wir d; = c¢;; wobei i die einzige

natiirliche Zahl ist, sodass [y;_1,¥;] € [x;_1,X;]. Es folgt, dass f(x) =d; fiir alle x € (y;_1, ;)

Da f und g Treppenfunktionen sind, gibt es zwei Zerlegungen Z; = {a = x5 <x; <-+- < x, = b}, Z;, ={a =
Yo <Y1 <-+<Yn=Db}desIntervalls [a,b] und cy,...,c,, dy,-..,d, €K, sodass f(x) = ¢; fiir alle x € (x;_1, X;)
und g(x) = d; fiir alle x € (y;_1,¥;)-

Mann betrachte die Zerlegung Z = Z; UZ, = {a =2, < 2; <--+ <2y = b}. Nach (b) (angewendet auf f und g)
gibt es ay,...,ay, bq,..., by €K, sodass f(x) =a; und g(x) = b, fiir alle x € (2;_1,2¢)-

Wir definieren e, = a; + by, und es ist klar, dass (f + g)(x) = e fiir alle x € (2;_1,2;). Deshalb ist die Funktion
f + g Treppenfunktion. Nach der Definition des Integrals gilt

N N N
ff +g=Zek-(zk—zk_1>=Zak-(zk—zk_1)+2bk-(zk—zk_1>=ff+fg
I k=1 k=1 I 1

k=1

Das folgt nach (a) und (c).

Nach Theorem 30.13, gibt es zwei Folgen (f,)nen, (8n)neny von Treppenfunktionen auf I, die gleichméRig jeweils
gegen f und g konvergieren. Nach Definition 30.16 gilt J f = llm f fanund | g = hm fgn Nach (d) ist
die Funktion Af, 4+ ug, fir jedes n € N eine Treppenfunktion und es ist klar, dass die Folge (Af, + Ug)nen

gleichméRig gegen Af + ug konvergiert. Nach Definition 30.16 gilt f(kf +ug) = lim f(kfn + ugn).
n—oo
I I
Man erhélt

J(lf+ug) = }L@J(Uﬁﬂ&)
I 1

= lim (lffnﬂt J 8n) (nach (d))
I 1

A lim an+u lim fgn
n—oo I n—oo I
lff+ufg
I I

Sei eine Zerlegung Z = {a = xy < x; < -+ <x, =b} und c4,...,c, €K, sodass f(x) =¢; fir alle x € (x;_q1, Xx;)-
Es folgt, dass |f(x)| = |¢;| fiir alle x € (x;_1, ;). Deshalb ist |f| Treppenfunktion. Nach der Definition gilt




|ff| =1 e =Xl < Y el - G = x| =Z|ci|-(xi—xi_1)=J £1.
1 i=1 i=1 i=1 I

Aufgabe T1.2 (Lemma 30.11)
(a) Sei eine Menge A # @ und eine Funktion f : A — R, die nicht beschrénkt ist. Zeigen Sie, dass es eine Folge
(xn)neN CA glbtv sodass |f(xn)| — 00.

(b) Sei eine Menge A # @ und eine Funktion f : A — R, die nicht beschréankt ist. Zeigen Sie, dass es eine monotone
FOlge (yn)HEN CA gibta sodass |f (yn)| — 0.

Hinweis. Benutzen Sie Lemma 10.8.

(c¢) Seieine Funktion f : [a, b] — R, die nicht beschrinkt ist. Zeigen Sie, dass es eine monotone Folge (x,,),ey € [a, b]
und ein x, € [a, b] gibt, sodass x,, = x¢ und |f (x,)| — oo.

(d) Sei eine Funktion f : [a, b] — R, die nicht beschrinkt ist. Zeigen Sie, dass f nicht sprungstetig ist. Also ist jede
sprungstetige Funktion beschrankt.

Losung:

(a) Da f nicht beschrankt ist, gilt fiir jedes n € N ein x, €A, sodass |f (x,)| = n. Also gibt eine Folge (x,)pen €A,
sodass |f (x,)| — o0.

(b) Sei die Folge (x,)en von (a). Nach Lemma 10.8 gibt es eine Teilfolge (x;, )nen, die monoton ist. Da |f (x,)[ — oo,
folgt |f (xx, )| — co. Wir nehmen y, = x;fiir jedes n € N.

(¢) Nach (b) gibt es eine monotone Folge (x,),en S [a,b], sodass |f(x,)| — o0o. Falls (x,),ey wachsende ist,
definieren wir x, = sup{x,|n € N} und falls (x,),ey fallende ist, definieren wir x, = inf{x,|n € N}. Auf jedem
Fall gilt x, — x,, weil die Folge (x,),ey monoton ist. (Das ist der Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstraf.)
Da fiir jedes n €N, a < x, < b, folgt a <x, < b.

(d) Da f nicht beschréinkt ist, folgt nach (c), dass es eine monotone Folge (x,)en € [a, b] und ein x, € [a, b] gibt,
sodass x, — xo und |f (x,)| — oco0. Falls (x,),ey Wachsende ist, folgt, dass die linksseitige Grenzwert lim f(x)
X=Xy
nicht zu R existiert. (Andererseits wiirde lim |f(x)| € R gelten. Also wiirde auch lim |f (x,)| € R gelten.) Falls
X—=Xxg n—o00
(xp)nen fallende ist, folgt, dass die rechtsseitige Grenzwert liIn+ f(x) nicht zu R existiert. Auf jedem Fall, ist

—
X XO

die Funktion f nicht sprungstetig.




