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Gruppeniibung

Aufgabe G4.1
Es seien X, Y endlich-dimensionale normierte Vektorrdume. Zeigen Sie, dass jede lineare Abbildung A : X — Y Lipschitz-
stetig ist. D.h. es gibt eine Konstante L > 0, so dass

|Ax —Aylly < Lllx — yllx, fiir alle x, y € X.

Hinweis: Zeigen Sie zunéichst ||Ax||y < C||x|| fir alle x € X, fiir eine geeignete Norm || - || auf X.

Aufgabe G4.2
Es sei N ausgestattet mit der von R induzierten Metrik, d.h. d(n,m) = |n — m| fiir n,m € N. Geben Sie alle stetigen
Funktionen von (N, d) nach R an.

Aufgabe G4.3
(a) Esseif :R?— R gegeben durch

L fiir (x,y) # (0,0)
— x“+y
fx,y) { 0 fiir (x,y) =(0,0)

Ist f stetig?

(b) Geben Sie eine Funktion f : R? — R an, so dass die partiellen Funktionen f; : R —» R, x — f(x,0) und f, : R —» R,
y — f(0, y) stetige Funktionen sind, die Funktion f aber in (0, Q) unstetig ist.

Hausiibung

Aufgabe H4.1 (6 Punkte)
Wir betrachten die Funktion

sin(x)y?
R\ {0} >R, f(x,y)=——"r
fAROF R floy) =5
(a) Ist die Funktion f stetig?
(b) Ist sie stetig auf R? fortsetzbar, d.h. gibt es eine stetige Funktion F : R? — R mit Fig2\jop = f?
(c) Untersuchen Sie die Funktion f : R? — R gegeben durch

sin(x)y4
falls (x, y) # (0,0)

fGy) ::{ 0 " falls (x,y) = (0,0)

auf Stetigkeit.




Aufgabe H4.2 (6 Punkte)
Es sei

Cc([0,1]) :={f € C([0,1]): f ist differenzierbar in (0,1) und f’ ist stetig fortsetzbar auf [0, 1]}

versehen mit

Ifllc :=1f oo +11f Moo

(a) Zeigen Sie, dass || - || ;1 eine Norm ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung T : C!([0,1]) — C([0,1]), T(f) = f’ linear und stetig ist, falls der Raum C([0,1])
mit der Supremumsnorm || - ||, normiert wird. Vergleichen Sie hierzu auch G3.3.

Aufgabe H4.3 (6 Punkte)
Wir betrachten die Funktion f : R? — R mit

f(x,y)={;;y : y#0

sonst
Skizzieren Sie die Hohenlinien der Funktion. Fiir ¢ € R ist die Hohenlinie zur Hohe ¢ gegeben durch

{(,y)eR?: f(x,y)=c}.

Ist die Funktion stetig im Punkt (0, 0)? Welchen Hinweis geben die Hohenlinien?
Hinweis: Die Hohenlinien sind Kreise.




