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Aufgabe G1.1
Fiir jedes n € N betrachten wir die Zerlegung Z, = {ZL" | Kk =0,1,...,2"} des Intervalls [0,1] und die Funktion

k
@, ¢ [0,1] — R, die so definiert ist: ¢,(0) = 0 und @,(x) = (5)2; wobei k die einzige natiirliche Zahl ist, sodass

k=1 k.
2Tl 3 2]’1

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N

xe€(

], wenn 0 < x < 1;

1 d —1 1 1 2 !
0¢n(X)X—6'( +§)'( +§)

gilt.
Hinweis. Es gilt Z;{nzl k*= w.

(b) Zeigen Sie dass die Folge (¢, )nen gleichmiRig gegen f(x) = x2, x € [0,1] konvergiert.

1
(c) Berechnen Sie das Integral fo x?dx ohne die Benutzung des Theorems 31.8 (Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung).

Aufgabe G1.2 (Korollar 30.14.)
(a) Sei f :I — R eine Funktion, sodass es eine Folge (f,),en von Treppenfunktionen auf I gibt mit f = 2?21 fn und
ZZ';I [ fnlleo < 00. Zeigen Sie, dass f sprungstetig ist.

(b) Sei f : I — K eine sprungstetige Funktion. Zeigen Sie, dass es fiir jedes k € N eine Treppenfunktion ¢, : I = K
gibt mit

1
If (x) = ()] = P fiir alle x € 1.

(c) Sei f : I — R eine sprungstetige Funktion. Zeigen Sie, dass es eine Folge (f,) ey von Treppenfunktionen auf I
gibt mit f =337 f, und 377, [lfylleo < o0.
Hinweis. Nehmen Sie f; = ¢; und jedes fi,; als die Differenz zweier Funktionen der Folge (¢ )keny von (b).

Aufgabe G1.3
(a) Sei g :R — [a,b] eine differenzierbare Funktion und f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass die
Funktion F:R—R:

g(x)

F(x)= f(t)dt

a

differenzierbar ist und F/(x) = f(g(x))- g’(x) fiir alle x € R.

2
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(b) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion F(x) = f

4 10g(t)dt, x €[2,3].




Hausiibung

Aufgabe H1.1 (6 Punkte)

(a) Zeigen Sie dass | — ——| <|x—yl|, fiir alle x,y > 0.

x+1 y+1
(b) Fiir jedes n € N betrachten wir die Zerlegung P, = {2% | k=0,1,...,2"} des Intervalls [0,1] und die Funktion
1
@, : [0,1] = R, die so definiert ist: ¢,(0) =1 und ¢,(x) = 5 1; wobei k die einzige natiirliche Zahl ist,
)+
2n
sodass x € (kz_nl, ZL"], wenn 0 < x < 1. Zeigen Sie, dass
1
f pn — log(2).
0

1
Hinweis. Nehmen Sie die Funktion f(x) = ﬁ, x > 0. Was ist der Wert des Integrals fo f(x)dx?

Aufgabe H1.2 (6 Punkte)
X3
(a) Berechnen Sie die Ableitung der Funktion F(x) = f—x2 e’dt, x €[0,1].
(b) Sei f :[0,2] — R eine stetige Funktion, sodass f()zf(x)dx < 100. Zeigen Sie, dass es ein £ € [0,2] gibt, sodass
f(&)<50.

Hinweis. Benutzen Sie die Bemerkung 31.6.

Aufgabe H1.3 (6 Punkte)
(a) Sei (fy)nen eine Folge von Treppenfunktionen auf einem abgeschlossen Intervall I, sodass Zzozl |l fallow < 00 und

f= ZZ‘;I fn- Zeigen Sie, dass
f F=>. f fur
I n=1JI

(b) Wir definieren x; = 0, x,, = Z:llllz fiir jedes n > 2. (Es gilt, dass x, — %2) Wir betrachten die Funktion

f [0, %2] — R, die auf jedem Intervall (x,, x,,1] gleich 1/n ist und f(0) =f(%2) = 0. Wir betrachten auch die
1
Funktionen f, : [0, %2] —R,n=1,2,..., die so definiert sind: f,(x) = — wenn x € (X, X411, fn(x) =f(%2) =0
n
wenn X & (X, Xpy1]-
i. Zeigen Sie, dass es f(x) = Zi‘;l fi(x) fiir jedes x € [0, 7Z—2] gilt.
Hinweis. Beweisen Sie es durch die Fallunterscheidung: x € {0, %2} und x € (x,, X,4q] fir ein n > 1.
ii. Zeigen Sie, dass die Reihe ZZ; fi gleichméRig gegen f konvergiert.
Hinweis. Fj\i]ir jedes N € N beweisen Sie, dass fiir alle x € (0,xy,1] f(x) = lej=1 fi(x). Wie grofs ist die Zahl
If(x) =D _, FOO)] wenn x & (0,xy 117

7.[2
iii. Finden Sie eine Folge (a;),ey von reellen Zahlen, sodass fof f= Z;‘;l ap.




