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A heilst polynomiell reduzierbar auf B (,A =, B"),
falls es eine in polynomieller Zeit berechenbare totale
—unktion f:2* —» 2*gibtmit x e A & f(x) e B [LxeZ*.
.emma: a) A=, B und BeP = AeP

0) A=,B und B=x, C = A=,C (Transitivitat)

L heilst NP-schwer, falls fur jedes ALINP gilt: A < L.
L heil3t NP-vollstandig, falls NP-schwer und NP ist.

Bem: Istein L NP-vollstandig und LeP, .
sofolgt P=NP  (und 1 000 000 $US)

Korollar: Falls NP # P gilt, dann sind alle NP

NP-vollstandigen Sprachen in NP \ P,
also inshesondere nicht in P. g

Martin Ziegler
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Die Master-Reduktion
Satz von Cook-Levin (1971/72)

" SAT Ist NP-vollstandig.

m Zu zeigen:

*« SAT e NP
(schon erledigt)

* FUr jedes LENP gilt: ®)
L <, SAT t



Beweisidee | OLONP: L<, SAT

SeiL € NP, N=(Q, %, T, 3, q, ,F) eine 1-NTMemesicore [§
die L in Zeit T(n) entscheidet flr ein Polynom T.
O.B.d.A.. N macht immer genau T(n) Schritte
Aufgabe : Beschreibe eine in polynomieller Zeit
berechenbare Funktion f, die bel Eingabe w € 2*
eine Boole‘sche Formel &, =f(w) liefert, so dass gilt:
N akzeptiert w <& @, ist erfullbar

Idee: Konstruiere Formel ® so, dass erflullende Belegungen flr
® zu akzeptierenden Rechnungen von N korrespondieren.

Boole‘sche Variablen von @ und ihre intuitive Bedeutung:

d o : »Nach Schritt t steht in Bandzelle #s das Symbol a*

he; :.,Nach Schritt t steht der Kopf auf Zelle #s"

Z,¢ - »Nach Schritt tist N im Zustand " alll', qUQ
s=1..S(|w|), t=0...T(|w])
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Bewelsskizze

Konstruiere Formel @, so, dass erfillende Belegungen fur
® zu akzeptierenden Rechnungen von N korrespondieren.

Boole'sche Variablen von ® und ihre intuitive Bedeutung:

ds .« »Nach Schritt t steht in Bandzelle s das Symbol a* alll, qLQ
hs, : .Nach Schritt t steht der Kopf auf Zelle s* s=1..S(|w|)
Z,: - »-Nach Schritt tist die Maschine im Zustand q° t=0...T(|w|)
T(n)-S(n):|T'| + T(n)-S(n) + |Q|-T(n) = polynomiell viele Var.en

Jede Rechnung von N gestartet mit w kann durch
passende Belegung der Var.en beschrieben werden.

Belegungen konnen aber auch Unsinn beschreiben.

Ziel: Entwerfe KNF @, die genau flr diejenigen
Belegungen der Variablen wahr wird, die eine

akzeptierende Rechnung von N beschreiben.

Martin Ziegler 16
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Teilformeln von @

D, (Vo...,V7) = Config(V,) UConfig(V,) 0...0 Config(Vy)

[ Start,,(V,) O Succ(V,,V,) O...dSucc(V+.., V) OAkz(V;)
Boole'sche Variablen von ® und ihre intuitive Bedeutung:

ds .« »Nach Schritt t steht in Bandzelle s das Symbol a* alll, qLQ
hs, : .Nach Schritt t steht der Kopf auf Zelle s* s=1..S(|w|)
Z,, . ,Nach Schritt t ist die Maschine im Zustand g“ t=0...T(|w|)

q.t

V, = der Teill der Variablen, die zum Rechenschritt #t gehoren
= {dsay - @a€l,s=<S} U {hg;:s<S} U {z,,: qeQ}
Config(V,) : wird wahr genau fur die Belegungen von V.,
die eine Konfiguration beschreiben.
Succ(V,, V,,,) : wird wahr genau fur die Belegungen von V, U V,,,,
die Konfigurationen K und K" beschreiben mit K+ K" .
Start,, (Vo) : wird wahr genau fur Belegung, die qow beschreibt.

Akz(V;) wahr fur Belegung, die einen akz. Endzustand beschreibt

Martin Ziegler 17
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Skizze zum Bewels

LU SW W WaW, || Sat(Vew) 9
t=2 Succ(V4,V,) =
Q
—

T

Succ(Vr.1,Vr) 2,
=T .o oo oo oo Oaccept wor e oee oen | Akz(V5)

< >

S Gibt es so ein
Gibt es solch eine Rechnung auf der NTM? Belegung?

Martin Ziegler
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Config(V), Start,,, Akz

wahr flr Belegungen, die eine Konfiguration beschreiben

V ={ds,:ael, s=<S} U{hs:s=sS} U{z,:9€Q}
d .. ,in Bandzelle #s steht das Symbol a“
h, : ,Kopf steht auf Zelle #s* Z, - .Nistin Zustand g"

AbkUrzung uniq(Xy,...,X;) = (X,L...[x) [ 4 (=% U =X)
wahr < genau ein x ist wahr, _ange O(r?).
Config(V) =

uniq(hy,...,hg) Ouniq(z,:qUQ) U L<s uniq(ds ,:all’)
hat Lange O(S2+|Q|4+S:|IM?) = O(S?), da NTM N fixiert.
Start, (V) :=h, Uz, Ud,,, O... 0d,,, Odyyg... Odgg
Akz(V) =z, Lange O(S)
Start, (V) : wird wahr genau fur Belegung, die g,w beschreibt.
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SUCC(Vt 1Vt+1) .....................

wahr genau fur die Belegungen, die aufein-
anderfolgende Konfigurationen beschreiben

‘Abkurzungen XY e (X O=ay) O(=x Uy)
d
hs
Z

Vs,q,a,p,b,L = "(hst i th i ds at) — (Zpt+1 i ds b,t+1 i hs-l,t+1)“

Kopf steht auf Barndzelte#s oder Zelle #s bleibt unverandert*
SUCC(Vt1Vt+1) = 5<S alll ( hs,t u "ds,a,t: ds,a,t+1“

| 5<S (p,b,X)0(q,a) Vs,q,a,p,b,X(Vt1Vt+1)

. »Nach Schritt t steht in Bandzelle s das Symbol a“ ar qdQ
,Nach Schritt t steht der Kopf auf Zelle #s* s=1..S
,Nach Schritt t ist die Maschine im Zustand " t=0...T

S,a
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deS Bewelses Koplexitatstheorie
Config(V,) : wird wahr genau fir die Belegungen von V.,
die eine Konfiguration beschreiben.

Succ(V,, V,,q) : wird wahr genau fur die Belegungen von V, U V,,,,
die Konfigurationen K und K" beschreiben mit K+ K" .

Start,, (Vo) : wird wahr genau fur Belegung, die qow beschreibt.
Akz(V;) wahr fur Belegung, die einen akz. Endzustand beschreibt

Jewells berechenbar aus w in polynom. Zeit

D, (Vo,..,V7) = Config(V,) UConfig(V,) L...0 Config(Vy)
[ Start,, (Vo) O Succ(Vy,V,) O...U Succ(Vy.,Vy) O Akz(Vy)

Berechenbar in polynom. Zeit und gilt:
N akzeptiert w ~ @, Ist erfullbar gy

Martin Ziegler
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NP-vollstandige Probleme

Komplexitatstheorie

Def. (Erinnerung): A heil3t NP-vollstandig, falls
AUNP und fur jedes LENP gilt: L <, A

Cook-Levin: SAT ist NP-vollstandig.
Wissen: CLIQUE =/ 1S<, SAT =, 35AT <, IS.
— auch CLIQUE, IS, 3SAT sind NP-vollstandig

Lemma. Sei A NP-vollstandig und gelte:
 BeNP

+|A<, B

Dann ist auch B ist NP-vollstandig.

Martin Ziegler
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Subset Sum NP-vollstandig s

{(a,,...,ay,b) | a;,...,ay,b0ON, oy, ...,0,0{0,1} : b:Zi a.-a.

SubsetSUMONP ' Zeige: 3SAT <, SubsetSum

In polynom. Zeit: 3KNF & — XN und bLN mit:
[erfullend. Belegungvon ® - [YIX: b=2_,a

Bsp © —‘ Xy 0 =Xg O Xe \ (=X, Oxs OX,) O(=%, =X, O=Xg)

v, :=[100[10000] v,‘ :=[010[10000| b :=|444[11111]

v, :=|000/01000| v,' :=(002(01000| c,:=[100 00000

v, :=(000|00100| v,' :=[100(00100 %1-=| 88 88888

v, :=(010/00010| v,' :=[000/00010 2:~|355 00000
. - 2"

Vi .= 110[00001| vg = |901 00001 Cyi=| 01 00000

m Klauseln in n Var. — 2n+2m+1 Werte a n+m Dez.ziffern



