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Polynomielle Reduktion Wl

A C 2* helld3t reduzierbar auf B C 2*, falls es eine
berechenbare, totale Funktion f:2*—2* gibt

so dass fur alle xex* qgilt: xeA < f(x)eB.

Wir schreiben: A < B (mittels f). ,=<"Iist transitiv.
Falls B (semi-) entscheidbar ist und A < B qilt,
dann ist auch A (semi-) entscheidbar.

A heil3t polynomiell reduzierbar auf B (,A =, B"),

falls es eine Iin polynomieller Zeit berechenbare totale
Funktion f:2* - 2*gibtmit xe A & f(x) €e B Lxe2*.

Lemma: a) A=, B und BeP = AeP
b) AX,B und B, C = A=,C (Transitivitat)

Beispiel: CLIQUE <_1S=<_CLIQUE, f((G,k)):=(G,k)

Martin Ziegler 1



A
Q&

SET) TECHNISCHE
g{@’@/@ UNIVERSITAT

Weiteres Belspiel:
Boole‘sche Erfullbarkeit ot

e Eine Boole’sche Variable x kann Werte O und 1
(f al sch und wahr) annehmen.

e Eine Boole'sche Formel @ ist eine Verknlpfung von
Boole’schen Variablen durch Boole’'sche Operatoren,

z.B.AND (), OR(0), NOT (—).
Beispiel : & =(—-x U y)Ud(x L —z)
Ist eine Boole’sche Formel mit Variablen x, vy, z.

o @ st erfullbar, falls es eine Belegung der Variablen
mit Werten O, 1 gibt, die ® wahr macht.

Beispiel : @ ist erfullbar, z. b. durch x:=1, y:=1, z:=0.
Anwendung: Optimierung von Logik-Schaltkreisen
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Komplexitatstheorie

 Literal: Variable oder negierte Variable: vy, -v.
« Klausel: Disjunktion (,or “) von Literalen:
C=x, U0 ..0x,, X Literale

 Formel @ in Konjunktiver Normalform (KNF):
Konjunktion (,and®) von Klauseln:

b¢=C,U...10C,, C; Klauseln
e Value={{(d,x): ®wird wahr bei Belegung X }

o SAT :={{(D): P erflllbare Formel in KNF }

Konjunktive Normalform (KNF)

Beispiel: ((—xOvy)Ox0O -z), (1,1,0)) | Value
((—xUdydxd-z),(0,0,1)) ] Value
((—x0Oy)OxO =z)) (] SAT
((—xOy)dxO-z)O@O-y)OxOREy) ) U SAT
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Erfullbarkeit (Satisfiability)

Komplexitatstheorie

Konjunktive Normalform (KNF) =
Konjunktion (LJ) von Disjunktion (L)) von Literalen (x,~X)
Value = {(®,x) : Formel ® wird wahr bel Belegung X }

SAT = { (D) : KNF-Formel @ ist erflllbar }

* k-KNF Formel: Formel in KNF,
In der jede Klausel aus <k Literalen besteht.

e K-SAT ={ (D) : ® erfullbare Formel in k-KNF }
Ubung: 2-SAT OP
Fragen: SAT0OP? 3-SATOP?
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Zwelites Beispiel fur
Polynomielle Reduktion

Komplexitatstheorie

a) 3SAT ist polynomiell auf SAT reduzierbar:
3SAT <, SAT

b) SAT ist polynomiell auf 3SAT reduzierbar:
SAT <, 3SAT

Folge: Beide Probleme sind im Wesentlichen ‘gleich
schwer’; ein polynomialzeit-Algorithmus fur das eine
wurde einen ebensolchen fur das andere liefern:

SAT € P & 3S5AT € P.
Die gleiche Situation wie bei IS und CLIQUE...
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a) 3SAT <, SAT b)) SAT <, 3SAT

nd was |sf(E|ngaber
die keine 3-KNF

Formel darstellen) ?

Bewels: Was ist zu tun?

a) Beschreibe eine in polyno
Funktion f, die aus einer 3-KN
Formel @’ macht so dass gilt:

@ ist genau dann erfullbar, wenn @ es ist.

b) Gegeben KNF-Formel ®=(alUbUOclUdUe) O &,
mit Literalen a,b,c,d,e.

Betrachte neue Variablen x,y und Formel
¢'=(allblx)0d (-xUcUy)U(=ydUe) O @
Klausel mit k Lit. — k-2 Klauseln a 3 Lit. & k-3 neue Var.

®* ist 3-KNF; und erfullbar (d.h. in 3SAT)
genau dann, wenn @ erfullbar (d.h. in SAT) ist!
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Komplexitatstheorie

ZU tun: Bei Eingabe von Graph G und kLN,
berechne in polynomieller Zeit eine KNF Formel ®, so dass
® erfullbar ist g.d.w. es k unabhangige Knoten in G gibt.

G habe Knoten V={1,..,n} und Kanten E.

Betrachte Bool'sche Variablen x,;, veV, i=1..k
Knoten v ist i-ter dep-qunabhangigen. Es gibt einen I-ten

dazu Klauseln K;:= L, x,;, i=1..k _Lunabhangigen.
Knoten v kann nicht

und —x,;U-x,;, veV, lsi<jsk i-ter und j-ter sein.
r 2 verbundene Knoten
—X . [1=Xx . <i<i< _ _ _
und Xy, U Rv,j vt ek, Isig=k sind nicht unabhangig.
Grofde von @: O(k-n+n-k+n2k2)=0(n2k?)

Berechnungsaufwand von (G,k) — ®: polynomiell in n+log k
da k=<n.

AL
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Berechne in polynomieller Zeit aus einer 3-KNF Formel @
einen Graphen G und eine Zahl k, so dass gilt: ® ist genau
dann erfullbar, wenn es in G k unabhangige Knoten gibt.

z.B. (ul.O.)O(..O-ul.)OC..0..0u)d(ud..d..)

...................... D@ C =X UX, UXg, X therale \‘
V {(| 1),.. (| 3) |<k} E:={{(,9),(,1)} : I=) oderX s= Xit }f

‘ 1
=1
-~
-~

(1,2
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Reduktion 3SAT < |S

—" Sel x erfullende Belegung von ®. Dann ist'm-jeder
Klausel mindestens ein Literal wahr . Die zugehorigen

Knoten in G sind nicht miteinander verbunden.
.1 % Seien (vq,..,v,) unabhangig in G. Dann gehort zu
jedem v, ein Literal x,, in ®. Diese haben alle gleiches

g
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(k,2)
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Beispiel-Instanz von
3SAT reduziert auf 1S

X

(—IX

y)
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Komplexitatstheorie

=y ) O (=y)
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Komplexitatstheorie

Gezeigt: CLIQUE =/ 1S5, SAT 5, 35AT ¥, IS
Diese 4 Probleme sind alle ungefahr gleich schwer:
Entweder alle sind in P oder keines.

Wir werden noch zeigen: auch TSP, HC, VC und viele weltere
Probleme in NP gehdren zu dieser Klasse, genannt NPc.

Und wir werden zeigen: Dies sind die ,schwersten‘ Probleme
In NP: FUr jedes L € NP gilt: L <, SAT. (Satz von Cook)

D.h. wenn a) irgendwer einen polynomialzeit-Algorithmus fur
Irgendein Problem aus NPc fande, so folgte P=NP:

Eine DTM konnte jede NTM in Polynomialzeit simulieren!

Und umgekehrt: Aus einem Beweis b), dal’ irgendeines dieser
Probleme nicht in Polynomialzeit I6sbar ist, folgt PENP:

kein Problem in NPc liel3e sich in Polynomialzeit I6sen.
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die Klasse NP

Def. Eine Sprache LUX* gehort zur Klasse NP,
wenn es KOP und p(N)UIN[N] gibt mit:

L = {x: OyO>=e(xD: (x,y) OK}

Beispiele: « P LI NP
o« SATLINP

Ubung: NP via
* HCLINP nichtdeterministische
S VEEINE Turingmaschinen
+ TSPONP
o [SLINP
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