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Komplexitatstheorie
WS 2010/2011, Aufgabenzettel #12

AUFGABE 30: (Schwartz-Zippel)
Ein multivariates Polynomp € Z[Xy, . .., Xq] in dichter Darstellung ist eine Aufzahlung seiner Ko-
effizienten, lexikographisch geordnet nach dem Gt zugehorigen Monome; eineskinapper
Darstellung ist ein Ausdruck tber @, +, —, x, X1,..., Xn.

a) Wie ‘grol?’ ist das-variate PonnonﬂTzl(lJer) in knapper Darstellung, wie grof3 in dich-
ter? Was ist sein Gesamt-, was sein Maximalgrad? Wie ‘grstiidasn?-variate Polynom
det((Xij)i_’j) in knapper Darstellung, was ist sein Gesamt-, was sein Malgirad?

b) Zeigen Sie, dass fur emvariates Polynom gilt: Maximalgrad Gesamtgrag< n-Maximalgrad.
Ein n-variates Polynom in knapper Darstellung der Laddeat Gesamtgrad hochsteths
Ein n-variates Polynom vom Maximalgrathat< (d+ 1)" Monome in dichter Darstellung.

c) Zeigen Sie: Zwei Polynomp, g sind gleich genau dann, wenn ihre dichten Darstellungen
ubereinstimmen. Geben Sie zwei verschiedene knappedlargfen des gleichen Polynoms
an. Geben Sie ein£ p € Z[X,Y] an, das unendlich viele Nullstellen besitzt.

d) SeiF ein Integritatsring und & p € F[Xy,...,X,] vom Gesamtgrad d sowieSC F. Rate
zufallig, gleichmaRig und unabhangig,, ..., X, € S. Dann gilt p(xy,...,xn) = 0 mit Wahr-
scheinlichkeit< d/|S. Tipp: Induktion nac und verwenden Sie bedingte Wahrscheinlichkeiten.

e) Beschreiben und analysieren Sie ei®hAlgorithmus fur folgendes Problem:
Gegeben multivariate Polynonpeq in knapper Darstellung, igi # q?
f) Und fur folgendes Problem:

Gegebem € N undn-variate Polynome; j fir 1 <i, j <n; ist det((pi ;), ) # 0?

*Der Gesamtgrad voXK - Y! istk+ ¢, der Maximalgrad magk, /).



AUFGABE 31.: (Schonhage’'79
Ein Straight-Line Program S der LangeN (Uber dem RingR mit VariablenXg, ..., Xy) ist eine
endliche Folge von Operationefy := 1, Zx := 0, Zx := —Zj, Zx .= Zj + Z und Zy := Z;j - Z; mit
i,j <k wobei(Zo,Z_1,...,Z_ms1) := (X1,...,Xm). Bei Belegung vorXy, ..., Xm mit Werten aus
R berechnet es induktivzZy, Zy, ..., Zy. Wir schreiberZy = S(X, ..., Xm).

a) Beschreiben Sie ein moglichst kurzes SLP in einer VietaX, dasX" berechnet.
Wie lange braucht es, unf2zu berechnen?

b) Geben Sie ein moglichst kurZeSLP iiberZ in 0 Variablen an, das! berechnet.
c) Einvariablenfreies SLP der Langehat|S()| < 22"
d) Es gibt hochstens¥verschiedene Primzahlen, &) # 0 teilen.

e) IstS() # 0, so gibt es mindestend Zahlenm < 23N mit §() # 0 modm.
Tipp: Primzahlsatz von Hadamard/de La Vallée Poussin.

f) Beschreiben und analysieren Sie einen effizienten (namglerten oder deterministischen)
Algorithmus fur das folgende Entscheidungsproblem:

{(S1,S) : S1,S SLPs in 0 Variablen mi§; () # S() }

AUFGABE 32:

a) Zeigen Sie, dass das folgende Problem®{h'QUE liegt, also in polynomieller Zeit entschie-
den werden kann durch eine deterministische Maschine, di@U& als Orakel befragt:

Gegeben ein Graph, hat die maximale enthaltene Clique adg&sroie?
b) Zeigen Sie, dass das folgende Problem@IRcuUIT in cONPSAT liegt:

Gegeben ein Schaltkre®(X, ..., Xn). Dann gibt es keinen echt kleineren Schalt-
kreis, der die gleiche Funktiof0,1}" — {0, 1} berechnet.

Liegt das Problem itNP? in cd\NP?
c) Seil e N. Zeigen Sie, dass das folgende Probler® 47 liegt:

Gegeben eine Boole’'sche Funktip(Xy, ..., Xn);
gibt es einen Schaltkreis mit maxim@aGattern, dep berechnet?

Liegt das Problem itNP? in cANP?

d) SeiernB, € D P Klassen von Sprachen ufkeiC-vollstandig bzgl. Polynomialzeitreduktion.
Dann gilt B¢ = BC.

e) Zeigen SieNPUCcoNP C PN7,

f) FallsNPUcoNP = PP, so folgtNP = caNP.
Tipp: Betrachten Si¢{0} x A)U ({1} x AD).

TDer Weltrekord liegt be® (,/n- polylogn). . .



