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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Unter- und Obersummen)
Gegeben sei die Funktion f : R — R mit f(z) = 2 und D; = [0, 2]. Fiir jedes n € N sei mit

Dy = {[%, %], [%, %], cel [@, 27"]} eine dquidistante Zerlegung von [0, 2] gegeben.
(a) Skizzieren Sie die Funktion f auf dem Intervall [0, 2] und tragen Sie in Thr Diagramm die

Flachenelemente der Unter— bzw. Obersummen bzgl. der Unterteilung Z5 ein. Geben Sie eine

Formel zur Berechnung der Untersummen sf(Z,) bzw. der Obersummen Sf(Z,) an.
k
(Hinweis: Verwenden Sie die Summenformel Y s? = W)
s=1

2
(b) Bestimmen Sie nun die Grenzwerte lim s;(Z,) und lim Sy(Z,) und geben Sie [ f(z)dz an.
0

n—oo n—0o0

Loésung:
(a) Mit m; = min  f(z) = f(zi—1) und M; = max f(z) = f(x;) folgt:

TE[Ti_1, 4] TE[Ti_1, 4]

n n . 2 n—
sp(Z) = Yomi- (mi—wi) = 3 (B52) 2= % S G- 12 =% L i wnd

=1

n n N2 n.
Sf(Zn): ;Mi-(xi—wi,l): E (%) '%:%'Eﬂ.

i=1 i=1
k
Mit 232:Wfolgt:
s=1
n—1
. om—1 -1 3_q. 2
(20 = Jr- D = - Cplech) g amiapten 8 (3 84 1) und
1=
n
. 2n+1)(n+1 34302
sf(zn):%.;ﬁ:%.wz%.w%m:%_(2+%+$)‘

(b) Mit den Formeln aus a) erhalten wir:
: — lim 8 3,0 1\ _8_ pim 8 3 1) _ 1
A o) =l 6 (2=t ) = 5= Jm G (24 ) =l Sy (%),
Da f auf [a, b] beschrinkt ist und lim 6(Z,) = lim max (2; —z;-1) = lim 2 = 0 gilt,
n—r00 n—oo =1 n—r00

g ooy

2
erhalten wir [ f(z)dz = 3.
0



14. Ubung Mathematik I fiir Maschinenbau

Aufgabe G2 (Grundlegende Integrationstechniken)
Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale:

@) [ (4 $3+2x)dx @ [(S+F+g+1+20+32%)de (i) [ slmpde
(b) [(2?+3cosz)dx  (f) [ (4e” 4:E +2£L’+5SIHZL‘) dx (j) ledea:
(c) fgx% 2%) da () f(ﬁ_ {’/ﬂ+x%) dx k) [ 1iz2dx
(d) [ 2dx (h) [sinhazdz S 1Ex2dx.
Losung

(a) [ (323 +22)da = ta* + 2%+ C.

(b) [ (2*+ 3cosz)de = 223 + 3sinz + C.

() [(&—22%)de=-3- 32"+ C.

(d) [ 3dx —31nya;\+c

e [(Z+F+1+1+22+32 )dx——%—f—i—ln]:r\+x+x + 234+ C.

(f) [ (4e” — 423 +2:1:+5sm:n)dm:4e —z* + 2% —5cosx +C.

(g) [ (f— V2 +x%) dr = %3:% — %%xé - %3:% +C.

(h) [sinhazdz = coshx + C.

i) J md:r = arcsinz + C.

G) [ 1+1x2 dr = arctanx + C.

k) [ \/ﬁdm = arsinhz + C.

@ J 1—1:;:2 dz = artanh(z) + C, wobei artanh(z) = 2(In(1 + z) — In(1 — z)) fiir z € (-1, 1).
Zu (i)-(1): Das Integral [ \/1177da: berechnet sich wie folgt: Man substituiere = sin(¢). Somit

haben wir fl—f = cos(t), also dz = cos(t)dt. Damit wird

1
cos dt =t + C = arcsin(x) + C.
V1-— x2 /

Bei den Aufgaben (j-1) verfihrt man véllog analog. Bei Aufgabe (j) substituiert man = = tan(t);
dies liefert da = (1 4 tan(t))dt. Bei (k) und (1) setzt man jeweils # = sinh(t) bzw. z = artanh(t).

Aufgabe G3 (Unbestimmte Integrale)
Berechnen Sie folgende Integrale

a) [ e®cos(x )dx
) f:cln
( ) f atln(:v)
(d) fa:gx/53:3 1dx.
Loésung:

(a) Partielle Integration ergibt:

/ ¢ cos(z)dz = € sin(z) — / " sin(z)dz = ¢ sin(x) — <—e$ cos(x) + / g cos(:v)dx)

Wir haben also
/es‘C cos(x)dx = e”sin(x) + €* cos(z) — /em cos(x),
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und somit

/e$ cos(z)dx = %ez(cos(:n) + sin(x)) + C.

(b) Ebenfalls erhalten wir unter Anwendung von partieller Integration (indem wir den Faktor z
integrieren und den Logarithmus differenzieren):

/xln(m)daz — @) - - /xdx - %ln(az) - % +C.

(c) Unter Verwendung der Substitutionsregel mit (¢ := In(z),dt = ldz) vereinfacht sich das
Integral zu

/ ! dx = / %dt =In(t) + C = In(In(z)) + C.

xIn(x)

d) Unter Verwenung der Subsitutionsregel mit ¢ := 52% + 1, d.h. % = 1522 also 22dx = -=dt
dx 15
ergibt sich

5
/ 22 /505 + 1dw = % / Sidt — % / gy~ Lyers _ tVE

75 75

Aufgabe G4 (Bestimmte Integrale)

Bestimmen Sie den Wert folgender Integrale

1
arccos(t)
s dt

V1 = cos?(z)es™(®) cos(z)dx

—~
&
~
—

—~

o

N—
Ot—uly <

cos(sin(z)) cos(x)dx

—~
o
~—~"
o

S
3

~
no

3sin(z*) cos(z*)dz

e
o
8

3
=,

Ny
[\

sin?(x)
(1+sin(z)+-cos(z))

—~
]

~

O%

zdzx.

Loésung:

(a) Wir benutzen die Substitutionsregel, um das Integral zu vereinfachen. Wir setzen ¢ := cos(u);
somit ist % = —sin(u), also dt = — sin(u)du. Die Integrationsgrenzen verindern sich unter
dieser Substitution zu ug = u(0) = arccos(0) = 7/2 und u; = u(1) = arccos(1) = 0. Also:

1 ( ) w/2 ( ( )) w/2 w/2 )
arccos(t arccos(cos(u u T
——— 2t = ———— 2 gin(u)du = - sin(u)du = udu = —.
0/ V1—+t2 / 1 — cos?(u) (u) 0/ sin(u) (u) 0/ 8
(b) Zunéchst vereinfachen wir das Integral zu
w/2 w/2 w/2
/ 1 — cos?(z)e"™@®) cos(z)dx = / | sin(z)]es™®) cos(x)dx = / sin(z)e" ™) cos(x)d,
0 0 0
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wobel wir den Betragsstrich weglassen diirfen, da sin(x) im ganzen Interval [0,7/2] nicht
negativ ist. Wir machen dann die Substitution ¢ := sin(z), damit kénnen wir ndmlich cos(x)dx
mit dt identifizieren; die neuen Integrationsgrenzen ergeben sich zu ¢ty = ¢(0) = 0 und ¢; =
t(m/2) = 1. Insgesamt vereinfacht sich das urspriingliche Integral dann zu

1
/ teldt.
0

Nun verwenden wir partielle Integration - wir integrieren die Exponentialfunktion und diffe-
renzieren den Faktor . Dies ergibt:

1 1

/tetdt:tet(l)—/l-etdt:tet(l)—eté:1.

0 0

(c) Hier bietet es sich an die folgende Substitution zu benutzen. Setze etwa t := sin(z), dann ist
% = cos(z), also dt = cos(x)dz. Die neuen Grenzen verlaufen dann von 0 bis 7/2. Somit

vereinfacht sich das gegebene Integral zu
/2

/ cos(t)dt = sin(t)|g/2 =1.

0

(d) Hier besteht der Trick darin zwei mal hintereinander eine Substitution durchzufiihren. Zunéchst
substituieren wir ¢ := 2%, Wir haben & d = 423 und die Grenzen veréindern sich zu 0 und /2,
so dass dass urspiingliche Integral gleich ist mit dem Integral
/2

i/sin(t) cos(t)dt.

0

Nun setzen wir u := sin(¢); damit ist du = cos(t)dt und das Integral vereinfacht sich weiter

zu 1
1 1
S udu=-.
4/0““’ 1

Beachte, dass die Grenzen zu 0 und 1 geéndert werden.

(e) Hier haben wir es mit einem typischen Beispiel eines rationalen Ausdruckes aus Cosinus-und
Sinusfunktionen zu tun. Um solche Integrale zu l16sen verwndet man als Kochrezept eine
tan(x/2)-Subsitution, d.h. wir setzen: ¢ = tan(3), dann ist dz = 1+t2 dt.

Ferner lassen sich nun die Cosinus- und Sinusfunktion ausdriicken als cos(z) = 3 +§2, sin(t) =
2t

e (nachrechnen!). Mit dieser Substitution vereinfacht sich das gegebene Integral zu

1

1
1 2 t2
. 5 IR ER dt = ———dt
(1+ t2 (+242t41-12)3 1 4 42 (1+1)3
0 (1+t2)? 0

Mittels Partialbruchzerlegung erhilt man schliefllich:

1
! 1 2 1 ~1/2 2 1 5
/ 1+41¢)3 /0 [(1+t)3 (1+t)2+1+t]dt [(1+t)2+1+t+n( +) 0 n(2) 8
0
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