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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Monotonie und Injektivitiit)
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f(z) = xIn(x?) und priifen Sie
mittels Monotonieuntersuchung, auf welchen Gebieten die Funktion injektiv ist.

Losung: Die Funktion In(-) ist bei 0 nicht definiert, daher ist der maximale Definitionsbereich
Dy = R\{0}.

Beh.: f(x) ist auf (—oo,1/e) und (1/e,00) streng monoton steigend.sowie auf (—1/e,0) U (0,1/e)
streng monoton fallend.

Um dies zu zeigen, benutzen wir die Eigenschaft, dass eine differenzierbare Funktion genau dann
streng monoton steigend (fallend) auf einem Intervall I ist, wenn dort f'(z) > 0 bzw. f/'(z) < 0
iiberall in jedem Punkt von I gilt.

Wir machen eine Fallunterscheidung:

1. Fall # > 0: Dort ergibt sich die Ableitung zu f'(x) = In(z?) + xi—”j = 2in(z) + 2. Es gilt
f'(z) =0, wenn x = 1/e. Da f”(1/e) = 2e > 0 gilt, liegt bei = 1/e ein lokales Minimum vor.
Die Funktion ist also im offenen Intervall (0,1/e) streng monoton fallend und auf (1/e,00) streng
monoton steigend.

2. Fall: < 0 geht vollig analog. Wir haben ein lokales Maximum bei x = —1/e. f ist auf
(=00, —1/e) streng monoton steigend und auf (—1/e,0) streng monoton fallend. Auf allen vier
Teilntervallen ist die Funktion f, wenn wir sie auf das jeweilige Teilintervall einschréanken, injektiv.
Folglich ist sie auf jedem der vier Teilintervalle dort jeweils umkehrbar. Allerdings muss man fiir
jedes Intervall separat eine Umkehrfunktion angeben. Man sagt, die Funktion f ist lokal umkehrbar
(aufler bei —1/e,0,1/e) aber nicht global umkehrbar.

Aufgabe G2 (Umkehrfunktionen)
Berechnen Sie fiir folgende bijektive Funktionen die Umkehrfunktionen sowie die zu den Umkehr-
funktionen gehorigen Definitionsbereiche:

(a) f(z) =23 (b) g(x) = 355 (c) h(z) =e> —8.
Losung:
(a) f:R— Rmit f(z) = 1z — 3 ist bijektiv, also ist Df 1 =R.
Es ist f(a:):y—%—3<:>x—2y+6 daher ist f~!(x) = 2z + 6.
(b) g:R\ {1} = R\ {1} ist bijektiv, also ist D;-1 =R\ {1}.
Esist g(z) =y = %5 <:>y(;1:—1)—:1U<:>9U(y—1):y<:>>30—i1 daher ist g~ (z) = —%5.
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(¢) h:R — (=8, c0) mit h(x) = e’ — 8 ist bijektiv, daraus folgt D ;-1 =8, 00).
Esist h(z) =y =€ -8 e =y+8 < br=Iny+8) &z = %ln(y—i—S), somit ist
h=l(z) = tIn(z + 8).

Aufgabe G3 (Grenzwerte)
Berechnen Sie, falls moglich, folgende Grenzwerte. Fertigen Sie eine Skizze an.

: 2_6x—16 1: 3 —Tz+6
a) lim &=22=20  ]jm LTI
( ) T8 =8 7 3 =3

. 1 7 1
(b) iﬂg% cos -, glﬁlg% (z-sin2)

) ) . oz firxz <1
(©) iy /(2) wnd T f(2) fur 1) = { L) o

Loésung:
o 226216 _ 1 (@=8)(z+2) _ 1. —

o) i S50 = iy 0~ e )= 10,
iy T=Ta46 i, (@=3r42)(@43) g 2 _ _
mli>H—13 z+3 11_1)1"1_13 z+3 mlin}:s(x 3z +2) =20

(b) lim cos L existiert nicht,
z—0
da lim cos 4 = lim cos(27n) =1# 0= lim cos (2rn + %) = lim cos ——,

n—o0 27n n—o0 n—oo n—oo

27rn+%
lim (z-sint) =0
z—0 ( :c) ’

da0<|z-sinl|=|z| [sinl] < |x]x—_>(>)0.

: . . . 1 1
(c) il/rrif(x) :ilfmlaz =1 und il\mlf(x) :il\ﬂfi (Tﬂ - 5) =0.
Aufgabe G4 (Stetige Ergéinzung)

Konnen Sie jeweils den Funktionswert an der Stelle z = 0 derart definieren, dass die Funktionen
auf ganz R stetig sind?

[ 10 firxz#0 - :c-cos% fiir x # 0
(2) f(a:)—{? fir x =0 (c) h(m)—{? fir x =0
-1 firz <0 e:f__ll fiir x <0

(b) g(z)=¢ 7 firz=0 (d) k(x)=1< 7 fire=0 ,neN
1 firz>0 n(x+1) firz >0

z"—1

Hinweis zu d): Verwenden Sie Z—

n—1
=l+z+22+- 421 =>Y 2ifirz#1,neN.
i=0
Losung:
(a) Es ist li}% flz) = li{(% f(z) = 10, daher ist die Funktion mit der Setzung f(0) = 10 stetig
x x
ergdnzbar an der Stelle x = 0.
(b) Es ist li;% glx)=—1#1= li{‘% g(x), daher ist die Funktion an der Stelle x = 0 nicht stetig
x x

ergénzbar.

1

(c) Esist lim h(z) = lim h(x) = lim(x - cos —-) = 0 mit einer #hnlichen Argumentation wie in
x /0 z\0 z—0 z

Aufgabe G3 b). Daher ist die Funktion an der Stelle z = 0 durch h(0) = 0 stetig ergénzbar.

. . n—1 n—1 n—1
d) Esist lim k(z) = lim &= = lim % Hinwels 1. e?)t = (hm e l) = 1=n
( ) x,0 ( ) z 0 e?—1 z 0 e"—1 z/‘()z;)( ) 12) m/‘O( ) i:Z:O
und 1i\r% k(z) = li{‘% n(x + 1) = n. Daher ist die Funktion an der Stelle z = 0 durch k(0) =n

stetig erginzbar.
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Aufgabe G5 (Hyperbolische Funktionen)
Wir definieren die hyperbolischen Funktionen iiber die Exponentialfunktion:
sinh x coshz

und cothz =
cosh x sinh x

(z #0).

Fertigen Sie eine Skizze der jeweiligen Funktionsgraphen an. Zeigen Sie unter Benutzung der
Definition die folgenden drei Identitéten:

1
sinhm:§(ex—6_$), COSh$=§(€$+€_x), tanhz =

(a) cosh?x —sinh?x =1 (b) cosh(2z) = cosh? z +sinh?z (c) sinh(2z) = 2sinhx cosh .

Losung:
(a) cosh?z —sinh? x = L(e® + e7%)2 — 1(e® — e77)?
_i€2$+%6x€713+%672x Z1162904_%6966 T 167290:%_‘_%:1
(b) cosh?z + sinh?z = %(ez +e ™2 fier — )2
_ l€2x+l To I‘Jr e 2$+%62$*%6$6_x+%€_2$ _ %62x+%6—2$ _ %(62x+6—2x) :COSh(QSC).
(c) 2sinhzcosha =2 - ( 76_1) (ezge_z) = 1(e?* — e72%) = sinh(22)

Hausiibung

— Abgabe am 7.2.-11.2.11 in der Ubung —

Aufgabe H1 (Umkehrfunktionen und Verkettungen) (4 Punkte)
Gegeben seien die Funktionen

1
f(z) = i und g(z) = z + 1, definiert auf Dy = D, = (0, +00).

(a) Skizzieren Sie f und g. Untersuchen Sie die Funktionen auf Monotonie und Injektivitét.
(b) Bestimmen Sie gegebenenfalls die Umkehrfunktionen. Skizzieren Sie diese.

(c) Bilden Sie die Verkettung h = f o g. Untersuchen Sie auch diese auf Monotonie und Injekti-
vitdt, und bilden Sie auf direktem Wege ihre Umkehrfunktion.

d) Fiir die Umkehrfunktion A~ von h = f o ilt h~1 = g1 o f~1. Verifizieren Sie daran IThr
( 98 g
Resultat aus (c).

Loésung:

(a) Fir z,y € Dy ist f(z) > f(y) & x4 > 4 syt > 2t oy > 2. Also ist f streng monoton
fallend und daher injektiv auf Dy.
Fir z,y € Dy ist g(z) > g(y) © x+1>y+ 1< x> y. Also ist g streng monoton steigend
und daher injektiv auf D,

(b) Da f auf Dy injektiv ist, existiert die Umkehrfunktion f~! auf D1 = f(Dy) = (0, +00).
Fir z € Dy ist f(z) =y = % & ot = % & x = 4%/37 Also ist f~1(z) = 4%/5 fir x € Dy.
Da g auf D, injektiv ist, existiert die Umkehrfunktion g1 auf D1 = g(Dg) = (1, +00).
Fir z € D, istg(:z:):y:x—l—1<:>x:y—1 Also ist g~ (z) = & — 1 fiir 2 € Dy-1.

(c) Esist h(z) = f(g(z)) = fz+1) = ($+1)4 auf D, = g~ Y(Dy) = (0, +00). Fiir x, y € Dy, ist
h(z) > h(y) (I+1)4>(y+1)4<:>(y—{—1) (r+1D)*ey+1>2+1<y >z Damit ist h
streng monoton fallend und somit injektiv auf Dh

Fir z € Dy ist h(z) =y = & (r+ 1) = @x—i—l*i

7y &= 4%/@ — 1. Somit ist
hY(z) =

1
G
4%/5 — 1 auf D1 = h(Dy,) = (0, 1).
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(d) Esist h=(x) = g7 (fL(2)) = g1 (%WE) = 4~ —1 fiir & € Dj,-1. Dies bestiitigt das Ergebnis

7
aus (c).
Aufgabe H2 (Berechnung von Grenzwerten) (6 Punkte)
Berechnen Sie, falls moéglich, folgende Grenzwerte:
(a) lim 2] lim =2

oDy @ )V—et8’ o (V-2

s 3z?—dx48 1 k noa
(b) mh_g)lo a7 8a ,rlglgo:p cos(z), k€ Z

z—1 fii 1
(© iy ) und T )t o) = { B2 (07
Loésung:
. 221 T (z+1)(z—1) _ 4. z—1 _ _ 2
(2) Hm orv=rs = 0 Grvers =0 Vs = T

lim —2=4 :hmM:hm@_l

z—4 (VT=2)z T—4 (Vz—2)z jranv) -
s 322448 _ i 3—4/a+8/x?
(b) lim “5re= = lim —gn==1/3,
lim 2* cos(x) = 0 falls & < 0, denn z* konvergiert nach Null, wenn k negativ ist, und

T—r00
|cos(x)| < 1 bleibt ja beschriankt. In den anderen Fillen jedoch existiert der Grenzwert

nicht, denn fiir & > 0 konvergiert 2* nicht gegen Null, wihrend cos(z) stets zwischen —1 und
1 mit stdndig wechselndem Vorzeichen oszilliert (genauere Argumentation wie in Aufgabe

G3 b)).
. BERT r—1 :):51 . z—1 7 1
(c) al?lfrri f(z) = 91:1/1111 T = ilfml oD il/(ﬂi 1 1 und
lim f(z) = lim =L "2 lim =1 — Jim 1 = 1.
o\ 1 o\ |z—1] a\1 ¥ o\
Aufgabe H3 (Stetige Erginzung) (4 Punkte)
37 fir x <0

Gegeben sei die Funktion f(x) = { fiir a € R.

23 —4a fiir x>0

(a) Bestimmen Sie lim f(x) und lim f(x) in Abhéngigkeit von a.

z 0 \0

(b) Fiir welchen Wert von a ldsst sich die Funktion an der Stelle x = 0 stetig ergénzen?
Loésung:

(a) Es ist il% f(z) = il}% €3 =1 und il{_‘% f(z) = K% 23 — 4a = —4a.

(b) Damit sich die Funktion an der Stelle z = 0 stetig ergénzen ldsst, muss h}r{l) f(x) = li{‘% f(x)

x x

gelten. Dies ist fiir a = —% erfiillt. In diesem Fall l&sst sich die Funktion durch die Setzung
f(0) =1 an der Stelle z = 0 stetig ergénzen.

Aufgabe H4 (Umkehrfunktionen von hyperbolischen Funktionen) (6 Punkte)
Die Umkehrfunktionen arsinh und arcosh der hyperbolischen Funktionen sinh und cosh lassen sich
iiber den natiirlichen Logarithmus erkléren. Zeigen Sie die folgenden beiden Identitdten:

(a) arsinhx = In (:E +Va? + 1) firx € R
(b) arcoshz = In (:c + Va2 — 1) fir z > 1.

Losung:
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(a) Es ist arsinh(sinhz) = In <smhx + V/sinh? z + ) In (smhaz + Vcosh? )
= In(sinhz + coshz) = In (3(e® —e™®) + (e + €7 ¥)) = In(e”) = 2 und
sinh(arsinh z) = sinh (ln (:z: + Va2 + )) =1 <eln(9”+v 2?41) _ e_ln(x+vx2+1))

(T M) (o) )
1 <W+1)21> _ ) (B | ) (b 2 (2+/27T1)

2 r+vVr2+1 T2 T+vV22+1 2 T+v22+1 R/ L
Daher ist arsinhz = In (m + Va2 + 1) die Umkehrfunktion zu sinh z.
(b) Es ist arcosh(coshz) = In <coshaf + v/ cosh? z — ) In (coshx + V/sinh? )
= In(coshz +sinhz) = In (3(e® + e7%) + 2(e® — ™)) = In(e®) = z und
cosh(arcosh x) = cosh (ln (ac + Va2 — )> < In(z+va?=1) 4 o= In(z+Va?= ))
1 In(z+vaz2—1 ln Va2 — 2
=5 (e 2) R ((“”” 1)+ )
N ) S A W <w2+2x\/x277+(z 71)+1> _1 (2m2+2xm) _ elerver 1)
T2 z+Vr2 -1 T2 o+v22—1 2 r+v22—1 T V21 T

Dabher ist arcoshz = In (ac +vVz? — 1) die Umkehrfunktion zu cosh z.
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