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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Grenzwertberechnung)
Berechnen Sie die ersten vier Terme der untenstehenden Folgen. Untersuchen Sie die Folgen auf

Konvergenz bzw. Divergenz und bestimmen Sie ggf. den Grenzwert.

(an n? ) - (bn = (2" %) . (cn =V1+n—+/n) .

T 3n+1

Loésung: ag =0, alzg, a2:§:4, agz%
2
C . n . n .
(an) ist divergent: nh_)rrgo Sl nh_)ngo 341 = nh_{]go 5 7>
bi=4, by =2(2)7, by =2(2)3, by =2(2)}
(by) ist konvergent: lim 2(2)% =2(2)% =2
n—oo

co =0, c; =0.4142, co = 0.3178, c3 ~ 0.2679
(cn) ist konvergent:

1 — 1
lim ¢, = lim (V1+n—+/n) = lim (1tn—va1tntyi)
n—00 n—00 n—00 \/m + \/ﬁ
. . lim 1/\/n o limp, 00 1/3/n _0_
e N et e

=0.

Aufgabe G2 (Rekursive Folgen)

Es seien ¢,ag > 0 und die rekursiv definierte Folge a9 = ¢, apy1 = % (an + a%) , n € N ge-
geben. Zeigen Sie, dass die Folge (a,)nen konvergiert und bestimmen Sie ihren Grenzwert. Tipp:
Weisen Sie zuniichst nach, dass die Folge durch /¢ beschriinkt ist (gilt das fiir alle Folgeglieder?),
und zeigen Sie hiermit die Konvergenz der Folge.

Anmerkung: Dieses Niherungsverfahren zur Bestimmung von +/c heifit babylonisches Wurzelzie-
hen oder auch Verfahren von Heron. Die Folge konvergiert rasch (genauer gesagt: quadratisch)
gegen +/c und wird beispielsweise von Taschenrechnern verwendet, um Wurzeln zu ziehen.
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Losung: Beweis von a, > +/c fiir alle n > 1 bzw. a,4+1 > /c fiir alle n > 0:

agz—l—l > c
2
1 c
= Z(an‘i‘a) Z &
a% 1 2
= T+§C+a7% >
A P N
4 2 az =
& %(an—i> > 0.

Fiir ¢ < 1 ist ag < /¢, aber auch in diesem Fall sind a1 und alle anderen Folgeglieder grofier oder

gleich /c.
Beweis der Monotonie:

nt1 < ap
& % (an + ai) < ap,
& an + a% < 2a,
< az+c < 2a?
= c < a?

n
Da wir die Giiltigkeit der letzten Ungleichung fiir n > 1 bereits bewiesen haben, sind wir fer-
tig. Insgesamt ist die Folge also monoton fallend und beschréankt und folglich konvergent. Somit
existiert ein Grenzwert ¢ = lim a,, dieser Folge, fiir den gilt:

n—oo

_ 1 c
a = 3(a+3)
& 20 = a+$
s a2 = ¢

& a = +y/c
Da aber alle Folgenglieder positiv sind und damit auch der Grenzwert, kann nur a = /c gelten.

Aufgabe G3 (Folgen)
Ordnen Sie den Astenden in der folgenden Grafik Folgen mit den an den Asten angegebenen
Eigenschaften zu.

Folge

nicht beschrankt

beschrankt

monoton nicht monoton

nicht monoton

monoton

konv. nicht konv. nicht konv. nicht konv. nicht
konv. konv. konv. konv.

Loésung:

e beschriankt, monoton, konvergent: (R%H), ((%)”),( 4_)
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e beschrinkt, monoton, nicht konvergent: existiert nicht

e beschrinkt, nicht monoton, konvergent: ((71_22;), ((—%)"), ((_173::1)

e beschréinkt, nicht monoton, nicht konvergent: ((—1)"), (sin(5 - n)), ((—1)" - 2t)

e nicht beschrinkt, monoton, konvergent: existiert nicht

e nicht beschrinkt, monoton, nicht konvergent: (v/n + 1), (n?), (—2")

e nicht beschrinkt, nicht monoton, konvergent: existiert nicht

e nicht beschrinkt, nicht monoton, nicht konvergent: ((—1)" - v/n + 1), ((—=1)" - n?), ((—=2)")
Fazit: Eine nicht beschriankte Folge kann nicht konvergent sein oder anders ausgedriickt: Jede

konvergente Folge ist auch beschrankt.

Aufgabe G4 (Konvergenzkriterien fiir Reihen)
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

o~ 13 + sin(n) > 1000™ Nt n+1
SR 1)
nz:l nd+1 nz:l n! ’ 71232( ) vn(n —1)

Losung:

(i) (Man kann vorab priifen, ob die notwendige Bedingung fiir Konvergenz erfiillt ist, d.h. ob
"3:557?1(”) — 0. Dies ist erfiillt denn "S:{;jfl(n) < Zgﬁ — 0. Das Uberpriifen der notwendigen
Bedingung ist deshalb sinnvoll, weil man - falls die Reihe divergent ist - viel Zeit beim

” Ausprobieren” aller Konvergenzkriterien Verschwendet.)

3 S s .
Also ist 2 +5Sf1(”) < Zsi} < +1 = % % Da die Reihen ) # und % konvergieren,
n=1 n=1
o0
konvergiert auch die Reihe > (# + %) und nach dem Majorantenkriterium auch die Reihe
n=1

§ n3+sin(n)
no+1 -
n=1

Da alle Folgeglieder nicht-negativ sind, ist die Reihe absolut konvergent.
(ii) (Wir priifen wieder erst, ob die notwendige Bedingung fiir Konvergenz erfiillt ist, d.h. ob
1000n
— 0.

o0
Dazu betrachten wir die exp-Funktion: e* = >_ %7,1 Da diese Reie fiir alle x konvergiert (sie
n=0
ist ja schlielich gleich der e-Fkt), muss fiir alle x gelten: %T — 0. Also wéchst n! stéirker als
jede Potenz von x und somit gilt auch % — O.)

Wir verwenden das Quotientenkriterium:

n+1 n+1
Goor | Gior 1000l 1000
1000 | L000% (4 1)11000"  m+ 1 ’

o0
. n . . .
also ist > % nach dem Quotientenkriterium konvergent.

n=1
Da alle Folgeglieder nicht-negativ sind, ist die Reihe absolut konvergent.

(iii) (Wir priifen wieder erst, ob die notwendige Bedingung fiir Konvergenz erfiillt ist, d.h. ob
(—1)" f"“ — 0.
n(n—1)

. 1 1 1
Es ist [(—1)" Lty | = o2t = s = 0.)
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Wir wollen das Leibniz-Kriterium verwenden. Dazu miissen wir zeigen, dass die Folge

ay = \/ﬁ"(j;lil) eine monoton fallende Nullfolge ist. Dass es eine Nullfolge ist, haben wir schon

gezeigt. Wir iiberpriifen die Monotonie:
Dazu tiberpriifen wir, ob a,, — an41 positiv oder negativ ist.

. e n+l — n+2 :n(n+1)\/n+1—(n+2)\/ﬁ(n—1)
me T nn—1)  Vatl-n ny/n(n—1)n

Da der Nenner fiir n > 2 positiv ist, miissen wir nur den Zéahler iiberpriifen:

M+ n)Vn+1— 2 4+n—-2)vn=0?>+n)(vVn+1—vn)+2yn>0

oo
Also ist a,, monoton fallend. Nach dem Leibniz-Kriterium ist also n§2(—1)” \/E”(Z;) konver-
gent.
o0 o0
Die Reihe n§2 \/;:L(Zil) ist aufgrund der divergenten Minorante n§2 ﬁ divergent. Demnach
oo
ist REQ(—l)" \/5"(21_1) nicht absolut konvergent.
Hausiibung
— Abgabe am 31.01.-04.02.11 in der Ubung —
Aufgabe H1 (Grenzwertberechnung) (6 Punkte)

Berechnen Sie die ersten vier Terme der untenstehenden Folgen. Untersuchen Sie die Folgen auf
Konvergenz bzw. Divergenz und bestimmen Sie ggf. den Grenzwert.

n® —2n +4 (b i (mr)) cos?(n)
ap = ———5—— =sin (— Cp = —7—"
" 8nd—1 ) " 2 /) nen’ " Y ) s

5 s an — _9 . _ 5 _  _ 187
Losung: ap = —4,a1 = 7,02 = 3,03 = 55
2 4
i R n3—2n+4 : Tt 7
(an) ist konvergent: lim,, oo P25 = lim, o0 ST =3

n

bo=0, by =1, by =0, by = —1

(by) ist divergent: Falls a ein Grenzwert wiire, giibe es ein N € N, so dass |a — ¢,| < ¢ fiir n > N.
Nach Anwendung der Dreiecksungleichung ist [a — 1 +a+ 1| = |2a| < |a — 1|+ |a + 1] < 2e. Weil
¢ beliebig ist, ist a = 0. Fiir ¢ = % und jede Wahl von N gibt es ein n > N mit d,, = 1. Nun ist
aber |0 — 1| £ ¢ ein Wiederspruch, so dass (b,) keinen Grenzwert hat.

1 1 1
cp =1, 02:?, CBij C4:j7

2
(cn) ist konvergent: lim,, o % < limy, 00 % =0
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Aufgabe H2 (Funktionenfolgen) (4 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenfolgen auf punktweise Konvergenz und geben Sie ggf.
deren Grenzfunktion an:

(i) fn = Vniad, x € [0, 5]; (i) gn = m, T €R.

Loésung:
(i) Fir z € (0, 5] gilt:

lim V/n2z% = lim (/n)?- ¥/2° = (lim ¢/n)? - (lim ¢z)}=1-1=1

n—oo n—oo n—oo n—oo
Fir x=0 ist

lim Vn2-23= lim ¥Y0=0

n—oo n—0o0

Also ist (f,,) punktweise konvergent auf [0,5] mit der Grenzfunktion

0 r=0
f(z) = fiir .
1 x € (0,5]
(ii) Die Funktion (g, ) konvergiert punktweise gegen
0 =0
g(z)=¢ —1 fir <0 .
1 x>0
Aufgabe H3 (Grenzwertsitze) (4 Punkte)

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Beweisen Sie die wahren Aus-
sagen. Geben Sie fiir die falschen Aussagen ein Gegenbeispiel an.
(i) Ist (ay) eine divergente Folge mit |a,| < A < oo fiir alle n und lim b, = 0, dann gilt
n—oo

lim a,b, = 0.
n—oo

(ii) Wenn die Folgen (a,) und (b,) divergent sind, dann ist auch die Folge (a,, + b,) divergent.

(iii) Ist (a,) eine konvergente Folge und ist die Folge (b,) definiert durch b, = a,427, dann

konvergiert auch (b,) und es gilt lim b, = lim a,.
n—ro0 n—ro0

(iv) Gilt lim a, = 400 und lim b, = —oo, dann folgt lim (a, + b,) = 0.
n—00 n—00 n—00
Losung:

(i) Das ist wahr. Da die Folge (a,,) divergent ist, folgt A > 0. Sei € > 0 beliebig. Da die Folge

(bn) gegen 0 konvergiert, existiert zu § := § ein N € N, sodass |b,| <  fiir alle n > N. Daher
gilt fir alle n > N:

lan - b — 0] = |an]|ba] < Alba] < A5 = ¢.

(ii) Falsch! Betrachte die beiden Folgen (a,) und (b,), definiert durch a, = (—=1)" und b, =
(—1)"*1. Beide Folgen sind divergent, aber ihre Summe ist die konstante Nullfolge.
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(iii) Richtig. Seien a der Grenzwert der Folge (a,) und € > 0 beliebig. Aufgrund der Konvergenz
von (ay,), existiert ein N € N, sodass |a, — a| < ¢ fiir alle n > N. Daher gilt erst recht:

|bp, — al = |apt27r —al <€

fir alle n > N.
(iv) Falsch. Betrachte die beiden Folgen (n),eny und (—2n)pen. Es gilt lim a, = 400 und
n—oo

lim b, = —o0, aber lim (an +b,) = lim (—n) = —oc.
n—oo n— n—o0
Aufgabe H4 (Konvergenzkriterien fiir Reihen) (6 Punkte)

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

&y
O 2 g

o0 .
2n + sin(n
(iii) E 2n +sin(n) (Tipp: Die Exponentialfunktion e wéchst stérker as jede Potenz von z.)

— ner
Losung
(i) Es gilt % — 0, also ist ay, = m eine Nullfolge (und auflerdem ist die notwendige

Bedingung fiir die Konvergenz erfiillt).
Um das Leibniz-Kriterum anwenden zu konnen, miissen wir noch zeigen, dass a,, monoton
fallend ist.

1 1

an Anp+1

=(dn+(-1)") — (4(n+1) + (-)") = -4 +2(1-)" <0,

also ist — < —1 und somit a,, > ay+1. Deshalb ist a,, eine monoton fallende Nullfolge und

+
nach dem Lelbmz Kriterium konvergent.
[e.e]

Die Reihe Z ‘71)” ist aufgrund der divergenten Minorante 22 % divergent. Demnach
n—=
ist — nicht absolut konvergent.
Z in + &
[ee]
(ii) 72&‘:78 ist divergent (also erst recht nicht absolut konvergent), denn 72&‘:78 konvergiert

n=1
gegen 7—20 und nicht gegen 0.
2n+-sin(n) on+l 241

(iii) Die notwendige Bedingung fiir die Konvergenz ist erfiillt, denn =— =7 < 52 = —n — (.

Da e® stiarker wéchst als jede Potenz von x, existiert ein ng € N, so dass
e"0 > (ng)? ist. (Das gilt sogar fiir alle ng € N, ist aber aufwendiger zu zeigen.)
Also gilt fiir n > ng :

2n+sin(n)<2n+1_2+ 1 2+ 1 <3
= 4+ — 5 <

= = 2

nen nen er  nen n2 n-n n

[e.e] oo
Die Reihe ) % =35> ,712 ist konvergent, also ist nach dem Majorantenkriterium auch die
n=1 =1

o0 .
Reihe S 208000 yonvergent.

nem

n=1
Da alle Folgeglieder nicht-negativ sind, ist die Reihe somit auch absolut konvergent.
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