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Gruppeniibung
Aufgabe G1 (Potenzen der imaginéiren Einheit)
Berechnen Sie
a) 123456789
123456789
by
k=1
und geben Sie das Ergebnis in der Standardform a + ib mit a,b € R an.
Loésung:
a) Wir wissen, dass i = 1, i' = i, i = —1, > = —i und i* = 1. Daher (eigentlich streng
genommen mit Induktion) folgt dass i** = 1, ¢4+t = j #+2 = 1 4%+3 — 4 fiir alle

k € Ny. Da die Zahl 123456789 bei Division durch 4 Rest 1 besitzt, gilt also 123456789 — 4,
b) Wir sehen dass ¢! + i? + i3 +i* =i — 1 — i+ 1 = 0. Demensprechend gilt (Induktion!):

an

S~ % = 0 fiir alle n € N. Da die Zahl 123456788 bei Division durch 4 Rest 0 besitzt, gilt also

k=1
123456789 123456788
} : ik: } : ik+i123456789:0+i:i.
k=1 k=1

Aufgabe G2 (Wurzeln komplexer Zahlen)
Bestimmen Sie die Losungen folgender Gleichungen unter Zuhilfenahme der Darstellung z = re’?.
Skizzieren Sie Thre Losungen jeweils in der komplexen Zahlenebene.

2 _ 3 _ Qs i
(a) 22 =-9 (b) z° =8i (c) ZEI _ (z £ 1)
Losung:
(a) 22=-9 L (ret®)? = r2e2iy
:>r:3undezwé—1:e”=>901:§a 802:%7r
= 2 = 3¢'5 = 3i, 20 = 32T = —3i.

1 L N
(b) 23 = 8i = (rei¥)? = r3ediv

_ 3ip Lo i _ _5 _9

=r=2und e¥ =i =1¢€"2 = @1 = §, pg = gW, 3 = g7

i 5 9
= 21 = 2€'6, 29 = 2e6", z3 = 2e6".
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(c) zgl = jl st +D)z-1)=iel-1l=iel=1+i= V2e'T E (ret?)? = r2e2iv

= r = v2und 2% = ¢'a = Qp1=73,p2=
s -9
= 21 = V2e'5, zp = V/2e'57.

[ee]Ne}

™

Aufgabe G3 (Komplexer Logarithmus)
Geben Sie die Werte folgender komplexer Zahlen

a) In(2+ 3i)
b) ln(%\ﬁ)
in der Form a + ¢b mit reellen Komponenten a,b € R an.
Loésung:
a) In(2+ 3i) = In(V13) + iarctan(2).
b) Zuniichst sehen wir, dass Vi = ei’ = cos(Z) + isin(Z) = $v2 + i3v/2. Wir sehen, dass
Vil = 1 gilt, und dass arg (Vi) = Z. Nun gilt: In(3 n(3V2) + iarctan(l) =
In(1/2) + n(2Y2) +iT = In(1) — In(2) — 2in(2) +4iT = —1in(2) +iT.

N
3
|

Hausiibung

— Abgabe am 24.1.-28.1.11 in der Ubung —

Aufgabe H1 (Potenzen von komplexen Zahlen) (4 Punkte)
Berechnen Sie
a) (1 + i)lOOQ
1
b) E
und geben Sie das Ergebnis in der Form a + ib mit reellen Komponenten a und b an.
Losung:

a) Es gilt (14 4)1002 = (ﬁez‘g)looz — 9501, %5t mi _ 9501 ,250mi y5mi _ 9501;

b) L — (eﬁ)”g — ¢=i% = cos(n/6) — isin(r/6) .

%
Aufgabe H2 (Komplexe Polynome) (5 Punkte)
Es sei z € C eine Losung der Gleichung a, 2" 4a,_12""'+...4+a124+ag = 0 mit reellen Koeffizienten
ag, - - -, ap € R. Zeigen Sie, dass dann auch Z Losung der Gleichung ist.

Losung: Sei z € C eine Losung der Gleichung a,2" + ap_12""' + ... + a1z + ap = 0 mit
ag, - - -, ap € R, Dann gilt:

anZ" + 12" 4+ .t aZtag = apz® +an_12"" 4+ ...+ a1z + ag
apZ" + ap_ 12"+ ..+ @z +ag
A2+ ap_12" 1+ ..+ a1z +ag
0
= 0.

Damit ist auch Z eine Losung der Gleichung.
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Aufgabe H3 (Wurzeln komplexer Zahlen) (5 Punkte)
Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung z* + 81i = 0 unter Zuhilfenahme der Darstellung
z = re'¥. Skizzieren Sie Thre Losungen in der komplexen Zahlenebene.

Losung: 2* +81i =0« 2* = —81i e (rei?)* = rietiv
:>r:3unde4wé—i:e’%“:>g01:%Tr, QOQZ%TF, g03:1—8177, @42%%
=21 = 3613”, 29 = 36’%”, z3 = 3ei%”, zZ4 = 3¢i% ™. . Fir die richtige Skizze noch .
Aufgabe H4 (Geraden und Kreise in der komplexen Zahlenebene) (6 Punkte)
Seien s,t € R und a € C mit aa — st > 0. Zeigen Sie, dass die Gleichung szZ + az +az =0
(a) fiir s =0 eine Gerade
(b) fiir s # 0 einen Kreis

in der komplexen Ebene beschreibt. Bestimmen Sie in (b) insbesondere Mittelpunkt und Radius
des Kreises.

Losung:
(a) Ist s =0, so reduziert sich die Gleichung zu: @z 4 az = 0. Setze a := a1 + ia und z := x + iy,
ai, az, , y € R. Dann gilt
|
(a1 —daz)(z +iy) + (a1 +iaz)(z — 1y) = 2a12 + 2a2y = 0,

und somit a1z + asy = 0, was die Gleichung einer Geraden ist.
(b) Ist s # 0, so gilt

s(x + iy)(x — iy) + (a1 — iaz)(x +iy) + (a1 + az)(x —iy) = s(z® + y?) + 2a12 + 2a2y 20,

und somit 22 + 3% + %%x + 2%3; = 0, was sich mit quadratischer Ergénzung zu der Kreisglei-
2 2
chung (z 4+ %)% + (y + %)? = % ergénzen ldsst. Der Mittelpunkt des Kreises ist somit

a1 as . . \/a%+a§
M = (=%, —%2), sein Radius r = .

s
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