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Gruppeniibung

Aufgabe G1 (Lineare Teilrdume)
Sind die folgenden Mengen Teilriume des R? ?

a=spanf (9 ) busand ()}

B={veR?: 20 — vy = —1},
C ={veR?: 2v; — vy =0}.

(a) Zeichnen Sie die Mengen A, B und C.

(b) Beantworten und beweisen Sie Ihre Behauptung.
ist Teilraum | ist nicht Teilraum

A
B
C

Antwort:

Losung: Menge A: Nein, da z.B. die Summe der zwei in A liegenden Vektoren

0 1
(3 )ma (o)
kein Element aus A ist.

Menge B: Nein (B ist kein Teilraum des R?, da der Nullvektor 0 = < 8 ) in der Menge B nicht
enthalten ist.

Menge C: Ja, denn die Menge C ist:

(i) additiv abgeschlossen:

V1] + wy
V2 + w2
liegen, ist 2uy — ug = 0, also 2(vy +wy) — (vg + we2) = 201 — vy + 2w —wy =0+ 0 = 0;

vvweC=v4+w=u= ( >, und die Bedingung, die u nun erfiillen muss, um in C zu
(ii) skalar-multiplikativ abgeschlossen:
AeRvelC=Av=u-= (Avl

o ) und wiederum: 2u; — ug = 0, also 2(A\vy) — (A\vg) =
2
)\(2'01—'[)2) =X-0=0.
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Aufgabe G2 (Basis, Dimension von linearen Teilrdumen)

2 -1 3 0
Betrachten Sie U := span -1 1, 0 sowie V :=span 0 1, 1
0 1 -3 -2

(a) Zeigen Sie: U =V
(b) Welche Dimension haben U bzw. V' 7 Geben Sie Basisvektoren an fiir U bzw. V.

(c) Vervollstéindigen Sie die Basis von U zu einer Basis des R3.

Losung:
3 0 -1 2
(a) 0 | +pe L] |2 €R = q (=3u1 — 2u2) 0 | —p2| =1 | |u,p2€R
-3 -2 1 0
2 —1
o -1 x| o) naer
0 1

(Alternativ kann man zeigen, dass sich die einzelnen aufspannenden Vektoren aus V' als Li-
nearkombination der Vektoren aus U schreiben lassen. Daher sind alle Linearkombinationen
der Vektoren aus V' auch Linearkombinationen der Vektoren aus U, und somit U = V.)

2 -1
(b) Wegen der linearen Unabhéngigkeit von [ —1 | und 0
0 1
2 -1
ist dimU = dimV = 2, -1 1, 0 ist Basis von U bzw. V.
0 1
2 -1 1
(c) -1 1, 01,10 ist Basis des R3, da lin. Unabhéngigkeit erfiillt ist, und die
0 1 0
Dimension stimmt.
Aufgabe G3 (Matrizenmultiplikation)
011 1 —1/2 2 1 4
Esseien A= 2 1 0 |,B=[ -2 1 —4 und C' = | 2 5 | reelle Matrizen.
01 1 2 -1 4 3 6

(a) Welche der Produkte AB, AC, BA, BCT ,CA,CT A, CC,CTC sind definiert? Berechnen Sie
diese und geben Sie das Format des jeweiligen Produktes an.

(b) Nehmen Sie Stellung zu den folgenden Aussagen:
i. Fiir beliebige quadratische Matrizen A und B gilt stets AB = BA.
ii. Ist das Produkt zweier Matrizen die Nullmatrix, so muss mindestens eine dieser Matrizen
die Nullmatrix sein.

Losung:
000 5 11 -1 2 3
(a) AB=10 0 0 | eR¥>3 AC=| 4 13 | € R3*? BA= 2 -5 —6 | € R3¥>3,
000 5 11 -2 5 6
4 6 4 14 32
T A 2x3 Ty 2x2
CA_(m 15 10>GR ’CC_<32 77>ER

(b) i. Nein, siehe z.B. fiir obige Matrizen A und B.
ii. Nein, siehe z.B. fiir obiges Produkt A - B .
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Hausiibung

— Abgabe am 25.11.-01.12.10 in der Ubung —

Aufgabe H1 (Lineare Teilrdume) (7 Punkte)
Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Mengen T, Ts, T3, ob sie ein Teilraum von R3 ist? Be-
griinden Sie Thre Antworten. Beschreiben Sie jede Menge geometrisch.

(a) T, = { (a:l,a:g,a:g)T € R3 | Tl + X2 = 5}
(b) Ty :={(21,22,23)7 € R® | 2?2 + 22 + 22 =1}
(C) T3 := {(.%'1,.%'2,21?3)T S R3 | T3 = 2T — .%'2}
Losung:
(a) Ty ist kein Teilraum, da O ¢ T}. T} ist eine Ebene.
(b) Tp:= { (1, x0,23)" | 2] + 23 + 25 =1}
Ty ist kein Teilraum, da 0 & T5. T5 ist die Kugeloberfliche mit dem Radius 1 in R3.
(C) T3 = { (xl,xg,.%‘g) ‘ xr3 = 21’1 — xg}
Wir wollen zeigen, dass T3 ein Teilraum ist.
Seien (1,29, 23)T, (y1,y2,y3)" € T3. Es ist zu zeigen: (1 + y1, 22 + y2, 3 + y3)” € T3. Es
gelten die Gleichungen
x3:2x1—x2 y3:2y1—y2.
Die Summe dieser Gleichungen ist

x3+ys =201 — 22+ 2y1 — Y2 = 2(x1 +y1) — (z2+ y2)

und damit ist (z1 + y1, 22 + y2, 23 + y3)! € Ts.
Nun seien A € R und wiederum (z1, z2, x3) € T3. Es ist zu zeigen: (Ax1, Aze, Ax3) € T3. Wir
multiplizieren beide Seiten der Gleichung x3 = 2x1 — 22 mit A und ordnen das Ergebnis neu:

)\.%'3 = )\(2:(}1 — 1‘2) = 2(/\331) — ()\1‘2)

Es folgt, (Az1, Ax2, Az3)T € T3 und somit ist 73 ein Teilraum. T3 ist die Ebene 21 — x5 — 23 =

0.
Aufgabe H2 (Basis, Dimension von linearen Teilrdumen) (5 Punkte)
1 2 3
Die Menge U := span -2 1,1 3 1, 8 ist ein Unterraum des R3.
1 0 -1

(a) Geben Sie eine Basis von U an.
(b) Bestimmen Sie die Dimension von U.

(c) Vervollstindigen Sie die Basis von U aus (a) zu einer Basis des R3.

Loésung;:
3 1 2
@ [ 8 |=-1] -2 ]+2]( 3
-1 1 0
1 2
-2 |, 3 (diese beiden Vektoren sind linear unabhéngig)
1 0
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(b) dimU =2
1 2 1
(C) -2 ) 3 9 0
1 0 0
Aufgabe H3 (Matrizenmultiplikation) (8 Punkte)
010 1 0 0 1 0 0 1 4
SiA=|100|,B=(-210|,C=(0 4% 0],D=(2 5
0 0 1 -3 0 1 0 0 1 3 6

(a) Welche der Produkte A%, AB, AD, BD, DB, CD, DCT sind definiert? Berechnen Sie diese
und geben Sie das Format des jeweiligen Produktes an.

(b) Die Matrixprodukte AD, BD, C'D erhilt man als eine der folgenden elementaren Umfor-
mungen von D. Ordnen Sie jeweils die Produkte AD, BD, CD zu:
i. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeilein der Matriz D,
ii. Multiplikation einer Zeile mit einer Zahl,
iii. Vertauschen von Zeilen.

Lésung: (a) AD,BD,CD € M(3 x 2,R), DB und DCT n.d., A2 ,AB € M(3 x 3,R).
-2 11 2 5 1 1 4

(c)A2=E,AB=|1 0 0|,AD=|(1 4]|,BD=10 3 1 g)
-3 0 1 36 0 3 6

(d) AD — iii., BD — i., CD — ii.
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