Analysis I, WS 2010/11

30. Marz 2011

Die Nummerierung “Zu ..in Kap. -3 bis 0 bezieht sich auf das AnaSkript von Robert
Haller-Dintelmann. Das Skript Mathematik II fiir ET von Steffen Roch gab die Grundlage
fiir die weiteren Kapitel. Vieles wurde direkt iibernommen, insbesondere Beispiele und
Figuren. Die meisten Figuren befinden sich im separaten file fig.pdf. Kap. 1,2, 4 sind
an das Skript anall-mehrdim von Prof. Alber angelehnt. Kap. 3, 10, 12-13 wurden aus
fritheren Skripten zur Linearen Algebra iibernommen und auf das fiir Analysis I Benétigte
angepasst. Kap. 15, 16, 17.5 und 20.6 folgen dem Skript Anall-ss08 von Prof. Hieber.

Die Modulpriifung Analysis IT im WS2010/11 bezieht sich auf die im vorliegenden Skript
angesprochenen Inhalte. Integration in einer Variablen ist Voraussetzung fiir die Integra-
tion in mehreren Variablen.

-3 Sprungstetige Funktionen und Regelintegrale

Literatur: Konigsberger, Analysis I, Kap.11

-3.1 Sprungstetige Funktionen und Regelintegrale
-3.2  Motivation

e EinschlieBung (Darboux) bzw. Approximation (Riemann) der Fldche F' unter dem
Graphen von f : [a,b] — R, f > 0 durch Summen von Rechteck-Fléchen

e Begriffe in Naturwissenschaft und Technik, die sich aus Abstraktion von Summa-
tionen von Prdukten wie z.B. Arbeit = Kraft mal Weg ergeben

e Bestimmung der Funktion F' (z.B. Weg als Funktion der Zeit ¢) aus Ableitung F’
(Geschwindigkeit) und Anfangswert F'(ty).

-3.3  Zerlegungen und Treppenfunktionen

Zu 30.1-2 Zu einer nichtleeren endlichen Teilmenge Z von R gibt es genau ein n und eine

Liste xy < 71 ... < x, von Elementen von R so, dass Z = {zg,z1,...,2,}. Z ist Zerlequng
des Intervalls I = [a, b], falls a,b € Z C I. Nach der vorangegangenen Bemerkung kénnen
wir Z genausogut als Liste a = xg < 1 < ... < x, = b sehen. Verfeinerung. 7' O Z.

Treppenfunktion passend zu zu Z: f: I — K, konstant auf (z;_q, ;).

1



2 -3 SPRUNGSTETIGE FUNKTIONEN UND REGELINTEGRALE

-3.4 Satz von Bolzano Weierstraf3

Zu 30.10-13. Wir erinnern an die Begriffe ‘einseitiger Grenzwert’ (Kap.17) und ‘gleichmé&Bi-
ge Konvergenz’ (Kap.21). Wir betrachten Funktionen f : I = [a,b] — K € {R,C}.

e (Cauchy.) f hat an a < zy < b einen linksseitigen Limes, falls es zu jedem £ > 0 ein
d > 0 gibt so, dass |f(x) — f(2')| < ¢ fiir alle x,2" € (xg — §,29) N [

Beweis: Fiir jede Folge z,, € [a, () mit z,, — x ist f(z,) eine Cauchyfolge, also konver-
gent. Wie in Satz 17.8 folgt, dass f an ¢ einen linksseitigen Grenzwert besitzt (ndmlich
den gemeinsamen Limes dieser Cauchyfolgen). [0 Dass Cauchyfolgen konvergieren folgt
aus

Satz -3.1 Jede beschrinkte reelle Zahlenfolge hat eine konvergente Teilfolge

Beweis. z,, € [a,b] fiir alle n. Setze a; = a. by = b und x,, = z;. Sei ¢ = 1(a + b). Dann
z, € la,c] fir unendlich viele n oder z,, € [¢, b] fir unendlich viele n (oder beides). Tritt
das Erste ein, so setze as = a1 und by = ¢ andernfalls ao = ¢ und b — 2 = b;. Betrachte die
Teilfolge der x,, € [ag, bs] und wihle z,,, als das erste Glied dieser Teilfolge. Iteriere diesen
Schritt ad infinitum. Das ergibt z,,, € [ag, bg] mit ap < agy1 < bpyy < bg] und by —ax — 0,
also eine Intervallschachtelung. Sei ¢ die eindeitig bestimmte Zahl mit ¢ € [ay, by {

tir alle £, Dann offensichtlich z,, — ¢ fir k — oo. U

-3.5  Sprungstetige Funktionen

f ist sprungstetig oder Regelfunktion, wenn zu jedem xy € I der links- bzw. rechtsseitige
Grenzwert existiert sofern nur zy > a bzw. zy < b.

Ist f beschrénkt, so ist
[f1] = sup{|f(z)| | z € I} < o0

die Supremumsnorm von f - schreibt man [|f|| < e so ist die Beschrénktheit von f
automatisch mit gemeint. Es gilt die Driecksungleichung

L+ gll < A1+ 1lgll

e Die Funktionenfolge f,, konvergiert gleichméfiig gegen f, wenn es zu jedem ¢ > 0
ein ng gibt so, dass || f — f,.|| < ¢ fiir alle n > ny.

Eine Finschlieffung von f wird gegeben durch Treppenfunktionen f und £ so, dass

[<f<f

Es ist eine e- Binschliefung, falls || f — fll < e. Achtung: f meint nicht die komplex kon-
jugierte Funktion.

Satz -3.2 vom steten Sprung. Gegeben sei f : I — K. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent

(1) f ist sprungstetig
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(2) Es gibt eine Folge f, von Treppenfunktionen, die gleichmdssig gegen f konvergiert,
(2°) Zu jedem € > 0 gibt es eine Treppenfunktion ¢ mit ||f — ¢|| < e

(3) Es gibt eine Folge in’?n von Einschlieffungen von f so, dass f, —in gleichmdfsig
gegen 0 konvergiert

(8°) Zu jedem € > 0 gibt es eine Einschlieffung ?,5 von f mit [|¢ — 9| < e

(4) FEs gibt eine Folge sprungstetiger Funktionen, die gleichmdfig gegen f konvergiert.
In (3) konvergieren f, und f., gleichméBig gegen f. Auch kann man S/, < in+ , und
frsr < fr fordern. In (2°) bzw. (3°) geniigt es, € = L zu betrachten.
Beweis. (2) & (2'), (3) & (3') und (1) = (4) sind offensichtlich. (4) = (1): vgl. Satz

31.12. Gilt (3), so erhélt man eine monotone Einschlieungsfolge durch

max min f
k<n zk, k<n fk

Die gleichmBige Konvergenz folgt z.B. aus 0 < 1f, = fll<If, — f.ull = 0. Wir bemerken

e [st der Definitionsbereich von f in zwei Teilintervalle zerlegt und hat man auf jedem
eine e-Einschlieung, so kann man diese zu einer e-EinschlieBung von f zusammen-
setzen.

Sei nun angenommen, dass (1) aber nicht (3’) gilt. Es gibt also ein € > 0 so, dass f keine
e-EinschlieBung besitzt. Durch fortlaufende Halbierung erhalten wir eine Intervallschach-
telung [an, by] so, dass keine Einschrankung flia, 5, eine e-EinschlieBung besitzt. Sei x
der gemeinsame Punkt der Intervallschachtelung, z.B. a < zy < b. Nach Vorausseztung
existieren der links- bzw. rechtsseitige Limes ¢ bzw. d und somit ein § > 0 so, dass

|f(x)—c|<§fiirx0—(5<x<xo, |f(x)—d|<gfﬁrxg<x<xo+5

Nun gibt es aber ein n mit [a,, b,] C (g — J, o + J). Definiere

c—35 fir a, <z < x9 _ c+ 3 fir a, <z < xg
¢ =13 flwo) fiirwz=uxg =1 f(zg) fiirz=um
d—35 firz <z <b, d+ 35 firz <z <b,

Dann ist ¢, ¢ eine e-EinschlieBung von f llan.bn]- Widerspruch.

Sei (2’7 angenommen und a < xo < b. Wir zeigen, dass es den linksseitigen Limes gibt.
Ist £ > 0 gegeben, so wihle Treppenfunktion ¢ mit [|¢ — f|| < 5 und § > 0 so, das ¢ auf
(rg — 0, x0) konstant ist. Es folgt

[f(@) = f(&")] < |f(2) = ¢(x)| + |o(x) — f()] < e fiir alle 2, 2" € (x0 — d, 7o)
und damit die Existenz des Limes nach Cauchy. [

30.11-12 Sprungstetiges f is beschrdnkt. Beweis im Tutorium. Montones f ist sprungstetig.
Beweis fiir a < xp und monoton wachsendes f: Sei s = sup{f(z) | z < zo}. Ist € > 0
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gegeben, so hat man 6 > 0 so, dass s — e < f(z) < s fir alle z € (z9 — §, x9), also
|f(z)— f(2")| < e fiir alle z,2" € (g — 0, xp). Existenz des linken Limes folgt mit Cauchy.
O

Korollar. Sei f stetig und Z, eine Folge von Zerlegungen a = xyy < Tgp1 < ... < Tgy, = b
mit w(Zy) = max{zy; — zj-1 | 1 < j < ng} — 0 d.h. mit gegen Null konvergenter
Maschenweite. f, sei zu Zy, passende Treppenfunktion, die auf jedem Segment (xy;—1, Tj;)
einen Wert f(&) mit & € [xy—1, Tkj] annimmt. Dann konvergiert die Folge fi gleichmdifig

gegen f.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Da f auf I gleichméfBig stetig ist, gibt es ein § > 0 so, dass
|f(z) — f(2)] < e falls |z — 2’| < 6. Wahle kg so, dass w(Zy) < ¢ fiir alle k > ky. Dann
folgt mit passendem & € [z 1, ;]

[fi(z) = f(@)] = |fu(€) = f(2)] < e fir & € [2xj1, 24))

also || fx — fl| <e. O

(3) des Satzes gibt die Rechtfertigung, das Integral als Flichenmafl zu verstehen. Das
Korollar rechfertigt den in Naturwissenschaft und Technik iiblichen Ubergang von der
Betrachtung endlicher Summen ) f(z)Axz zum Integral: auf die Wahl der als konstant
angenommenen Werte von f(x) auf Az kommt es nicht an.

-3.6 Definition und einfache Eigenschaften des Integrals

30.3-6, 30.15-16, 30.7-9, 31.1-3, 31.12

/f = ch(xj —x;1), ¢ = f(&),& € (zj-1,2;) fiir Treppenfunktion f
j=1

/ ’ f = / f= nh_g)lo / fn mit Treppenfunktionen f, — f glm.
Zu zeigen: Wohldefiniert: unabhéngig von Zerlegung bzw. Folge f,,. Existenz des Limes.
(#) [P F=[CF+ [ F fiir ¢ € [a,b] Additivitit
() fabf => f;ﬂl f mit Zerlegung Z
(a) [(Af+nug)=X\[f+p[g Lineariit
(b) | [ fI < [|f| Dreiecksungleichung
(¢) | [ fl < (b—a)sup{|f(x) | z € I} Standardabschitzung
(d) f<g= [ f< /g Monotonie.

(e) [ f=1lim, s [ f, fiir sprungstetige f, — f glm.



-3.7 Riemannsches Integral )

Beweise zunéchst fiir Treppenfunktion f. Wohldefiniertheit mit gemeinsamer Verfeinerung
der Zerlegungen. (x) mit Zerlegung ¢ € Z. (xx) folgt mit Induktion. Damit kann man alles
weitere auf den Fall konstanter Funktionen, also elementare Algebra, reduzieren

Fiir sprungstetiges f. Existenz des Limes: [ f, ist Cauchyfolge wegen (a) und glm.
Konvergenz. Eindeutigkeit: aus f,, — f glm. und g, — f glm. folgt fi,q1, fo,92... = f
glm. (a) folgt leicht - Ubung. (b,c) vgl. 31.1.b.

(d) Nun nach (3) des Satzes vom steten Sprung f < fud g, > g gleichméfig
konvergent gegen f bzw. g. Also f < f < g <7, firallen,malso [ f < [, und es
folgt [ f = limTHooff <limyse0 [ = [ g

) [ fu= I =TS (fu= DI < O—a)fu— fll 0.

(x) Fur f, — f glm. sind auch die Einschrankungen auf [a, ¢| bzw. [¢, b] glm. konver-
gente Folgen von Treppenfkt. gegen die Einschrankungen von f. [J

-3.7 Riemannsches Integral

Fiir cine Zerlegung Z von I und Zwischenvektor € = (&) mit & € |xj_q, z;[ definiert man
die Riemann-Summe

R(Z,E f) = Zfsk vy — Tj1)
c ist das Riemann-Integral von f wenn

c= klim R(Z, &, f) fiir w(Z;) — 0

fiir jede Folge Zj von Zerlegungen mit Maschenweite w(Z;) — 0 und jede Wahl der
Zwischenpunkte &;. Jede sprungstetige Funktion ist Riemannn-integrierbar, aber nicht
umgekehrt. Genaueres in Kap 23.2.3

-3.8 Integration stetiger Funktionen
Wir fassen diesen wichtigsten Fall nochmal zusammen.

Korollar. (vgl. 31.10) Sei f : I — K stetig. Dann gibt es ein Funktionen F : I — K
mit F' = f. Diese heiffen Stammfunktion bzw. unbestimmtes Integral von f und sind
eindeutig bestimmt bis auf eine Konstante, man schreibt

= /f(x)dx +C

Fiir c¢,d € I erhdlt man das bestimmte Integral als

/ f(z)dz = F(d) — F(c) =: F*

Beweis. Eindeutigkeit: Aus F] = f = F} folgt (F} — F3)" = 0. Existenz: Setze

:/;f
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Wegen der Stetigkeit von f gibt es zu jedem xy € [ und € > 0 ein § > 0 so, dass fiir alle
|Az| <4 gilt
flzo) —e < f(z) < f(xg) + e falls |x — x| <9

To+Ax
(f(zo) — €)Ax < AF = / f < (f(zo) + o)Az

o

also AF
’E — f(zo)| <€

/cdf—/adf—/acf—F(d)—F(C) =

Satz -3.3 Summation. Sei f : I — K stetig. Sei W(c,d) € K fir ¢ < d in I definiert.
Dann sind dquivalent

(1) W(e,d) = fcdf(x)dx fiir alle c < d in I
(2) Es gilt die Additivitat
Wi(e,d) =W(ec,z)+W(zx,d) fallsc<xz<d
und fiir alle e > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fir alle Ax mit |Az| < § und allep € T
(2a) bzw (2b) gilt:
(2a) Es gibt & € [p, p+ Ax] mit [W(p, p+ Ax) — f(§)Az| < e[ Az
(2b) Fiir alle § € [p, p+ Ax] gilt |W(p, p+ Az) — f(§)Ax| < g|A|

Schliellich

Korollar -3.4 Ist f stetig, so f Riemann-integrierbar und das Integral ist das Riemann-
Integral.

Z f(&)Ax; — /df(x)dm fiir Zerlegungen Z von [c, d] mit max Az; — 0
Beweis. Da f auf I gleicilméﬁig stetig ist, gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 so dass
[z — 2| <6 =|f(z) - f(a)] <e
In (1) = (2a) haben wir die auf [z, xy + Az] konstante Funktion &£ mit Wert f(¢) und

g -ane= [ [ 1< o=@+

Z0

In (2b) = (1) wahlen wir Zerlegung Z von [c,d] mit z; — x;_; < 6 und erhalten

(W (g, Tps1) — /mk+1 f(z)dx| <

Tk

< AW (ks Trg1) — f&k) (Thgr — 2a)| + [ f (&) (Thr1 — 1) — /mk+1 f(x)dr| < 2e(wgy1 — x1)

Tk

also mit der Additividt und Dreiecksungleichung

Wed — [ Sl < Y W) - [ f@del < 2:0 -0

Dies gilt fiir alle € > 0, also W(¢,d) = fdf(x)dx. O

[



-2 Integrationstechiken

-2.1 Substitutionsregel

Lemma -2.1 Sei x = z(t) auf [a,b] differenzierbar und f(x) auf dem Wertebereich [c,d]
von x definiert. Ist F'(z) eine Stammfunktion von f(x) so ist F\(x(t)) eine Stammfunktion

von ¢(t) = f(x(t)) 55 = f(a(t) - 2'(t), d.h.

/f da:—/f —dt+C

Ist © stetig differenzierbar und f(x) stetig, so gilt

z(b)
fla)de = / fla —dt

z(a)

Beweis. Die erste Aussage folgt aus der Kettenregel. Nun mit dem Korollar des Haupt-

satzes
z(b)
[ ey = Fao) - @) = [ reanGa o
z(a)

Beispiel f(z) = 5 )
/ (t )8—xdt /:Eda: = §(x(t))2 +C

™

2 1 1
/ sintcostdt = —2%[} = = mit z = sint
0 2 2

Beispiel Fiir f(z) = 1/2 und z(u) # 0 erhdlt man

/%Mdu _ /édx — In|z(u)| + C.

1
/cottdt: ——costdt = In|sint|+ C mit x =sint
sint

-2.2  Differentiale

Um die Regeln korrekt und in Ubereinstimmung mit der Praxis in Natur- und Ingenieur-
wissenschaften formulieren zu konnen, bedienen wir uns der Differentiale. Fiir eine auf
[a,b] definierte und differenzierbare Funktion y = f(¢) ist das Differential an der Stelle
p € |[a,b] die homogen lineare Funktion

df(p,dt) = W( ) - dt W dtep—a<di<b dt£0
ot ot
oder wenn man die Stelle p nicht explizit erwahnt
_ Oy
dy = —=dt.
SOt
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Das Differential an der Stelle p ist natiirlich schon dann bekannt, wenn man es fiir ein
einziges dt # 0 kennt.

Seien nun = = z(t) und y = y(t) auf [a, b] differenzierbar und sei y eine differenzierbare
Funktion von z, also nach der Kettenregel

J(0) =y = (o) = yla), ) = L) i)
Ay(p,dt) = 22p) -t = L (al)) - So(p) -t = £ (a() - ()

d.h. wir kénnen dy(p) auch als Differential bzgl. x verstehen. Dementsprechend haben wir
die folgende Konsistenzvoraussetzung fiir den problemlosen Umgang mit Differentialen

e Alle betrachteten Groflen sind stetig differenzierbare Funktionen einer vorgegebenen
unabhéngigen Variablen ¢ € [a, b].

Dann gilt unzweideutig

_ 9
dy = ——dz
 Ox
wie auch immer y = y(z) differenzierbare Funktion von z, und
oy, . dy ox
5 P) = g, () falls = (p) # 0
dy ox
£(p) =0 falls E(p) =0

Natiirlich geniigt es, wenn man das Differential dz(p) als eine Funktion versteht, die nur
fir sehr kleine |d¢| # 0 bzw. fiir infinitesimale d¢ definiert ist.

-2.3 Integrationsregel

Der folgende Satz fasst die iiblichen Integrationsregeln zusammen und zeigt, dass das
sogenannte “formale Rechnen” legitim und sinnvoll ist, wenn die Konsistenzbedingung
fiir Differentiale erfiillt ist. Der Vorteil dieser Rechnung ist die intuitive Notation und die
Option, die Argumentwerte weitgehend zu unterdriicken (da diese iiber die Abhéngigkeit
von t gekoppelt sind).

Satz -2.2 Seien x = z(t), y = y(t) und z = 2(t) auf [a,b] differenzierbar und f(x), g(y),
h(z) stetige Funktionen auf den jeweiligen Wertebereichen. Fir die Differentiale gelte

f(x(p))da(p) = cgy(p))dy(p) + h(=(p))dz(p) fir alle p € [a,b]

kurz  f(x)dz = cg(y)dy + h(z)dz
Dann gilt: Fir alle Stammfunktionen F, G, H von f, g bzw. h gibt es eine Konstante C
mit

F(z(t)) =cG(y(t) + H(=(t)) fir allet € [a,]
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/f(x)d$:C/g(y)dy+/h(z)dz +C

Sind x,y, z stetig differenzierbar, so gilt

z(b) y(b) 2(b)
/ f(x)dx = c/ g(y)dy + / h(z)dz
z(a) y(a) z(a)

Linearitédts- und Substitutionsregel sind Spezialfélle. Beweis. Nach Voraussetzung haben

kurz

wir
Ox dy 0z
f(z )Edt—cg( )c“)tdt h(z )Edt
also 5 5
_ _ Y oz
o) = @2 = con) 2 + 1)
Dann OF  OFd
T
B e ot f(x ) = ¢(t)
dcG+H) 0G OH 8G8y 8H82 B oy B
oo T ey T Wy ThEg =)

Das ist die Aussage fiir unbestimmte Integrale und die fiir bestimmte folgt mit der Sub-
stitutionsregel.

-2.4 Teilterm als neue Variable

Ist y = y(z) und f(x)dx = cg(y)dy also f(z) = cg(y)g—i, SO

fl@)de =c [ g(y)dy, [ f(z)de=c 9(y)dy
[ o= fatwn [ sioec [17

C

Beispiel. [ e**"% cosz, y(z) = 2sinz, g(y) = e

: 1
e?s% cog pdr = §eydy

. 1 1 1
2sinx smm
dr = = Ydy = —e + C' = +C
/e cos xdx 2/6 Y 26 2

L 1 [ 1
/2 e cos pdr = —/ evdy = =(e* — )
0 2 Jo 2

Beispiel. f(z) = g(ax 4+ §) mit a # 0 und g(y) stetig, so ist mit y = azx +

P 1 0 1
a_z —a, f(z)= ag(y)a_z, f(z)de = ag(y)dy

[ t@as == [ty +c
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d ad+8
/Cf(a:)dxzé/a " )z + C

c+p
Beispiel. Auf R suchen wir [ cosx sin®zdz. Mit y = sinz und g(y) = y*

sin? z cos x dz = y*dy

3 Si 3
/sin2xcosxdx:/y2dy:y_+cz T, o

/_ 3 3

-2.5  Integration durch Umkehrung

[NE]

1 3 3
1 (—1) 2

.2 2
dr = dy=———"—=-
sin” x cos zdx /_ly Y 3 3 3

ME]

Ist % (u) # 0 fur alle uw und der Wertebereich von z(u) der Definitionsbereich
von x, so hat x = z(u) eine Umkehrfunktion v = u(z) und man kann

X

@(u):/f(x(u))g—du—i-C’

u

nach x auflosen

/f(x)dx =F(x)+C =®(u(x))+C

[ )t = bu(@) - v(u(e)

Beweis. Da % stetig und nie Null ist, ist g—i nach dem Zwischenwertsatz entweder positiv
fiir alle u oder negativ. Also ist z(u) entweder streng monoton wachsend oder streng
monoton fallend. Hieraus folgt die Existenz der Umkehrfunktion v = u(x). Alles weitere
folgt aus dem Substitutionslemma. [

Beispiel. Wir suchen [ ——dz auf (0,7). Die Substitution 2 = 2arctanu fiihrt wegen

or __ 2
Ou ~ 14wu? und

) 5 iy b T oo 2% _ o @ 0052§
sint = 2sin —cos— = 2tan — cos” — = 2tan —
2 2 2 2 2 sin2§+0032§
T 1
= 2tan— 5
2 1+tan§

auf das Integral

1 1 2 2 1
/ , dx:/ ru du:/—du:ln]uH—C’.
sin 2u 14 u? U

Riicksubstitution u = tang liefert

1
/ : dx:1n|tan£\—|—0.
sin 2
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-2.6 Partielle Integration

Fiir w(t) = u(t)-v(t) haben wir nach der Produktregel 2% = v2¢ 442 also das Differential

dw = duv = vg—dt + ug dt = vdu + udv

(unter Vorausetzung der Konsistenz) und es folgt

v—w—/ldw—/v—dt+/ dt—i—C /vdu+/udv+C
w(b) b b u(b) v(b)
/ 1dw:/ v@dt—i—/ u@dt / vdu—l—/ udv
w(a) a 0 a ot u(a) v(a)

b w(b)
= u(b)v(b) — u(a)v(a) = / 1dw

w(a)

3z 3z 1 2
/$263”dx = :1:26— Y 2udr = —z2e3® — 3 /xe?’xdx

3

2 2
x263a: _ 51,6330 + 5 /GSxdx
Lo 2,2
3 9 27
Beispiel. Fiir [ cos? dz hilft ein einfacher Trick:

e+ O n

/COSQZde = /Cosas-cosa:dx:sinx Cosm—/sinx(—sina:)da:
= sinxcosa:+/sinxsinxd:c
— g 2
= 51nxcosx+/(1—cos x)dx
— g 2
= smmcosx—i—x—/cos rdr.

Hieraus folgt schliefSlich
2/cos2xdaj =sinzcosx +

bzw. .
/COSQ$dZB = §(sinxcosx+x) +C.
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In diesem Beispiel hiitte man einfacher benutzen kénnen, dass cos? r = % (14 cos 2x) ist.
Damit bekommt man sofort

1 1 1 in 2
/COS2£Cd(L’:§/dl'+§/C082xdl‘:§(fE+Sln2 x)+C. n

Beispiel. Bei [ Intdt hilft ein Trick: Wir wéhlen dt = 1du

Intdt = Int(1dt) = vdu = duv — udv, u= / 1dt =t

1
/lntdt:tlnt—/t;dtztlnt—/ldtztlnt—t—i—C’

/ tsintdt

Mit 2 = ¢ und v(t) = sint erhlt man

t? t?
/tsintdt:—sint—/—costdt
2 2

Das Integral [ ¢*costdt ist aber komplizierter als das Ausgangsintegral. [ ]

Gegenbeispiel.

-1 Integration rationaler Funktionen

-1.1 Polynome und euklidischer Algorithmus

Polynome mit Koeffizienten in K sind ein ein Spezialfall der Potenzreihen. Meist braucht
man nur einen Korper K und schreibt K[z] fiir den Ring der Polynome mit Koeffizienten
in K. Die Polynomdivison sollten Sie aus der Schule kennen. Genaueres in supp.pdf

Korollar -1.1 Zu p(z) € Klz] und a € K gibt es eindeutig bestimmte r € K und
q(z) € Klx] mit
p(e) = 4() (@ — a)* +r(z), degr(z) < k
Wir definieren nun die Teilbarkeit in K[x] analog zu der in Z
p(z) teilt ¢(z) < Ir(x). q(z) = p(x)r(x)
p(z) und ¢(z) sind teilerfremd, wenn ihre einzigen gemeinsamen Teiler Konstanten sind.
Satz -1.2 Bezout. Zu teilerfremden p(z), q(x) € K|x] gibt es r(x), s(x) € K|x] mit
1= p(x)r(z) +q(r)s(x) degr(x) < degq(x), degs(x) < degp(z)

Diese bestimmt man mit dem Euklidischen Algorithmus fiir Polynome.
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Beweis exemplarisch in Z. Die beiden Startzeilen sind trivial. Dann zieht man immer ein
Vielfaches der letzten aktuelle Zeile von der vorletzten ab (Division mit Rest der Eintrige
in der ersten Spalte). Dabei entsteht wieder eine giiltige Relation.

9% = 1-98 + 0-27
27 = 0-98 + 1-27
17 = 1-98 + —=3-27
10 = —1-98 + 4-27
7T =298 + =7-27
3 = —=3-98 + 11-27
1 = 8-98 + —-29-27

-1.2 Faktorzerlegung

Ein nicht konstantes Polynom p(x) heisst unzerlegbar oder irreduzibel, wenn in jeder Zer-
legung p(z) = q(x)r(x) einer der Faktoren konstant ist. Diese spielen die Rolle der Prim-
zahlen. Man bemerkt, dass ein irreduzibles p(z) ein Produkt q(x)r(z) nur dann teilt, wenn
es mindestens einen der Faktoren teilt: sonst sind z.B. p(x) und ¢(x) teilerfremd, also gibt
es a(x)p(z) + b(x)q(z) = 1 und p(x) teilt r(z) = a(zx)p(x)r(z) + b(x)q(x)r(z). Wie fir Z
beweist man

Satz -1.3 Jedes nichtkonstante Polynom p(x) € K[xz] hat eine bis auf die Reihenfolge
eindeutige Darstellung mit normierten irreduziblen p;(x) € Klz] und a € K

p(x) = apy(x) - - pn()

Beweis: Die Existenz folgt durch Ordnungsinduktion iiber den Grad: Ist p(z) nicht schon
irreduzibel, so p(x) = g(x)r(z) mit Polynomen kleineren Grades, also ¢(z) = bgy () - - - qx(2)
und r(z) = cri(x)---r(z) und somit p(x) = beqqy(x) - -« qr(x) - r1(z) - - - r(x). Die Ein-
deutigkeit folgt nun durch Induktion iiber die Anzahl der Faktoren: Ist

p(x) = apy(x) - pa(x) = bq2(2) - - - g ()

so a = b da die p;(z) und ¢;(z) alle normiert sind. Auch teilt p;(x) eines der ¢;(x), nach
Umnummerierung also ¢ (z) und wegen Normiertheit folgt pi(z) = ¢1(x). Nun kiirzt man
p1(x) und beruft sich auf die Induktionsannahme. [J.

-1.3 Korper der rationalen Funktionen

Wie von Z zu Q kann man vom Polynomring K|x] zum Kérper K(z) der rationalen
Funktionen iibergehen. Man betrachte Quotienten, d.h. Paare

—— mit g(z) #0
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Adddition und Multiplaktion sind wie gewohnt definiert

p) (@) _ p)s@@) +e(@)r(z) - pe) riz) _ ploir(z)

q(x)  s(x) q(z)s() q(z) s(x)  qlz)s(x)

Fir K C C konnen wir natiirlich auch die Funktion

poy 20 te K, qt)#0

q(t)

betrachten und mit dem Quotienten identifizieren. Diese Funktionen sind auf ihrem De-
finitionsbereich beliebig oft differenzierbar und integrierbar.

-1.4 Partialbruchzerlegung

Wir wollen rationale Funktionen in einfacherer Weise darstellen. Dazu die folgenden drei
Reduktionsschritte

e Ausdividieren f(z) = q(z)g(x) + r(x), degr(z) < deg g(x)

degr(z) < degg(x)

= + ( " fiir teilerfremde g(x), h(zx)

o Zerlegen f(x)=q(x)g(z)+r(z), degr(x) < degg(z)
flx) (@) g

= -

o gl degr(z) < degg(x)

Satz -1.4 Zu Polynomen f(x),g(z) € Klz] mit g(z) = [\, pi(z)" mit irreduziblen
normierten p;(x) gibt es eine Darstellung

fl) _ r(z) + Z Z ;lk(x) mit degry(z) < degp;(x)

Dabei ist r(z) = 0 genau dann, wenn deg g(x) < deg f(x). Die Darstellung ist eindeutig.

Beweis. Existenz. Wir fiihren exemplarisch eine Partialbruchzerlegung von 2t in Q aus,

60
indem wir folgende Schritte anwenden

:q—{—% mita=qr+b 0<r<b

mit ra + sb = 1 fiir teilerfremde a, b
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a q

.
pk:pk_l—i_ﬁ mita=qgp+r, 0<r<p
Losung
E—l_'_E
60 60
11 55 22 7 2
—5.-12, 1= —92.12 2 Lz
00=25-12, 509 60 12 5 12 5
7 28 21 1 3
’ 12 12 12 +3 4
3 2 1 1 1
3=1.241 S =Z24-—_-4°=
th oy TitTiT g
71 11 72 2 1 1 1
14+ =14 —— =9 24 - _ - _Z
60 Teo T2 5 57373271

Hat man eine Partialbruchzerlegung wie im Satz, bringt man die Partialbriiche auf den
Hauptnenner g(z) und addiert sie auf, so erhélt man im Zéhler einen Grad < degg(z).
Damit ist r(z) das Ergebnis bei der Division mit Rest und eindeutig bestimmt.

Zum weiteren Beweis der Eindeutigkeit diirfen wir also r(z) = 0 annehmen. Seien also
zwei Zerlegungen gegeben

Z Z ”Wf(xz Z Z Slk(xz mit degry (), deg sy (r) < degpi(w)

o )t i)

Sei k maximal so, dass fiir ein ¢ 7, (x) # si(x). Indem man in der Gleichung alle gleichen
Terme streicht und dann mit dem Hauptnenner N(z) multipliziert, erhélt man in jedem
Summanden einen Faktor p;(z) im Z#hler, ausser in

rie(z)N x) Szk({B)N([L')
pi(x)* pi(x)*

Also ist p;(z) Teiler von h(z)(r(z) — six(z)) wobei

N(x)
pi(z)*

h(z) =

nach Wahl von k zu p;(z) teilerfremd ist. Also ist p;(x) Teiler von ry(z) — six(x), Da
deg(ri(z) — sip(x)) < deg p;(x) folgt i (z) — sy(x) = 0. O

-1.5 Fundamentalsatz der Algebra
Satz -1.5 Die einzigen normierten irreduziblen Polynome in Clx| sind die linearen x — a.

Korollar -1.6 Ist p(z) = a,2"+...4ag ein Polynom mit reellen Koeffizienten ag, . . ., ay,,
so ist eine komplexe Zahl o Nullstelle von p(x) genau dann, wenn auch ihre Konjugierte
@ Nullstelle von p(x) ist; man hat eine Zerlegung

p(z) = an(z — o)™ .. (x — )" g ()" L g ()™
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i lineare und quadratische reelle Polynome, die den reellen Nullstellen bzw. den Paaren
konjugiert komplexer Nullstellen entsprechen. Dabei ist das Polynom zu o = a + bi und
a =a— bi das folgende

q(z) = (z — a)(r — @) = (v — (a + bi))(z — (a — bi)) = 2% — 2ax + a® + V*.

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich sofort daraus, dass die Konjugation mit Ad-
dition und Multiplikation vertraglich ist und reelle Zahlen festlésst. Dann fasst man im
Fundamentalsatz die Paare konjugierter zusammen. [J

Korollar -1.7 Uber C gilt bei der Partialbruchzerlegung degp;(z) = 1. Uber R hat
man degp;(x) = 1 bzw. Paare konjugierter komplexer Partialbriiche

A N A ax +b
(r—a) (r—a) (®+cx+d)

c=—(a+a),d=aa,a=A+A b=—(Aa+ Aa) €R

-1.6 Partialbruchzerlegung reeller rationaler Funktionen durch Ansatz

(Weitere Methoden in supp.pdf) Seien @, R reelle Polynome mit ) # 0.

1. Schritt Ist der Grad von R gréfer oder gleich dem von @), so liefert eine Polynomdivision
von R durch @) Polynome P und S mit

R P

— =54+ = ,

Q Q
wobei nun der Grad von P kleiner als der von @ ist.

2. Schritt Man zerlegt das Nennerpolynom () nach dem Fundamentalsatz

S

Q@) = q] [ = b)" ] [@* + 2¢j2 + dj)™ (-1.1)

j=1
3. Schritt. Ansatz
r k; s m;j
P(l‘) - Azk . Bjml’ -+ ij
= 7 T -1.2
Qr) ~ 222 (a— bt ; mzzl (@ + 20,0+ d)" (-1.2)

Die Zahlen A;;, Bjp,, Cjn, konnen beispielsweise ermittelt werden, indem man (-1.2) mit
@ multipliziert und durch Koeffizientenvergleich ein lineares Gleichungssystem fiir die
gesuchten Groflen aufstellt. Auch das Einsetzen der Nullstellen von @ in die entstehenden
Polynome kann hilfreich sein.

Achtung: Macht man den Ansatz, ohne darauf zu achten, dass der Grad von P kleiner als der
Grad von () ist, so geben die aus dem Gleichungssystem bestimmten Werte i.A. keine Losung
der Aufgabe, P/Q in Partialbriiche zu zerlegen.
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Beispiel Man bestimme Partialbruchzerlegung von

rt4+1
=3 —x+1

1. Schritt Polynomdivision

| 2+
— 14+ .
i —ad3 —x+1 zd—ad3—x+1

2. Schritt Faktorisierung des Nennerpolynoms
-2+ l=(-1)E*-1)=(-1D*2*+2+1).
3. Schritt Partialbruchzerlegung. Der Ansatz

3+ A N Ay n Bx +C
vt -3 —z+1 -1 (z—-12 22+2+1

liefert nach Multiplikation mit Q(z) = 2* —2® —z +1 = (x — 1)*(z? + 2 + 1)
P 4+r=Ax-1)(2"+2+1)+ A(@*+2+1)+ (Bx+ C)(z — 1) (-1.3)
bzw. nach Ausmultiplizieren und Zusammenfassen
* + 1= (A + B)x® + (43 — 2B+ C)a* + (Ay + B —2C)z + (Ay — A, + O).

Ein Vergleich der Koeffizienten auf der linken bzw. rechten Seite ergibt das lineare Glei-
chungssystem

bei 23 : Ai+B =1

bei 22 : Ay, —2B+C = 0

bei x! : Ay, +B-2C = 1

bei 2V : Ay, — A +C = 0.
Die Losung dieses Gleichungssystems ist

2 2 1
A==, A==, B=-, (C=0.

1 3 3 2 3 ) 3 )

Also
xt+1 2 1 2 1 1 x

—14Z ‘ R
=3 —x+1 +3x—1+3(:£—1)2+3:v2+$+1

Alternativ hétte man z.B. in (-1.3) = 1 einsetzen konnen und so Ay sofort gefunden.

Korollar -1.8 Benutzt man den Ansatz, so bestimmt man den Partialbruch zur héchsten
Potenzen eines Linearfaktors durch Einsetzen der Nullstelle im Koeffizientenvergleich

Weitere Methoden siehe supp.pdf
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-1.7 Integrale rationaler Grundfunktionen

Zu allen in -1.2 vorkommenden Briichen lassen sich durch partielle Integration und Sub-
stitution die Stammfunktionen effektiv bestimmen. Einige der folgenden Regeln miissen
dazu wiederholt angewandt werden:

/-(m {5?@—mkk falls k& > 1

(z —b)k In|z — b| falls k=1,
/d—x = ! arctan rTHe
224+ 2cc+d d — 2 Vd—c2’

/ dz B T+c
(224 2cx +d)m  2(m —1)(d — c2) (22 + 2cx + d)™1
(2m — 3) / dx .
f > 2
* 2(m —1)(d—¢c?) J (2?2 +2cx +d)m ! =

ar + 3 o 9 dx
e L A 2z +d) + (8 — @
/J:2+2cx—|—d o 2 n(z”+ 2cz +d) + (8 ac)/ﬁ—l—ch—i—d’

/ ar + [ dr - —«
(2 + 2cx +d)™ T 2(m —1)(2? 4 2cx + d)m!

dz
_ fii > 2.
+ (8 — ac) / @ 12 T ) tir m >

Beispiel.

/ ot +1 p /1d +2/ dz +2/ dx
r = T+ - - [ —
zt—ad—ar+1 3 ) xz—1 3 ) (z—1)?

+1/ T dx
3 2?24+ r4+1

2 2 1 1
1 2¢ 4+ 1

— —— arctan +C.
3v/3 V3

0 Uneigentliche Integrale

Siehe AnaSkript 1 Kap. 32

1 Endlichdimensionale normierte Raume

Die Seitenangaben in Kap 1-4 beziehen sich auf das Skript Anall-mehrdim von Prof.
Alber.
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1.1 Affine Raume

Ein Vektorraum V iiber (dem Skalarenkérper) K oder kurz K- Vektorraum wird gegeben
durch eine Menge V' (deren Elemente auch Vektoren heissen sollen) mit Operationen

(f7g) = f+?j7 f'_> _f;
auf V', der Konstante 0 (Nullevktor) und der Multiplikation mit Skalaren
(r,@)— A\ wobeire K, Z€V

so, dass (V1) - (V8) gelten:
(V1) fiir alle @, 0,4 in V gilt @ + (+ @) = (4 + 0) + &
(V2) fir alle @, vin V gilt *+ 0 =0+u
(V3) fiir alle 7 in V gilt 0 + ¥ = @
(V4) fiir alle ¥ in V gilt 7+ (—0) =0
(V5) fiir alle r in K und o, in V gilt r(0 4 &) = 70 + rad
(V6) firalle7in V gilt 19 =¢
(V7) fiir alle r,s in K und ¢ in V gilt (r + )0 = 70 + st
(V8) fiir alle r,s in K und ¢'in V' gilt r(sv)) = (rs)v.

Sei X eine Menge und
(U,P)—» v+ P, VxX—=X

eine Abbildung so, dass gilt:
e Zu P, € X gibt es genau ein ¥ € V mit Q = v+ P
o W+ +P=w+(@+P), 0+P=P

dann ist (X, V) affiner Raum mit Punktmenge X und Vektorraum V. Es folgt. dass die

Abbildung
P—iv4+P X—X

bijektiv ist - die Umkehrabbildung ist P + v+ P.

1.2  Euklidische Vektorraume

Sei V' ein R-Vektorraum. (V,-) ist ein euklidischer Vektorraum und - ein Skalarprodukt
falls fiir alle #, 9,2 € V, r € R

1. Z-y=1vy -7 €R (symmetrisch)
2. - (Y+2)=2-y+2-2, (rZ)-y=r(Z-y) (linear)
3. &-7> 0 fiir £ # 0 (positiv definit)

Man definiert
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o |Z| =VZ -7 euklidische Norm
e 7 lyes T -y=0 orthogonal

und bemerkt, dass (x): |rZ| = |r| - |Z].

Satz 1.1 (Cauchy-Schwarz). In einem euklidischen Vektorraum gilt

Beweis. Wegen (%) 0.B.d.A. |y| = 1. Setze r = ¥ - . Dann
0 < |7 —rgl* = |2° — 2r(Z - ) +r*|y)* = |7]2 —

also |r| < |Z|. O

1.3 Normierte Vektorraume

Eine Norm auf einem R-Vektoraum V ist eine Abbildung & +— [|Z} € Rx so, dass
1L |7 =0e2=0
2. ]} = |r| - [|17]
3. 17+ gl < [1Z] + 4]

Korollar 1.2 Die euklidische Norm ist eine Norm.

Beweis folgt aus Cauchy-Schwarz s.S.4 (Anall-mehrdim)

1.4 Metrische Raume

Sei X eine Menge und d : X x X — Rsq. Dann ist (X, d) ein metrischer Raum, falls fiir
alle Q. Re X

1. d(P,Q) = d(Q, P)
2. dP,Q) =04 P=0Q
3. d(P,R) <d(P,Q)+d(Q,R) (Dreiecksungleichung)
Satz 1.3 Sei (V, ||.||) normierter Vektorraum und (X, V') affiner Raum. Definiere
d(P,Q) = ||v] fallsQ=v+P
Dann ist (X, d) ein metrischer Raum.
Beweis. Sei R = @ + @, also R = (@ + ¢) + P und somit

d(P, R) = ||w + 0| < |[@]| + [|v]] = d(P, Q) + d(Q, k) [



1.5 Konvergenz 21

1.5 Konvergenz

Sei (X, d) metrischer Raum. Zu ¢ > 0 und @ € X definieren wir die (offene) e- Umgebung
durch

U:(Q) ={P e X [d(P,Q) <e}
U C X ist Umgebung von @ falls es £ > 0 gibt mit U.(Q) C U.

Dann sind fiir ¢ € X und eine Folge P, € X offensichtlich die folgenden Aussagen
aquivalent

1. Ve > 03k, Vk > ko. d(P,Q) < ¢

2. Ve > 03k, Vk > ko. P € U(Q)

3. Fiir alle Umgebungen U von @ gilt 3k, Vk > ky. P, € U
4. d(P, Q) — 0

Trifft eine/jede der Bedingungen zu, so konvergiert die Folge Py geben den Limes Q) (bzgl.
d) und wir schreiben

@ = lim P, bzw. P, — Q
k—o0

und dekorieren das ggF. noch mit der Metrik d oder einer dahinter stehenden Norm ||.]|.
Es gilt

Pk%QquPk%Ql :>Q:Q/

Ist ndmlich @ # @', so wihle ¢ = 1d(Q, Q') - dann U.(Q) N U.(Q') = 0.

1.6 Ortsvektoren

Sei (X, V) affiner Raum. Wahlt man einen festen Punkt O € X (den man dann Ursprung
nennt), so gibt es eine bijekive Abbildung

VX, p—=P=p+0

zwischen Ortvektoren und Punkten. Macht man (V, V) zum affinen Raum durch (v, p) —
U+ p, so wird (X, V) isomorph zu (V, V). Ist (V,||.||) normiert, so

d(P,Q) = |lg—pll = d'(p.q) mit p+0, Q=q+0
also ist p'— g+ O eine Isometrie von (V,d') auf (X, d). Insbesondere gilt

P, — Q& py—q
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1.7 Koordinaten

R™ ist der R-Vektorraum aller Spalten

e
m(l) y(l) x(l) _|_ y(l) x(l) /r'x(l)
B I z ol =

Sei «: €. ...,€, Basis des R-Vektorraums V', d.h. jedes ¥ € V' hat eindeutige Darstellung

7=zW¢ + ... 2Me,
Definiere die Koordinaten (-spalte) von &
e
T = : eR"
)

Dann gilt
(F+9)" =2 +7", (rD)* =r()

also ist & — Z* ein Isomorphismus von V' auf R™.
Ist (X, V) ein affiner Raum, so besteht ein Koordinatensystem « aus einem Urspung
O, und einer Basis «. Dann sind P* = p* die Koordinaten von P = p'+ O,,.

1.8 Maximumnorm

Sei « : €)....,¢e, Basis des R-Vektorraums V. Die zugehorige Mazimumnorm auf V' ist
definiert als

1Z]loe = || Tmax = max{|z@| |i=1,...,n}
Satz 1.4 Sei ||.||cc Mazimumnorm bzgl. einer Basis o von V. Dann gilt
1. ||l ist eine Norm auf V'
2. &, = p e Vi a® = pl

3. (Bolzano-WeierstraB.) Gilt ||z || < ¢ fiir alle k, so hat die Folge Ty, eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Zu 1. Dreiecksungleichung: Zu Z, 1 gibt es ¢ mit

17+ Floe = o1 + 5] < [29] + [y] < (|00 + 17l
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Zu 2.

) = p D] < |7k — Plloo <D |2 — p7]
j=1
also 4
Vi |2 —pP| =0 & ||T) — pllee — 0

Zu 3. Sei z.B. n = 2 und die Basis ist orthonormal. Die Folge liegt nach Voraussetzung in
einem Quadrat W; der Seitenlénge c. Durch fortlaufendes Vierteln erhélt man eine Folge
von Qudraten W,, C W,,_; der Seitenlénge zlm, die jeweils unendliche viele Folgenglieder
enthalten. Man wihle k,,, > k,,_1 so, dass @y, € W,,. Es folgt

2

(1) (1)

fir alle [,h > m

also ist x,(;l fiir jedes i eine Cauchyfolge und hat Limes p¥. Nach 2. folgt &, — p. O

2 Topologie endlichdimensionaler normierter Raume

Elemente eines Vektorraums schreiben wir nun einfach als x € V und diirfen die sowohl
als Vektoren wie auch als Punkte eines affinen Raums verstehen.

2.1 Aquivalenz von Normen
Normen |[.|]; und .||z auf V" heissen dquivalent, falls es a,b > 0 gibt mit
Ve e V. |zfly < alleflz, (lz]l2 < bzl
Gleichwertig ist: es gibt ¢,d > 0 mit
cllelly < flzllz < dfjzfl,
Es handelt sich offenbar um eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf V.
Lemma 2.1 Sind die Normen ||.||1 und ||.||2 auf V' dquivalent, so gilt in X =V

1. U C X st Umgebung von p bzgl. ||.||1 genau dann, wenn U Umgebung von p bzgl.
I ist

2. Ty —1p & Ty —aD
Beweis. Es gilt
lp =zl <e=llp -zl <ae

also
Uz (p) € Uz(p)
Ist nun U eine Umgebung von p bzgl. |||z, so gibt es > 0 mit U7 (p) € U, also

lﬂ@g%@gvrmg:g

Ebenso mit vertauschten Rollen. Das beweist 1. und 2. folgt sofort. [
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Satz 2.2 Auf einem endlichdimensionalen R-Vektorraum sind all Normen dquuvalent.

Beweis. Jede Norm auf V' ist zu Maximumnorm &quivalent - siehe S.5-6. (Anall-mehrdim)

Dass etwas ¢ ‘fiir R™ gilt’’, heisst also, dass es fiir jeden endlichdimensio-
nalen normierten Vektorraum und zugehorigen metrischen affinen Raum gilt.

Korollar 2.3 Sei (V. ||.||) und normiert und o endliche Basis. Dann gilt

1. 2 = p & Vi a:,(j) — p®
2. (Bolzano-WeierstraB.) Jede bzgl. ||.|| beschrinkte Folge hat eine konvergente Teilfolge.
3. xy 1s konvergent genau dann, wenn es Cauchyfolge ust, d.h.

Ve > 0 Jko VE, 1 > k. ||z — 2| < €

Beweis. 1. folgt sofort mit dem Lemma. Zu 2. Ist x bzgl. ||.|| beschriankt, so auch bzgl.
der Maximumnorm, hat also konvergente Teilfolge. Zu 3. Sei x;, Cauchyfolge. Wegen
) — i < lloi = lloo < Bllai — ]

sind die :10,(;) Cauchyfolgen, also konvergent und nach 1. auch x; konvergent bzgl. ||.||. Die
Umkehrung wie in R. [J

2.2 Topologische Grundbegriffe in metrischen Rdumen
Sei (X, d) metrischer Raum und M C X. Definition und Sétzchen

1. x innerer Punkt von M & Je > 0. U.(x) C M < es gibt Umgebung U von x
mit U C M

2. M°:={x € M | z innerer Punkt von M}, das Innere oder der offene Kern von M
3. M offen <= M = M°

4. x© Haufungspunkt (HP) von M < Ve > 0. U(x) N M € {x}
& fiir jede Umgebung U von x ist U N M unendlich

5 M :=MU/{x |z HP von M} abgeschlossene Hiille oder Abschluss
6. M abgeschlossen = M =M < X\ M offen

7. OM := M\ M° Rand von M.
r€OM < UNM=#Dund UN X \ M # () fir jede Umgebung U von x

8. Eine Familie U; (i € I) offener Mengen ist eine offene Uberdeckung von M falls
M C U, Us

9. M ist kompakt, falls es zu jeder offenen Uberdeckung U; (i € I) von M eine endliche
Teiliiberdeckung gibt, d.h. endliches J C I mit M C Ujej U;
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2.3 Filtrierung in R"”

Satz 2.4 Seien R" D A; D Ay D As... abgeschlossen mit sup{||x —y|| | z,y € A} — 0.
Dann gibt es x mit {z} = (-, Ax.

Bew. s.S. 10 (Anall-mehrdim)

2.4 Kompaktheit in R"

Satz 2.5 Sei M C R"™. Dann sind dquivalent
1. M st abgeschlossen und beschrinkt

2. M 1is kompakt
3. Jede unendliche Teilmenge von M hat einen Haufungspunkt in M

4. Jede Folge in M eine Teilfolge mit Limes in M
Auflerdem gilt der Zusatz: Jede unendliche beschrdnkte Menge hat einen Hdaufungspunkt.

Beweis. 1 = 2 siche S. 11(Anall-mehrdim) . Nur hier wird M C R” benutzt. 2 = 3

s.5.12(Anall-mehrdim) . 3 = 4: O.B.d.A. ist {xx | £ = 1,2,...} unendlich, hat also

HP z € M. Sind die k; mit [ < m schon definiert, so setze ¢ = % und k,, > k;,_1

mit zy,, € U.(z). Das ergibt gegen = konvergente Teilfolge. 4 = 1 wie 3 = 1 auf S.
12(Anall-mehrdim) . OJ

2.5 Berechnung von Skalarprodukten
Sei (V, +) euklidischer Vektorraum. Eine Basis eq, ..., e, von V ist Orthonormalbasis, wenn
ei-ej=0fliri#j, e-e =1

(die Existenz fiir dim V' < oo folgt aus dem Verfahren von Gram-Schmidt). Es folgt sofort
durch Ausmultiplizieren

Ty = zn:x(i) .y(i) fiir ¢ = Xn:x(i)’ y = Zn:y(i)
=1 i=1 i=1

Fiir die zugehorige Norm hat man dann

n

o] =) ()

i=1
Definiert man umgekehrt im Vektorraum R™ der n-Spalten

£+

ein Produkt auf diese Weise, so erhélt man ein Skalarprodukt und die sog. Standardbasis
oder kanonische Basis mit ' '
e =1, e =0firj#£i

)

ist Orthonormalbasis.
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2.6 Kompaktheit in metrischen Radumen

Satz 2.6 Sei X metrischer Raum und M C X. Dann sind dquivalent
2. M is kompakt
3. Jede unendliche Teilmenge von M hat einen Hdufungspunkt in M
4. Jede Folge in M hat eine Teilfolge mit Limes in M
Jede kompakte Menge M ist beschrinkt und abgeschlossen und es gelten
(a) Zu jedem 6 >0 gibt es endliches My € M mit M C |, ¢y, Us()

(b) Zu jeder offenen Uberdeckung U;(i € I) von M gibt es § > 0 so, dass es zu jedem
r e M einiel gibt mit Us(z) C U,.

Beweis. 2 = 3. Angenommen, N C M und kein x € M ist HP von N, d.h. es gibt offene
Umgebung U, von z mit U, N N C {z}. Die U, bilden Uberdeckung von M, also gibt es
endliches My C M mit M C UxeMO U,. Es folgt N C M.

3=4: 0.B.d.A.ist {x | k =1,2,...} unendlich, hat also HP = € M. Sind die k; mit
[ < m schon definiert, so setze ¢ = % und k,, > k1 mit zy,, € U.(x). Das ergibt gegen
x konvergente Teilfolge.

Sei 4. angenommen. Ist z HP von M, so gibt es z;, € M mit x; — x. Diese hat nach
4 gegen ein y € M konvergente Teilfolge. Also z =y € M. Somit M = M.

4 = (a) - (aus (a) folgt sofort die Beschrénktheit). Angenommen, (a) gilt nicht. Also
gibt es § > 0, so dass M & |J,cn Us(z) fiir alle endlichen N € M. Mit den Prinzip der

Bedingten Auswahl erhalten wir eine Folge x; mit

wim € M\ | Us(xi)

=1

also d(xy,z;) > § fiir k # [. Inbesondere ist keine Teilfolge Cauchy, also keine Teilfolge
konvergent. Also gilt 4 nicht.

4 = (b): Angenommen 4 gilt, aber (b) gilt nicht. Insbesondere gibt es zu jedem 6 = 1
ein x,, € M so, dass

(%) Ui(x,) € U; firalleie [l

Wegen Ui (p) C Ui (p) fiir m > n gilt (x) auch fiir jede Teilfolge und wir haben 0.B.d.A.
Ty — T € M.Da M C Ui, Ui gibt es i € I mit € U; und € > 0 mit U.(x) C U; da U;
offen ist. Also

(xx) CUA(x) CU; firk > ;

d(zg,x) < =, U

1
E

DO | ™

Widerspruch.
4 = 2. Wihle 6 > 0 nach (b) und dann endliches Mj nach (a). Zu jedem = € M, gibt
es i, € I mit z € U;, also

Mc |JUc v D

z€Mp z€Mo
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3 Lineare Abbildungen und Matrizen

3.1 Definition und Beispiele

Sind V', W zwei K-Vektorrdume, so ist eine Abbildung ¢ : V' — W linear (genauer:
K-linear), wenn folgende Linearititsbedingungen gelten

O(Z+v) = &(Z) + 6(y), o(rZ) =re(Z) fir alle Z,¢in V) r in K.
Ist V =V’ soist ¢y ein Endomorphismus.

Wir geben im Folgenden Beispiele linearer Abbildungen ¢y : V' — V' an, wobei V, V'
Vektor-Raum bzw. Ebene der anschaulichen Geometrie sind. Sind P, P’ die zugehorigen
Punktriume und wahlt man Urspriinge O bzw. O’, so kann man der linearen Abbildung
¢o eine (affine) Abbildung zuordnen

$:P—=P. HF+0)=d(T)+ 0

Diese ist der Anschauuung meist besser zugénglich und wird dementsprechend illustrativ
benannt. In Beispielen und Aufgaben wird die gemeinte lineare Abbildung ¢y haufig auf
diese Weise (d.h. durch Hinweise auf das zugehorige ¢) mitgeteilt und der Leser ist dann
aufgefordert, die notwendige Prézisierung selbst zu leisten. In der Regel fiihrt Identifika-
tion von Punkten und Vektoren nach der Zauberformel “Ortsvektor” zu dem vom Auf-
gabensteller gewiinschten Ergebnis. Eine préizise Behandlung der Zusammenhénge folgt
hoffentlich in LA. Ebenso die Rechtfertigung von Bezeichnungen wie Drehung, Spiege-
lung usw. sowie der Nachweis der Linearitdt der zugehorigen vektoriellen Abbildungen.
Die Begriffe “Eigenraum” F) und “Eigenwert” (EV) werden in LAII behandelt.

1. Identische Abbildung ¢ = idp mit ¢y = idy, Matrix E, E; = V. bijektiv
3. Punktspiegelung an O mit ¢o(¥) = —Z. Matrix —FE, E_; = V, bijektiv

4. Zentrische Streckung an O um r mit ¢o(Z) = rz. Matrix rE, E, = V, bijektiv falls
r # 0, sonst Bild= 0.

5. Parallelprojektion mit Kern K =Kerngy auf U + O mit U =Bild¢g. F1 = U, Ey = K.
Bijektiv nur fiir U = V. Matrix bzgl. Basis v7,...,v, mit ¢},..., v, Basis von U und

Upi1,- .., U, Basis von K.
E. O
O O

Bei der Orthogonalprojektion ist K = {# | ¥ L U} und bzgl. ON-Basis gilt

i=1
Ist dabei U Hyperebene (r =n — 1) und 7 = v,, Normalenvektor, so
00(F) = & — 2( | Bt

6. Spiegelung an Hyperebene U + O wie in 5. Achse=Normale. Bewegung.

¢0(f) =7 — 2<ﬁ | f>ﬁ, Matrix (En—l 0

O _1),U:E1,Kﬁ:E1
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7. Drehung in der reellen Ebene mit Zentrum O um Winkel w - gegen die Uhr. Bewegung.
Bzgl. ON-Basis Matrix
cosw —sinw
(sinw cos w )

Keine reellen EV, komplexe EV von Betrag 1 und Argument +w.

8. Drehung im reellen Raum mit Achse Rv; + O um Winkel w - positiv im Sinne der
Rechten Hand. Bewegung. Bzgl. ON-Basis o}, U5, U5 Matrix

1 0 0
0 cosw —sinw |, E; =R, E_lef<:>w:7r
0 sinw cosw

9. Drehspiegelung im reellen Raum mit Achse Rv; + O um Winkel w # 7 - positiv im
Sinne der Rechten Hand. Bewegung. Bzgl. ON-Basis v, U5, 3 Matrix

-1 0 0
0 cosw —sinw |, EF_; =Rt
0 sinw cosw

10. Scherung in der Ebene léngs der Achse Kv; + 0. Matrix bzgl. Basis vy, U

1 r .
(O 1), Ey = Kv

11. Zentralprojektion ¢ der Ebene U 4 O auf die parallele Ebene U + O" des Raumes mit
Zentrum Z ¢ U + O U U + O'. Dabei ist ¢(P) der Schnittpunkt der Geraden durch PZ
mit der Ebene U + O'. Hier ¢q : U — U und mit Normalenvektor 77 von U

¢o(T) = - wobeiri+Ze€U+O0, sn+ZeU+0

ﬂICla

3.2 Existenz und Eindeutigkeit
Lemma 3.1 Ist ¢ : V — W linear, so gilt

6 = 6 ZT'LUZ Zrz(b(@)

Beweis. ¢(0y) = $(00y) = 0¢(0y) = Oy Die zweite Behauptung folgt leicht mit Induktion
tiber n (und der Wohldefiniertheit von ¢):

gzﬁ(i Tiv;) = val + o(rpthy) Zr@ U;) + rpd(th) anﬁw O
i=1

Lemma 3.2 Seien V, W Vektorrdiume tiber K, vy, ..., v, eine Basis von V und Wy, . .., w,
Vektoren in W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ¢ : V- — W mit ¢(v;) = w; fiir
1=1,...,n
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Beweis. Definiere

¢(Z riU; = Z ryw;  fir jede Wahl von r; € K

Die Wohldefiniertheit folgt sofort aus der Eindeutigkeit der Darstellung > . r;¢; in V. Zur
Linearitét:

(Z riv; + Z sili) = (Z (ri + 8:)U;) = Z(Tz + i) ()
= Z rng(vz) + Z z¢(vz) - (Z _)) gb(Zz 31171)
G5y, 1i0;) = ¢(30,; sriti) = >, 51:(U;) = 5 >, 1:p(T;) = s¢(>, 7:0;)

Die Eindeutigkeit von ¢ folgt aus dem vorangehenden Lemma. O

3.3 Isomorphie

Eine bijektive lineare Abbildung ¢ : V' — W heisst auch ein Isomorphismus. Gibt es einen
Isomorphismus von V' auf W, so heissen V' und W isomorph und man schreibt V' = W.
Insbesondere ist dann ¢! ein Isomorphismus von W auf V.

Bespiele: Der Anschauungsraum ist isomorph zu R3. Der Zeilenraum K™ ist isomorph
zum Spaltenraum K™. Ist o eine Permutation von {1,...,m}, so erhélt man einen Iso-
morphismus von K™ auf K™ durch

Bei einem Isomorphimus iibertragen sich
alle Eigenschaften analog auf die Bilder.

Korollar 3.3 Seien V. W Vektorrdume iiber K, vy, ..., v, eine Basis vonV und s, . .., W,
eine Basis von W. Dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢ : V. — W mit ¢(0;) = ;
firi=1,...,n

Beweis. Wir wissen schon ,dass es eine lineare Abbildung ¢ gibt. Ist w € W so hat man
eine Darstellung @ = ), r; also W = ¢(D_, riv;). Also ist ¢ : V' — W surjektiv. Gelte

(V) = ¢(v"). Da die 7, . . ., ¥, Basis sind hat man Linearkombinationen ¢ = Z T'UZ und
0 = >, "0, und es folgt Y. ral; = p(W) = p(@') = >, r"w;. Dann r; = ", da die
W, ..., W, Basis sind. Das ergibt ¥ = ¢ und die Injektivitit von ¢. O
Korollar 3.4 Ista: 4,...,0, Basis des K-Vektorraumes V', so hat man den (Koordinaten-

) Isomorphismus k von V auf K™

X1

Tm



30 3 LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

3.4 Matrizen

Sei K oder ein anderer Korper. Eine m x n-Matrix

ayr ... Qp
A = (ai;) = (i) mxn =

Am1 -+ Amn

tiber K wird angegeben durch ein (rechteckiges) Schema von Zahlen (Koeffizienten, Ein-
trigen) a;; aus K, wobeii =1,...,m;j =1,...,n. Oder eine mit den Paaren ij indizierte
Liste. Die Eintrédge a;1, . . ., a;, bilden die i-te Zeile, die Eintrége ay;, .. ., an,; die j-te Spal-
te. Zeilen bzw. Spalten kénnen demnach als Spezialfille von Matrizen aufgefasst werden.
Man lese: n geht nach m-Matrix oder m kreuz n Matrix.

3.5 Summe

Hat man eine weitere m x n-Matrix B = (b;;), so definiert man die Summe
A+ B = (a;j + bij)mxn, TA=(raij)msxn-

Die m x n-Nullmatrix O hat nur Eintrage 0. Es gelten die Regeln (V1-8) entsprechend.

3.6 Matrix mal Spalte

(51 a1+ ...+ apTy T
= : =Ax in K" firx = | : in K"
Up, Ap1T1 + - .. + Qi To, Ty,
d.h. die i-te Komponente von Ax erhélt man, indem man die i-te Zeile von A komponen-

tenweise mit x multipliziert und dann aufaddiert. Man lese: auf x A angewendet oder A
mal x.

| N 7,
11 ... Q1 || a1t ... 01T,
A1 - Qmn || Q11+ ... FCmnTy

Aus den Regeln (K1-10) fiir das Rechnen in Korpern erhilt man sofort
(M1) A(b+c) = Ab+ Ac (M2) A(rb) =r(Ab), A0 =0

Bemerkung. Fiir das zweite Gesetz braucht man das Kommutativgesetz (K10). Das kénnte
man vermeiden, indem man Matrizen und Skalare auf verschiedene Seiten schreibt, z.B.
Abr oder, wenn man von links nach rechts schreibt, rbA mit b als Zeile. Dabei erkennt
man, dass es nur um das Assoziativgesetz (K5) geht.
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3.7 Matrixbeschreibung
Ist A € K™™ soist x — Ax wegen (M1) und (M2) eine lineare Abbildung von K in
K™.

Satz 3.5 Seien V., W K-Vektorriume mit Basen « : €1,...,€, bzw. (3 : ﬁ, e fm Dann
gibt es eine bijektive Entsprechung zwischen linearen Abbildungen ¢ -V — W und Matri-
zen A € K™*™ vermdge

o(7)? = AT, A= 3¢, heisst die Matrix von ¢ bzgl. o, 3

In den Spalten der Matrix stehen die
Koordinaten der Bilder der Basisvektoren

Ist V = W und betrachten wir nur eine Basis so schreiben wir
Go = a®a  Matrix von ¢ bzgl. «

Beweis. Ist ¢ gegeben und soll es ein A geben, so muss es das angegebene sein: man setze
T = €; ein, d.h. €} = ¢; und Ag; ist die j-te Spalte von A. Es folgt

$(EF) = x;0(6) = wjAe; = A _wje;) = A fiie =Y 2,8
j j j j

Ist A gegeben, so erhélt man die Linearitéit von ¢ indem man die Isomorphieeigenschaft
der Koordinatenzuordnung benutzt

p(@+7) =A@+ 1) =A@ +§°) = A’ + A’ = ¢(B)° + 0(7)° = (6(Z) + ¢(¥)))°

(
p(ri)? = A(rz)’ = Ard® = rAT® = r¢(2)° = (ro(2))°  also ¢(r7)) = ro(7)

3.8 Matrizenprodukt

Wir defineren das Produkt einer [ x m-Matrix A mit einer m x n-Matrix B iiber K als
die | x n-Matrix D = AB

(a’ij)le(bjk)an = (dik’)lxn = (ailblk + ...+ aimbmk’)lxn

d.h. man rechnet i-te Zeile von A komponentenweise mal k-te Spalte von B und addiert
auf, um d;; zu erhalten. Daher miissen die Zeilen von A genauso lang sein wie die Spalten
von B. Hat B die Spalten by, ..., b,, so hat AB die Spalten Aby, ..., Ab,,. Man lese: erst
B dann A oder A nach B oder A mal B.

a1 e Q1n
Am1 N Amn

al ... Ayl o011+ ...+ a1mam1 ... A11Q1n + ...+ A1 Amn,

ap ... Q|| apnair + ...+ QmOmt - .- Q1Qip T+ oo T Qi Omn
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3.9 Gesetze

Die n x n- Finheitsmatriz E, hat Diagonale e;; = 1 und sonst iiberall Null. Es gelten dann
die folgenden Regeln - soweit die Operationen fiir die Matrizen iiberhaupt ausfithrbar sind

(M3) B(C +C') = BC + BC' (B+ B')C = BC + B'C

(M4) (rB)C = r(BC) = B(rC), (M5) A(BC) = (AB)C
(M6) E,, A= A= AE,.

Beweis durch Nachrechnen mit Képeraxiomen, wobei man, wenn es geht, nur den Spezial-
fall betrachtet, dass man Matrix mit Spalte(n) multipliziert. Warnend sei vermerkt, dass
fiir Matrizen im Allgemeinen AB # BA, und dass man aus AB = O nicht auf A = O
oder B = O schliessen kann.

(M3) und (M4) folgen leicht aus (M1) und (M2). Zu (Mb5) betrachten wir zuerst den
Spezxialfall. dass C' = c eine Spalte ist. Sei | x m-Matrix A = (b;;) und m x n-Matrix
B = (bj;) und c € K™. Dann

b1101 + ...+ blncn
A(Be) = A

bpici + ...+ byncn

CLH(bHCl + ...+ blnCn) + ...+ alm(bmlcl + ...+ bmncn)
(lll(bncl —|— e + blncn) 4+ ... —|— alm(bmlcl + e —|— bmncn)
(a11b11 4+ ...+ almbml)cl + ...+ (allbln + ...+ almbmn)cn

(a“bll + ...+ almbml)cl + ...+ (a“bln + ...+ almbmn)cn

Also
A(Be) = (AB)c

3.10 Komposition

Sind V, W, U K-Vektorrdaume mit endlichen Basen «, 8,y und ¢ lineare Abbildung von V'
nach W, 1 von W nach U, so ist ¢ o ¢ lineare Abbildung von V' nach U und die Matrix
ergibt sich als Produkt der Matrizen

WWJ 0 @la = V8 BPa

Beweis. ((¢(7)))) = 1¥50(2)" = 15 sdad)".
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3.11 Inverse Matrix

Lemma 3.6 Fiir zwei nxn-Matrizen A, B iiber K sind die folgenden Aussagen dquivalent

(1) AB=E = BA

(2) fir alle x,uw in K" gilt: w= Az < x = Bu.

Wenn zu A ein solches B existiert heisst A invertierbar, reguldr oder nichtsinguldr. B ist
dann durch A eindeutig bestimmt und heisst die Inverse zu A. Man schreibt B = A~

Beweis. Gelte (1). Wenn & = Bu dann Az = A(Bu) = (AB)u = Eu = wu. Ebenso
x = Bu aus u = Ax. Gelte (2). Seien b; und e; die j-ten Spalten von B bzw. E. Es
gilt b, = Be,, also e; = Ab;. und folglich AB = E. Ebenso BA = E. Sei nun auch
AC = E = CA. Dann C = CE = C(AB) = (CA)B = EB = B. O

Fiir das Rechnen mit Inversen gelten die folgenden Regeln. Fiir n x n-Matrizen gilt:
E~'=E; Ainvertierbar = A~! invertierbar und (A7) "' = A

A, B invertierbar = AB invertierbar und (AB)™' = B~1A™"
Beweis. BT'A™'AB=B"'B=FE.

3.12  Transponierte Matrix

Zu einer m x n-Matrix A = (a;j)mx, erhélt man die transponierte n x m-Matrix Al indem
man die Eintrdge an der Diagonalen “spiegelt”:

At = (a;ﬁl)nxm mit CL;CZ = -
Es gelten dann die Regeln
A" = A, (A+B)!=A"+B' (rA)'=rA', (AB)'=B'A", E'=E.

A invertierbar = A’ invertierbar und (A") ™' = (A71)".
Beweis. (A7)l A" = (AA™Y) = F' = F. 0.

3.13 Koordinatentransformation fiir Vektoren

Seien « : ¥y, ..., Uy, und [ : wW,..., W, zwei Basen des K-Vektorraums V. Wie rechnet
man die Koordinaten #* und Z? ineinander um? Wir machen den Ansatz

7 = “Tpi”  fiir alle ¥

Die Transformationsmatrix ist dadurch eindeutig bestimmt: wir erhalten ihre Spalten als
*Tie; indem wir fiir ¥ die Vektoren aus 3 einsetzen.

Es sei also S' = “T} definiert als die Transformationsmatriz mit den Koordinatenspal-
ten W der w; bzgl v als Spalten, also

o o o - . .
S =g = (Wy...Wy,), W;=5101+...4 SmjlUn
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by = —1d, + 3a@,

61 == 261 + 162

T = Tpi? | 1% = PT,0* mit °T, = °T,"

Die Transformationsmatrix S = “Tj leistet die Koordinatenumrechnung
von der ‘neuen’ Basis  in die ‘alte’ Basis a. In ihren Spalten stehen die
Koordinaten der neuen Basisvektoren bzgl. der alten Basis. Fiir die Um-
rechnung von ‘alt’ auf ‘neu’ benutzt man die inverse Matrix S~ = AT,

Beweis.
T=D yl =)y Y sl =D sy = ) (Y 5iy))i
J J ( 2% ( J
Also 7% = “Tp7”. Durch Vertauschen der Rollen 7 = AT,7%, also 7 = Ty BT, z*. Das
gilt insbesondre fiir die 7% = e;, also E = *T; T, E. O

Ist eine Basis a des m-dimensionalen K-Vektorraums V' gegeben, so kann man jede in-
vertierbare m x m-Matrix S auf genau eine Weise als Transformationsmatrix S = “Tj
auffassen, namlich mit der Basis f deren Koordinaten bzgl. o durch die Spalten von S
gegeben sind.

3.14 Orthogonale Transformationsmatrizen

Lemma 3.7 Ist a Orthonormalbasis eines euklidischen Vektorraumes, so ist die Trans-
formationsmatriz “Ts genau dann orthogonal, wenn [ ebenfalls Orthonormalbasis ist

Beweis. Sind die f; die Vektoren von  und berechnet man das Skalarprodukt in den
Koordinaten bzgl. o, so

“T5 T = ((fi| fi)h<ij<n
Und § ist Orthonormalbasis genau dann, wenn letztere Matrix F ist. [
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3.15 Transformation von Matrixbeschreibungen

Sind «, 8 Basen von V und 7, Basen von W und ¢ : V. — W linear so gilt

5¢ﬂ - 5Tv 7¢a aTﬂ - FYT&_I %ba aTB

und, falls V =W, a=~,8 =4,

s = “T5" ata “Ty

Beweis. s¢57° = (¢(7))" = *T,(¢(7)) = °T, 1¢aT = T, o0 “Tpi”

Fiir den Spezialfall W = K, d.h. fiir Linearform ¢ : V — K betrachtet man die Basis
v = § gegeben durch 1 € K. Die Matriz bzgl. Basis a von V ist dann eine Zeile

Pa

Somit haben wir die (kovariante) Transformation

¢B - ¢a aTﬂ

Beispiel: Sei V' R-Vektorraum mit Basen
€6y, [+ €y € — e
Sei f:V — R und p € V definiert durch
f(x1€] + 2263) = 2129, P = 26| + €5

Dann gilt
Afa(p) = Jas() = (1 2)
Es folgt

dfs(p) = Jos(p) = dfalp) - “Tp = (1 2) G _11> =3 -1)

4 Stetige Abbildungen

4.0 Abbildungen

Eine Abbildung oder Funktion f einer Menge X in eine Menge Y ist eine Teilmenge von
X XY so, dass gilt

e Sind (z,y) € f und (x,y’) € f so y =y (wohldefiniert)

e Zu jedem z € X gibt es y mit (x,y) € f (dberall definiert)
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Man schreibt: f: X — Y. Die Wohldefiniertheit erlaubt die Schreibweise

flx)=y & (z,y) e f

Dann kann man
f=A(z,y) e X xY | f(z) =y}

als den Graphen zu der “Zuordnungsvorschrift’ f verstehen.
Beispiele: X =V Vektorraum.
1. f:V =V mit f(z) = rax wobei r € R fest
2. [V XV = Vmit f((x,y)) =z +y
3. V normiert, f: V — R mit f(x) = ||rz|| wobei r € R fest.
4. (V,-) eukidisch, f: V x V — R mit f((z,y)) =x-y

5. (V,+) euklidisch, dim V' = 3 und eine Orientierung von V' gegeben. f : V xV — V
mit f((z,y)) =z x y (Vektorprodukt)

Weitere Beispiele s. S.13-15(Anall-mehrdim) .

Ist f nicht iiberall definiert, so kann hat man einen mazimalen Definitionsbereich Dy, =
{z € X | Jy (z,y) € f} und kann jedes D C Dy, als Definitionsbereich der Abbildung
fip : D — Y auswéhlen. Man schreibt dann einfach f: D — Y.

Sei Y =V Vektorraum. Dann ist f : X — V ein Vektorfeld, Ist ey, ..., e, Basis von V,
so ist eine Abbildung f : X — Y eindeutig bestimmt durch ihre Komponenten

y=f)e filx)=yi=1,....,m) & f(z) = Zyiei

d.h.
fi(z)
flx)=1
fm()
Ist hier X = R so kann man f als “Kurve” im affinen Raum zu V', Vektorfeld lings einer
Kurve verstehen oder als vektorwertige Funktion der Zeit verstehen.

Sei V' ein R-Vektorraum und X = D C V. Ist a : vy, ..., v, eine Basis von V. so hat man
die Koordinatenfunktionen

Ki: D; = D ki(r) =rv; falls rv; € D

die sind offenbar injektiv. Umgekehrt kann man x € D mit seiner Koordinatenspalte
x® € R™ identifizieren und X als Teilmenge von R™ auffassen. Ist nun auch Y = R so hat
man eine reelle Funktion oder Skalarenfeld in n reellen Variablen

Iy
f:D—=R, DCR" y=f(z1,...,2,) = f(x), x=| : | €D
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Den Graphen
f=A(z, f(2)) |z € D}={(z1,..., 20, Tns1) | Tng1 = f(21,.. ., 20)}

kann man nun als Hyperfliche in R™™! verstehen. Lisst man nur die Variable z; variieren
und setzt x; = ¢;, j # ¢, konstant, so erhélt man eine Funktion

{rieR|(c1,. . x5,...c0 € M} =R, (c1,..., 24, ...cp) = flC1,. o, Ty Cp)

Fir n = 2 kann man den Graphen dieser Funktion als Schnitt des Graphen von f mit
einer zur x; — y-Ebene parallelen Ebene verstehen.
Andererseits hat man zu jedem ¢ € R die Niveaumenge (im Falle n = 2 Hohenlinie)

{reD|f(z)=c}

Kennt man zu jedem ¢ € R die Niveaumenge von f, so kennt man f.

4.1 Lipshitzstetige und stetige Abbildungen in metrischen Rdumen
Seien (X, d) und (X', d") metrische Rdume und f: X — X’ eine Abbildung

e f ist Lipshitz-stetig an p € X wenn es eine Konstante L gibt, so dass gilt

d(f(p), f(x)) < L-d(p,z) firallexeX

e f ist stetigan p € X, falls es es zu jeder Umgebung U von f(p) eine Umgebung V
von p gibt mit f(V) C U.

o f ist stetig bzw. Lipshitz-stetig, wenn es das an jedem p € X ist - mit derselben
Konstante L.

e Stammen die metrischen Rdume von endlichdimensionalen normierten Rdumen ab,
so héngt es nicht von den Normen ab, ob f stetig bzw. Lipshitz-stetig ist (welche
Lipshitz Konstanten man nehmen kann, hangt dagenen von der Norm ab).

Die Beispeile 1-5 sind alle Lipshitz-stetig, falls V' endlichdimensionaler normierter Vek-
torraum. V' x V' wird normierter Vektorraum mit ||(x,y)|| = max{|z|, |y|} - Beweis wie
bei Maximumnorm.

Lemma 4.1 Die folgenden Aussagen sind dquivalent
1. f is an p stetig
2. Ve > 036 > 0. f(Us(p)) € U:(f(p))
3. ¥Ye>030 >0Ve. d(z,p) <o=d(f(x), f(p) <e
4. Fir alle Folgen x), — p gilt f(x) — f(p).

Ist f an p Lipshitz-stetig so auch stetig. f ist stetig genau dann, wenn das Urbild f~1(U)
jeder offenen (abgeschlossenen) Menge U in (X', d') in (X, d) offen (abgeschlossen) ist.
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Beweis. 1 = 2: Zu U = U.(f(p)) gibt es V mit f(V) C U; wihle 6 mit Us(p) C V.2 = 1:
Zu U gibt es U.(f(p)) C U; wihle V. = Us(p). 2 = 3 ist trivial. 3 = 4: Gelte z, — p.
Zu £ > 0 bestimme § nach 3 und dann kg so, dass d(zy,p) < ¢ fiir alle &k > ky. Dann
d'(f(zk), f(p)) < e. 4 = 3: angenommen, 3 gilt nicht. Dann gibt es € > 0 so, dass es zu
jedem § = L ein z, gibt mit d(z,,p) < & aber d'(f(x,), f(p)) > €. Dann x,, — = aber
Fwn) £ 1)

Hat man Lipshitz-Konstante L, so § := +&. Ist f stetig und U offen in X', so gibt es
zup € fHU), d.h. f(p) € U, ein e mit U.(f(p)) C U, also nach 2 ein § mit f(Us(p)) C U
also (Us(p)) C f~H(U). Also ist f~1(U) offen. Umgekehrt folgt Stetigkeit sofort nach Def.
Die Aussage iiber abgeschlossenen Mengen folgt aus f~1(X'\ M) = X \ f~1(M) und
daraus, dass die abgeschlossenen Mengen gerade die Komplemente offener Mengen sind.
U

S

fan

Korollar 4.2 Seien (X,d), (X.d") und (X",d") metrische Riume und f : X — X' und
g: X' = X" Abbildungen.

1. Ist f an p und g an f(p) stetig, so ist auch die Komposition g o f an p stetig.

2. Sind f und g stetig, so auch go f.

Beweis. Sei U Umgebung von g(f(p). Dann gibt es Umgebung V' von f(p) mit g(V) C U
und Umgebung W von p mit f(W) C V. Also (go f)(W) CU. O

4.2 Relativtopologie

Ist (X, d) ein metrischer Raum und D C X so ist auch D ein metrischer Raum mit der
auf D eingeschriankten Metrik

d\D<x7y) = d(l’,y) T,Y, € D

Korollar 4.3 1. U ist offen in (D,d|p) (relativ offen in D bzgl. (X,d) ) genau dann,
wenn es offenes V in (X,d) gibt mit U =DNV.

2. U ist Umgebung von p in (D, d|p) genau dann, wenn es Umgebung V von p in (X, d)
gibt mit DNV CU.

3. M C D ist kompakte Teilmenge von (X, d) genau dann, wenn M in (X, d) kompakte
Teilmenge von (D, dp) ist - im Falle M = X ist (X, d) kompakter Raum

4. f st stetige Abbildung von (D, djp) in (X',d") genau dann, wenn zu jedem offenen
U in (X',d') das Urbild f~Y(U) relativ offen in D bzgl. (X,d) ist.

Beweis:

UE(D,d\D)(p) _ U(X,d)(p> N D

£

Ist U offen in (D, d|p), so hat man zu jedem p € U ein € und eine e-Umgebung U(p) in
(X,d) mit U(p)ND C U. Die Vereinigung V dieser U (p) ist offen in (X, d) und DNV = U.
U
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4.3 Funktionenlimes

Ist p ein Haufungspunkt von D so ist ¢ Limes von f : D — X' an der Stelle p

q = lim f(z)

T—p
(und ist dann eindeutig bestimmt), falls eine der dquivalenten Bedingungen gilt
1. Ve>035 >0V € D\ {p}. d(z,p) <d= d(f(x),q) <e

2. Fiir jede Folge z, € D\ {p} mit z; — p gilt f(xx) = b

Korollar 4.4 Sei: p Hdaufungspunkt von D
1. Istp e D, so f an p stetig genau dann, wenn lim,_, f(x) = f(p)

2. istp & D so kann man f genau dann zu einer an p stetigen Funktion erweiteren
(mit dem Wert q), wenn q = lim,_,, f(z) existiert

4.4  Stetige Abbildungen in normierten Rdumen

Sei (X, d) metrischer Raum und (X', d’) der metrische Raum zu einem normierten Vektor-
raum V' mit Basis e, ..., e,,. Dann ist eine Abbildung f : X — X’ eindeutig bestimmt
durch ihre Komponenten

d.h.
fi(z)
flo)=|

Lemma 4.5 1. f st stetig an p genau dann, wenn die Komponenten f; : X — R
(1 =1,...,m) stetige Abbildungen von (X,d) nach R sind.

2. Sind f,g: X — V' stetig (anp) , so auch f+¢g: X — V'
3. Sind f: X =V und ¢: X — R stetig (an p), so auch ¢- f: X =V’

4. Sind f,g: X — V' stetig (anp), so auch f-g: X — R mit (f-g)(z) = f(x)-g(x)
skalares Produkt

5. Sind f,g: X — R stetig (an p) so auch h : D — R mit D = {z € X | g(z) # 0},
h(z) =12

9(z)

Beispiele s. 5.13-15(Anall-mehrdim) . Beweis. N ach Kor.2.3

f(xr) = f(p) & Vi fi(zr) = fi(p)

also folgt Beh. mit Lemma 4.3 und bekannten Limesregeln. [
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Sei umgekehrt V' eine normierter Vektorraum und D C V mit der von V' geerbten Metrik.
Ist vy, ..., v, eine Basis von V. so hat man die Koordinatenfunktionen

ki: D; — D ki(r) =rv; falls rv; € D

die sind offenbar stetig und injektiv. Ist f : D — X' stetig, so sind auch die Kompositionen
f o K; stetig, Das Umgekehrte zu vermuten, ist abwegig s. Gegenbeispiel auf S.16 (Anall-
mehrdim)

4.5  Stetigkeit und Kompaktheit

Satz 4.6 Sei [ stetige Abbildung zwischen den metrischen Riumem (X,d) und (X', d').
Sei (X, d) kompakt. Dann gilt

1. Das Bild W = f(X) ist kompakte Teilmenge von (X', d').
2. Ist X' =R so gibt es p,q € X mit f(p) = min W und f(q) = max W
3. f ist gleichméBig stetig, d.h. Ve > 035 > 0. Vo, 2'. d(z,2") < § = d(f(z), f(2')) < ¢

4. Ist f injektiv, so ist die Umkehrabbildung f~' : W — X stetig, d.h. f: X — W ein
Homdoomorphismus

Beweis. Zu 1. Sei U, (i € I) offene Uberdeckung von . Also gibt es Abbildung h: X — I
so, dass f(p) in Upy). Wegen der Stetigkeit gibt es offene Umgebung V,, von p mit f(V},) C
Unp)- Wegen den Kompaktheit von X gibt es endliches Xy € X mit X = Upe x, Vo B
folgt:
w= )= U rme U iy
pEXo peEXo

2. Folgt da hier W = [a,b]. Zu 3. Gegeben € > 0. Zu jedem p € X gibt es wegen der
Stetigkeit ein ¢, > 0 so, dass

d(f(z), f(p)) < % fiir alle z € Uy, (p)
Wegen Kompaktheit gibt es endliches Xy C X mit

Setze

L.
J= Emm{(sp | pe Xo}

Zu jeden x € X hat man ein p € X, mit x € Us, (p), also z,2" € Us,(p) falls d(z,2") <
und somit ”
d'(f(z), f(z) < d(f(x), f(p) +d(f(p), f(2)) < ¢

Zu 4. Das Urbild von A C X unter f~!ist f(A). Nach Lemma 4.1 geniigt es zu zeigen,
dass f(A) abgeschlossen ist, falls A abgeschlossen. Sei also A abgeschlossen. Dann ist A
auch kompakt: Ist U; (i € I) offene Uberdeckung von A, so erhélt man durch Hinzunahme
von X \ A eine offene Uberdeckung von X, also endliche Teiliiberdeckung durch X \ A
und U;(i € J). Dann ist aber U;(i € j) Uberdeckung von A. Nach 1. folgt nun, dass f(A)
kompakt ist, also nach Kor.2.5 abgschlossen. [
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4.6 Stetigkeit und Zusammenhang

Eine stetige Abbildung « von [a,b] C R in einen metrischen Raum (X, d) ist ein Weg.
M C X ist wegzusammenhdingend, wenn es zu allen p, ¢ € M einen Weg ~ : [a, b] — M gibt
mit y(a) = p und v(b) = q. M ist zusammenhdnged, wenn M nicht disjunkte Vereinigung
zweier nichtleerer relativ offener Mengen ist, also wenn U N M = () oder VN M = () fiir
je zwei offene Mengen mit U NV N M = (.

Satz 4.7 Jede wegzusammenhingende Menge ist zusammenhdngend. Ist M (weg) zusam-
menhdngend und f stetig, so ist auch f(M) (weg)zusammenhdingend.

Bew. s.S. 18-19 (Anall-mehrdim)

4.7 GleichméafBige Konvergenz

Sei (V, ||.||) normierter Vektorraum. f : D — V sei beschrinkt. Dann ist

[ flloc = sup [[f ()]
zeD

eine Norm, die Supremumsnorm zu ||.|| und somit der Vektorraum aller beschrinkten
Funktionen f : D — V normiert.

Sei nun V' endlichdim.. Dann sind alle Supremumsnormen auf V' dquivalent (mit den
Konstanten, die die Aquivalenz der zugrundeliegenden Normen etablieren) und man darf
einfach B(D, V') schreiben. Eine Folge fr € B(D, V) heifit gleichmdjig konvergent gegen
f € B(D,V) falls

1 = fII =0

Satz 4.8 FEs gilt das Cauchykriterium. Sind die fi, stetig und fr, — f glm, so ist auch f
stetig,

Beweis wie fiir V' = R. Es folgt, dass B(D,V) und der Raum C(D,V) der stetigen
beschrinkten Abbildungen vollstindig also Banachrdume sind

5 Differentiation von Skalarenfeldern

5.1 Lineare Funktionen

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine skalare Funktion f : V — K ist homogen linear oder
Linearform, wenn

f@E+9) = f@)+ F@), FOAD) =Af(7) firalleZ,geV, Ae K

Eine skalare Funktion g : V' — K ist affin (linear), wenn es eine homogen lineare Funktion
f und eine Konstante b € K gibt so, das

g(Zx) = f(X)+b firalex eV

Somit .
b=9(0), ¢(@+p)—g(p)= [T
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Lemma 5.1 Sei dimV < co. Gegeben eine skalare Funktion g:V — K

1. g ist genau dann affin wenn zu einer/jeder Basis €, ...,&, von V (eindeutig be-
stimmte) ay, ..., a,,b € K gibt so, dass

9(¥) =z + ...+ ax, + b fir allef:ina eV

Identifiziert man V. mit K™, so hat die Funktion g als Graph die affine Hyperebene
H (Gerade im Fallm = 1, Ebene im Falln =2 ) von K™

H={(r1,...,0,,2) € K" | 2 =121 + ...+ anzn +b} = (p1,...,Pn,q) + Ho
mit dem parallelen Untervektorraum (Richtungsraum)
Hy={(x1,...,00,2) € K" | a121 + ...+ apx, + (=1)z = 0}
beliebigen p; € K und q = f(p1,...,Dn)-

2. Sei K = R. g ist genau dann affin linear wenn es zu einem/jedem Skalarprodukt
(.| .Yauf V einen (zu diesem eindeutig bestimmten) Vektor ¥, den Gradienten grad g
und b € R gibt mit

g(@) =(U]|Z)+b firalezeV

Ist €1, ...,€, Orthonormalbasis, so sind die a; aus 1. die Koordinaten von gradg.
Identifiziert man V. mit R™, so steht der Vektor mit Koordinaten —aq, ..., —ay,1
auf Hy senkrecht, ist also ein Normalenvektor von Hy und H.

Beweis. Zu 1. g von der angegeben Form ist offenbar affin. Sei ¢ affin, also f(Z) = ¢(Z) —b
Linearform. Setze a; = f(€;) fiir die zugrundegelegte Basis €7,...,¢,. Es folgt f(Z) =
a1r1 + ...+ a,x, aus der Linearitdt. Fasst man V als K" auf, so wird H durch eine
lineare Gleichung definiert und Hy durch die zugehorige homogene Gleichung, Also ist Hy
Untervektorraum von Dimension n und H = h, + Hj fiir jede “spezielle Losung” h, € H.

Zum Beweis von 2. wéhle €, ..., €, als Orthonormalbasis von (V,-) (die dann den
kanonischen Einheitsspalten e; im R™ entspricht) und beachte die koordinatenweise Be-
rechnung des Skalarprodukts (Abschn.2.5). O

Sei V euklidisch, ¢ : V — K affin linear und @ € V ein Vektor # 0. Die Steigung von g
an der Stelle p in Richtung ¢ ist gegeben durch das Dreieck (p, g(p)), (U + p, g(p)), (U +

p, 9(7+p))

Ao (p) = 9(0+p) —9(p)

Lemma 5.2 Sei (V,(.|.)) endlichdim. euklidisch und g affin linear. dzg ist nur von der
Richtung von ¥ abhdngig, insbesondere unabhdingig von p. Fir |v] = 1 gilt bzgl. einer
Orthonormalbasis €; und U=, v;€;

dzg = a1v1 + . .. ayv, = (grad g| v)

Die Koordinate a; von grad g ist die Steigung in Richtung €;, also der i-ten Koordinaten-
achse. dzg is mazimal genau dann, wenn U die Richtung von grad g hat.
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Beweis. .
f(¥) » 1

= f(Uo) mit 170 = —
7]

Fiir |v] = 1 folgt dzg(v) = f(¥) = >, a;v; und damit die weiteren Behauptungen. O]

Geometrische Begriindung des Gradienten: Gegeben Ebenen F und F' im Raum, die sich
in der Geraden g schneiden. Sei O € g, P € E'\ g und @ € F'\ g. Dann sind &quivalent

1. Der Winkel ZPO( ist maximal
2. Die Ebene H durch POQ steht senkrecht auf £ und auf F.

Wir definieren einen der beiden durch E bestimmten Halbriume als den positiven E™
Fiir einen Vektor ¥ € Fsei X =2+ 0und Y € F mit XY | FE. Die zugehorige Ordinate

ist nun definiert als
|XY| fallsY € Ef

(@) = { —|XY]| sonst

Dann gibt es eindeutig bestimmten Vektor gy € F mit |gy| = 1 und maximalem f(go),
also maximaler Steigung. Es folgt gy € H. Der Gradient ist nun der Vektor

G=f(Go)jo € HNE
Es folgt mit A = (go | ©)
F(@) = f(AGo) = Mgl = [9l(go | ) = (9] )
da Ago + O der Fusspunkt des Lotes von ¥+ O auf H N F ist.
Sei schlieBllich 77 ein normierter Normalenvektor von E in E*. Dann gilt
(M—gly)y=0 fallsy+0O € F
d.h. @ — 7 ist ein Normalenvektor von F. In der Tat (n|g) = f(¥) = (g|y). Schliesslich
e Ist 1 ein Normalenvektor von F mit m = h+ 7 und h € E, so h = g

Ist also F' der Graph einer linearen Funktion f mit f(z1€4 22€2) = ajxq + asxs bzgl. einer
Orthomormalbasis, so § = a1€; + as€, und €3 — g ist Normalenvektor von F.

Lemma 5.3 Sei V' endlichdimensional, D CV und f: D — R

1. Gilt lim,, o I&En) — bzgl. einer Norm von V', so auch bzgl. jeder anderen,

%l

2. Ist f : V — R homogen linear und — 0 fir # = 0 in einer Umgebung von 0,

T
so ist f konstant 0.
Beweis. 1. Sei die Konvergenz bzgl. einer Norm vorausgesetzt und ||.|| eine weitere Norm.
Wegen der Aquivalenz der Normen gibt es a,b > 0 mit a|Z| < ||Z]| < b|Z| und es folgt
@] _ @] 1156
b |7 1zl ~ a |7
Zu 2. Wéhle euklidische Norm und orthonormale Basis. Fiir & = te; gilt f(2)/|Z] = a;,
also a; = 0.
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5.2 Differenzierbarkeit

Wie im Falle der Funktionen einer Variablen, geht es um die Approximation einer Funk-
tion f an einer Stelle p durch eine affin lineare Funktion. Wie vorher, schreiben wir R,
meinen aber einen beliebigen endlichdimensionalen normierten Vektorraum mit Norm
|||, gebenenfalls mit ausgezeichneter Basis. In diesem Abschnitt ist M C R" offen und
f:M—=R. Ist = (xq,...,2,) € M, so schreiben wir statt f(z) auch f(z1,...,x,).

Definition 5.4 Sei M C R" offen, f: M — R und p € M innerer Punkt. Die Funktion
f heifst differenzierbar an der Stelle p, wenn es eine homogen lineare Funktion df(p) =
Df(p) = f'(p) : R* — R, die Ableitung von f an der Stelle p, sowie eine in einer
Umgebung U von 0 € R™ (mit p+ U C M ) definierte Funktion ¢ so gibt, dass

f(AZ +p) = f(p) +df(p)(AT) + R(AT) (5.1)

fiir alle h=AZeU und

: o : o1 .
AI:IEI36¢(AI) =0 mit p(AT) = AT R(AZ) (5.2)

Ist f in jedem Punkt p € M differenzierbar, so heifit f differenzierbar auf M.

Lemma 5.5 Wenn f an der Stelle p differenzierbar ist so ist f an p Lipshitz-stetig und
die Ableitung df(p) eindeutig bestimmt und es gibt (zu jedem Skalarprodukt) einen ein-
deutig bestimmten Vektor gradf(p) = Vf(p) € R™ | den Gradienten, mit

df(p)(AZ) = (grad f(p) | AT)

Differenzierbarkeit, Ableitung und Gradient hingen nicht von Norm oder Basis ab.

Beweis: Die L-Stetigkeit mit L = |gradf(p)| + € bzgl. einer euklidischen Norm folgt aus:
[f(AT +p) = f(p)] < [{gradf(p[ AD))| + [R(AT)| — 0 fir AT — 0.

Eindeutigkeit: Zu i = 1,2 seien «; : R* — R linear und R; : U; — R gegeben
mit f(AZ + p) = f(p) + «(AZ) + R;(AZ) und R;(AZ)/||AZ|| — 0. Es folgt (a1 (AZ) —
ay(AZ))/||AZ|| — 0 fiir AZ — 0 in der Umgebung U; N U, also ag — oy = 0 nach Lemma
2.

Die Unabhéngigkeit von der Norm folgt aus Lemma 2. Die Unabhéngigkeit von der

Basis ist eh klar. [J

In Folgenden meinen wir mit R" einen euklidischen Vektorraum mit dem
Skalarprodukt (Z| %) = # - ¥ und der euklidischen Norm |z| und identifi-
zieren ihn iiber eine Orthormalbasis mit R"

Also ¥ = x=(xy,...,x,) - hier sollten wir eigentlich Spalten schreiben, manchmal deuten
wir das durch #=(zy,...,2,)T an. Wir schreiben ¥ statt x, wenn wir darauf hinweisen
wollen, dass es eigentlich um einen Vektor geht.

Dann haben wir im Falle der Differenzierbarkeit eindeutig bestimmte aq, ..., a, mit

df(p)(AZ) = aAxy + ... + ap Az, = (grad f(p) | AZ)
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d.h. (ay,...,a,) ist die Matrix der linearen Abbildung df(p) bzgl. der Basis (also wirklich
eine Zeile) und die Koordinaten(spalte) von gradf(p).

Vernachldssigen wir fiir kleine AZ noch den Term R(AZ) in (5.1) (der ja schneller als A%
gegen 0 strebt), so erhalten wir eine lineare Approximation

f(AZ +p) = f(p) + df(p)(AT) = f(p) + (grad f(p) | AT) (5.3)

Ist f an der Stelle p differenzierbar mit Ableitung d f(p) bzw. Gradient grad f(p), so ist die
Tangetialhyperebene von f an der Stelle p definiert als der Graph der affinen Abbildung
g :R" — R mit

9(AZ) = f(p) +df(p)(Z) = f(p) + (gradf(p) | 7) + f(p)

Sind die a; die Koordinaten von gradf(p), so haben wir die Gleichung der Tangentialhy-
perebene

z= f(p) + amAzy + ...+ a, Az, = f(p) +ar1(z1 —p1) + ... + an(@n — Dn)
Im Fall n = 2 erhalten speziell
f(@,y) = f(x0,90) + ar(x — x0) + az(y — yo) (5.4)
fir alle (z,y), die nahe bei (x¢, yo) liegen. Durch die rechte Seite von (5.4) wird die Ebene
z = f(@o,y0) + ar(x — x0) + az2(y — yo)

im R? festgelegt. Dies ist die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f : M — R
(den man sich als Fliche iiber der zy-Ebene vorstellt) im Punkt (2o, yo, f(zo, ¥0)).

Korollar 5.6 Seiy = f(Z), f: M — R und p € M CR". Wir schreiben
Ay=Af=f(lp+ Az)— f(p) wobeip+ Axe M
Die folgenden Aussagen sind dquivalent - mit v € R"

1. f ist an p differenzierbar und v = gradf(p), d.h.

R(AZ)

0 fiir AT — 0
A7 — 0 fir AX —

Ay = (7| AZ) + R(AT)  mit

2. Es qibt eine auf einer Umgebung U von 0 definierte Funktion ® : U — R"

Ay = (T4 ®(AL) | Az), ®(Az) — 0 fir AT —0

3. Es gibt eine auf einer Umgebung U von 0 definierte Funktion @ : U — R™ mit

Ay = (@(AZ)| Az), @(Azx) — T fir AT — 0
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Beweis. 1 < 2: mit

_R(AD)
O(Ax) = IGE AZ
gilt
A
(7| AZ) + R(AF) = (7] AT) + Iféf? (AT|AZ) = (T + (AF) | Ax)
[RIAD)]| o _ [R(AT)]
B(Az)| = Az| = =
2(A0)] = Tazer AT = T
2< 3.

Q(AT) = T+ B(AT)

5.3 Richtungsableitungen

Definition 5.7 Sei M C R" offen, f: M — R, p € U und v € R" ein Vektor der Linge
|U] = 1. Man sagt, dass f im Punkt p eine Ableitung in Richtung des Vektors v besitzt,

wenn der Grenzwert .
lim ftv+p) — f(p)
t—0 t

existiert. Dieser heifit dann die Richtungsableitung von f in Richtung v und wird mit
dsf(p) oder f'(p,¥) bezeichnet.

Satz 5.8 Seien M, f,p wie in Definition 5.7, und sei f in p differenzierbar. Dann existiert
fiir jeden Einheitsvektor 1=(vy, ..., v,)T € R™ die Ableitung von f in Richtung ¥ im Punkt
p, und es gilt

dgf(p) = a1v1 + ... + av, = (grad f(p) | 0) (5.5)

Die Richtungsableitung ist also die Steigung der Tangentialebene in dieser Richtung.
Beweis Fiir hinreichend kleines ¢ ist in den Bezeichnungen von Kor.5.6

f(t17+pt) - /) _ <5(“7t) [t0) _ (@(tv) | 7) — (grad f(p) | V).

Fiihrt man wie im R? den Winkel ¢ € [0, 71] zwischen zwei Vektoren x,y € R"\{0} durch
(x| y) = |z||y| cos ¢ ein, so folgt fiir (gradf)(p) # 0 fiir den Winkel ¢ zwischen (gradf)(p)
und v

ds(p) = I(gradf)(p)| - cos ¢.

Korollar 5.9 Seien M, f,p wie in Definition 5.7 und sei (gradf)(p) # 0. Dann nimmt
die Richtungsableitung dz(p) ihren grofiten Wert fiir cosp =1 bzw. ¢ = 0 an, d.h. wenn
(gradf)(p) und ¥ in die gleiche Richtung zeigen. Der Gradient von f zeigt also in Richtung
des steilsten Anstiegs von f in p ( und steht senkrecht auf der Héhenline durch p ).

Richtungsableitungen und dann auch partielle Ableitungen wurden mit Bezug auf ein
vorgegebenes Skalarprodukt eingefithrt. Die Abhéngigkeit vom Skalarprodukt gilt sogar
firn =1: Sei f: V =R — W = R die Abbildung f(z) = . Auf W = R haben wir das
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“kanonische Skalarprodukt (a,b) — ab. Auf V' = R sei das Skalarprodukt definiert durch
{(a|by = Cab, C > 0 beliebige Konstante. Wir haben die Ableitung

df(p)(Az) = Az

weil
fp+ Azx) — f(p) = Az

linear ist. Sei ¥ = 1. Nun hat hat ¢ die Lange C, also ist vy = %17 = % der zugehorige
normierte Vektor und wir haben

lim (7 (p+ 17%) — F(p) = lim & = 2

Richtungsableitungen lassen sich auch ohne Skalarprodukt, aber mit Bezug auf die zu-
grundegelegte Norm auf V' definieren

dsf(p) = df(p)(v)  fir [[o] =1
Sei nun €7, ..., €, eine Basis von V mit ||¢;|| = 1 und f an p differenzierbar. Dann

n

dsf(p) = Zvidgif(p) fir v = Zvié}

i=1 %

nidmlich wegen der Linearitat von df(p)

daf(p) = df(p)(¥) = Z vdf(p)(&) = Z vide, f(p)

Will man die Beschrinkung auf normierte Vektoren und den Bezug auf die Norm loswer-
den, so definiert man am besten die Ableitung von f lings v

dgf(p) = lim f{tv +p) = f(p)

t—0 t

und hat im Falle der Differenzierbarkeit
ds(p) = df (V)
Namlich

f@tT+p)— f(p)
'

R(t7)
[t

R(t7)
||

= A7) + ) = dF ) ) + T df)@)

Das ist dann vom Vektor ¢, nicht nur von der Richtung abhéngig. Dafiir ist es aber von
der Norm unabhéngig. Ist €7,. .., €, eine Basis von V', so folgt sofort aus der Linearitat

von df(p)
dsf(p) = Zvidgif(p) fir v = Z V;6;
i=1 i
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5.4 Partielle Ableitungen
Definition 5.10 Die Funktion f : M — R heifit in p = (p1,...,pn) € M partiell dif-

ferenzierbar nach x; bzgl. einer gegebemen Basis €y, ..., €,, falls die Ableitung lings des
Basisvektors €y, d.h. in Richtung der xp-Koordinatenachse,
_of, 0 _ _ o f(hé+p) — fp)
fer(p) = 5 (0) = 5 -1 (p) = di f(p) = d. f(p) = Jimm .

— lim f(p17 s Pk—1, Pk h7pk+17 s 7pn> — f(p1> s 7pn)
h—0 h
existiert. Dieser Grenzwert heifit die partielle Ableitung von f nach xz, an der Stelle p.
Die Funktion f heifit partiell differenzierbar in p bzgl. der gebenen Basis, wenn in p alle
partiellen Ableitungen existieren.

D.h. man halt alle Variablen bis auf eine konstant und leitet die resultierende Funktion
nach eben dieser Variablen ab.

Beispiel 3 Sei f : R? — R gegeben durch f(z,y) = 22+ y?. Beim partiellen Differenzieren
nach = betrachten wir y als Konstante. Wir konnen dann die bekannten Differentiations-
regeln fiir Funktionen einer Verénderlichen anwenden und erhalten

fo(z,y) =4x sowie f,(z,y)=2y.
Analog erhélt man fiir die Funktion f : R" — R,

flxy, .. mp) = J2d+ ...+ 22 =z,

dass sie auf R"\{0} partiell differenzierbar ist und dass dort

8f 1 2 9y _1 ZT;
= fo(2) = (224 ... 5oy =
o) = ki) = Y )2 = .
Beispiel 4 Sei f : R? — R erklirt durch f(0,0) = 0 und
y

Fiir (z,y) # (0,0) finden wir die partiellen Ableitungen sofort:

2

2
Y T4y T Ty
ARG = - 4 y ; = - 4 .
f (x y) (xQ —l—y2)2 (x2 —|—y2)3 fy(x y) (1‘2 +y2)2 (ac2 +y2)3

An der Stelle (x,y) = (0,0) arbeiten wir mit Definition 5.10:

£.0,0) = tim TOOZTO0 o 0.0y o

Also ist f auf ganz R? partiell differenzierbar. Wegen

11 (1/n%)  n? )
_7_): =— 00 firn—oo

n’n (2/n?)?2 4

ist f aber nicht stetig in (0,0). Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt also nicht die
Stetigkeit. -

/(
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Korollar 5.11 Sei M C R" offen und f : M — R in p € M differenzierbar. Dann ist f
in p partiell differenzierbar, und es gilt

grad f(p)=

Beweis.
de, f(p) = (gradf(p)| &) O

Ist f : M — R partiell differenzierbar an der Stelle p € M bzgl. der gegebenen Basis
a:él,..., e, ,so dirfen wir also definieren

(grad® f)(p) : =

der Gradient von f bzgl. o an der Stelle p. Statt grad f schreibt man auch V f (lies: Nabla).
Warnung: nicht nur die Koordinaten, auch der Begriff des Gradienten ist hier basisabhangig.

5.5 Partielle Ableitungen als Funktionen

Existiert die partielle Ableitung %(m) fiir alle z € M, so kénnen wir die Funktion

of
8_xk'M_>R

betrachten. Ist diese stetig an der Stelle p und M Umgebung von p so ist f an der
Stelle p stetig nach xy differenzierbar. Entsprechend ist f auf M (an p stetig) partiell
differenzierbar bzgl. der gegebenen Basis, wenn dies fiir alle x; der Fall ist.

Satz 5.12 Ist f in p bzgl. einer Basis « stetig partiell differenzierbar (d.h. die Abbildung
u gradvf(u) ist an der Stelle p stetig), so ist f an der Stelle p differenzierbar

Es geniigt, dass die partiellen Ableitungen in einer Umgebung von p beschrankt sind.
Beweis. Wir haben zu zeigen, dass die Differenzierbarkeitsbedingung gilt mit

df (p)(h) = (grad f(p) | h)

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es n, = nk(ﬁ) zwischen 0 und hy, so,
dass

flp+h)— f(p) =
f(p+hier) = f()] + [f(p+ hiél + haéd) — (f(p+ haér)] + . ..
oot flp+ e+ .o+ heéy) — f(p+hé + oo+ by €] =
hadif(p+mér) + hodof(p+ hi€1 +1m262) +. ..+ hodnfn(p+hi€r+ ...+ hy 161 +1,Ep)
= (ii(h, i) | h)
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mit
dif(p+mer)

d + hy€] + nyé: - L
2/ (p %1 11262) — grad f(p) firh—0

(h, i) = .
dof(p+ ML+ ...+ m,6,)
wegen der Stetigkeit der partiellen Ableitungen (da auch n (k) — 0). O

Zwischen den eingefiihrten Differenzierbarkeitsbegriffen bestehen also die folgenden Be-
ziehungen:

f stetig partiell = f differenzierbar = f partiell
differenzierbar ' differenzierbar
f stetig

5.6 Rechenregeln

Wir kommen nun zu Rechenregeln fiir Ableitungen.

Satz 5.13 Sei M C R" offen und f,g: M — R in x € M differenzierbar. Dann ist fir
a,B € R auch af + Bg: M — R in x differenzierbar, und es gilt

(af + Bg)' () = af'(x) + B (x).
Beweis. Gemafl Kor.5.6 sei
Af = (@A) |AF), Ag= (b(AF)|AT)
Dann
Alaf +eg) = aAf + BAg = (ad(AF) + BH(AT) | AT) — agrad f(p) + Sgradg(p)0

Satz 5.14 (Kettenregel) Seien U C R", V C R offen, und f : U - R, g: V - R
seien Funktionen mit f(U) C V. Ist y = f(x) inp € U und z = g(y) in ¢ = g(p)
differenzierbar, so ist die verkettete Funktion go f : U — R in p differenzierbar, und es
gilt

0
d(go f)(p) = ¢'(a) - df(p) baw. grad(go f) = a—j(g)grad f(p).
Beweis. Wir haben geméf] Kor.5.6
Ay = (@(AT) | AT), @(AT) — gradf(p) fiir AT — 0

Az = b(Ay)Ay, b(Ay) — ¢'(¢) fiir Ay — 0
Also

Az = b(Ay)(@(AT) | AZ) = (b(Ay)d(AZ) | AT)  mit b(Ay)@(AT) — ¢'(q)-gradf(p) fir AT — 0

da wegen Stetigkeit von f an p auch Ay — 0. J
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Beispiel. Sei g : R — R gegeben durch g(z) = e¢* und f : (0,00) x (0,27) — R durch
f(z,y) = xcosy. Sei h: (0,00) x (0,27) — R gleich g o f Dann

grad f(z,y) = (%) = ( sy ) ,
By —x siny

grad h((&y) — pTCosy ( Ccosy ) ’

Also
—x siny

Satz 5.15 Sei M C R" offen und f,g : M — R in p € M differenzierbar. Dann sind
auch fg: M — R und, falls f(p) # 0, 1/f in p differenzierbar, und es ist
1 -1

d(fg)(p) = g(p)df(p) + f(p)dg(p), d}(p) = TR

Beweis. Die erste Behauptung spéter. Bei der zweiten haben wir Stetigkeit, also f(z) # 0
in einr Umgegung von p. Nun Kettenregel mit ¢g(y) = i 0

df(p)

5.7 Differentiale und Fehlerabschéatzung

Das partielle Differential dif(p) von f an der Stelle p in Richtung der x;-Achse ist die
homogen lineare Funktion

40/ () (day) = j—i@) da

Das totale Differential df(p) an der Stelle p ist dann die homogen lineare Funktion aus
(5.3)

A7) = S S0 = 2 0) o+ () = (grad ) a0

Das kann wie folgt interpretiert werden: Andert man die z; um dz, geht also von p
zu d¥ + p iiber, so dndert sich bei linearer Approximation unter Vernachlidssigung von
Fehlern héherer Ordnung f um d f. Das wird oft zur Fehlerabschétzung bei Messprozessen
ausgenutzt. Werden statt der wahren Werte z1, ..., x, mit Fehlern behaftete Werte 2, =
xr + Az, k=1,...,n, gemessen, so lasst sich der Fehler

Af:f(ilv"'7£n)_f('rla"wxn)

im Funktionswert abschéatzen durch
n (9f .
S~ 30 || 18] = (grad f(a) | A2),
k=1

wobei Fehler hoherer Ordnung ignoriert werden. Sind Schranken |Axy| < s fiir die MeB-
fehler bekannt, erhalten wir

0
IN(ED SiF- P
k=1
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Beispiel 6 In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Kathedenldngen x und y ist die Lénge
der Hypothenuse gleich f(x,y) = /22 + y>. Wegen

fx(xay) = - Y

————— und T,Y) = ———
/:U2+y2 fy( y) /:c2+y2

wird die Tangentialebene an den Graphen der Funktion f : (0, 00) x (0,00) — R im Punkt
(:170, Yo, f (o, yo)) beschrieben durch die Gleichung

Lo Yo
2= \Tg Y+ ——= (2 — 20) + —————= (¥ — W),
Vg + Vg +
und das vollstdndige Differential von f lautet

df

IR GET

Messen wir statt der wahren Kathedenldngen zg, yo die Werte xo + Ax und yy + Ay, so
ist der resultierende Fehler bei linearer Approximation gleich

Afm B0 pApy B0 p, - TATH YA i

JRra  Vatn | Jo+w

5.8 Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz fiir eine differenzierbare Funktion f : R — R sagt, dass man fiir zwei
Punkte a < b einen Punkt £ € (a,b) findet, so dass

fb) = fla) = f'(§) - (b—a). (5.6)

Das folgende Beispiel zeigt, dass fiir vektorwertige Funktionen der Mittelwertsatz in dieser
Form nicht gelten kann.

Beispiel 8 Sei f : R — R? gegeben durch f(x) = (cosz,sinz)’. Dann ist f'(z) =
(—sinz, cosx)” und nach Pythagoras

I ()| = Vsin?z + cos?x = 1
fiir alle x. Es gibt deshalb kein £ € R mit
0= f(2m) — f(0) = f'(§) - 2. =

Fiir reellwertige Funktionen auf R™ gilt der Mittelwertsatz jedoch in der gewohnten
Form.

Satz 5.16 Sei D C R" offen und f : D — R differenzierbar auf D. Weiter seip—i—tl_i eD
fir alle t € [0,1] (d.h. die Verbindungsstrecke von p nach p+h liege komplett in D). Dann
gibt es ein T € (0,1) mat

Flo+R) = f(2) = f'(p+ 1) (R) = (gradf(p+7h) | F)
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Zum Beweis schréankt man die Funktion f auf die Strecke [p, p+ H] ={yeR":y= p+th
mit ¢ € [0, 1]} ein, betrachtet die Funktion

g:[0,1] =R, t— f(p+th) (5.7)

und wendet auf diese den Mittelwertsatz (5.6) an. |

Korollar 5.17 (Schrankensatz.) Sei D zusdtzlich konvex (d.h. D enthdlt mit je 2 Punkten
auch ihre Verbindungsstrecke) uns sei L > |grad f(Z)| fiir alle ¥ € D. Dann ist L Lipshitz-
Konstante fir f.

Beweis. Mit Cauchy-Schwarz

[f(p+ AT) = f(p)] < [{gradf(p + TAT) | AT)| < [gradf(p + TAT)| - |AZ] < L - |AZ] O

6 Vektorfelder und lineare Approximation

Wir verallgemeinern Kap.5. auf Funktionen von mehreren Verédnderlichen, deren Werte
Vektoren sind, die also von einer Teilmenge D des R™ in den R™ abbilden. Solche Funktio-
nen heiflen auch Vektorfelder. Als Beispiel stellen wir uns eine durch ein Rohr strémende
Fliissigkeit vor. Ordnet man jedem Punkt x im Inneren des Rohres den Geschwindig-
keitsvektor des an dieser Stelle befindlichen Fliissigkeitsteilchens zu, so erhélt man ein
Vektorfeld. Auch das elektrische Feld ist ein Vektorfeld. Ist schliellich f : R™ — R partiell
differenzierbar, so ist die Funktion F'(z) := (grad f)(z) ein Vektorfeld von R™ nach R™.
Ein Vektorfeld F': R™ — R™ schreiben wir oft als

F=(F,... . F,)"

mit Funktionen Fj, : R™ — R.

6.1 Differenzierbarkeit

Definition 6.1 Se: D C R" offen, F : D — R™ und p € D. Die Funktion F heifst
differenzierbar an der Stelle p, wenn es eine eine lineare Abbildung A : R™ — R™ sowie
eine in einer Umgebung U von 0 € R™ definierte Funktion R so gibt, dass

. R(A7T)
1 =0. 1
a0 |AZ] 0 (6-1)
wobei
R(AZ) = F(p+ AZ) — F(p) — AAZ (6.2)

fur alle Ax € U und

Die Ableitung einer Funktion F' : D — R™ ist an der Stelle p dann die lineare
Abbildung A von R™ in R™. Wir bezeichnen die Ableitung von F : D — R™ inp € D mit
F'(p) oder (DF)(p).
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Hat man eine Basis a gewdhlt, so kann man A einfach als Matrixz verstehen, die
Jacobimatrix
A= JF(p) = Ja’p

Ist F' in jedem Punkt p € D differenzierbar, so heiffit F' differenzierbar auf D. Ist die
Abbildung
xr— Jp(z), D—R™"

stetig, so heisst F' auf D stetig differenzierbar.

Analog zu Kor.5.6 gilt

y = F(¥) ist an p differenzierbar mit der Ableitung A genau dann, wenn
Umgebung U und es zu jedem AT mit p + AX € U eine lineare Abbildung
Apz V. — W gibt so, dass

Aj=AF = F(p+ AZ) — F(p) = Apz(AZ), Apz — A fiir AT — 0

Beweis. Wir wiahlen ON-Basis €1, ..., ¢€,, von W und haben die Komponenten
F(Z) = Fi(Z)él + ...+ F(¥)en,
Nach Kor.5.6 gilt
U; = gradF(p) & AF; = (Giaz | AZ) mit ding — 0 fiir AT — 0
und iibersetzt in die zugehorigen Linearformen
fi = dFy(p) & AF; = finz(AZ) mit finz — f; fiir AZ — 0
Also folgt die behauptete Aquivalenz vermoge

A(F) = Z [i(®),  Anx(T) = Z fiaz(@)e; O

6.2 Jacobimatrix und partielle Ableitungen

Satz 6.2 Sei D C R" offen und F = (Fy,...,F,)T : D — R™. Dann ist F an p €
D differenzierbar genau dann, wenn jede der Funktionen F; : D — R an der Stelle p
differenzierbar ist. In diesem Fulle ist die i-te Zeile der Jacobimatriz Jg(p) (bzgl. der
gewdhlten Basis) gerade die Matriz der Ableitung dF;(p) von F; also

i) ... B
Jr(p) = : : : (6.3)
Gm(p) ... 2n(p)

Beweis. Seien die R; die Komponenten von R. Dann gilt

|Ri(AD)| < |R(AZ)| <) |Ri(AF)]
i=1
und die behauptete Aquivalenz folgt sofort und das Weitere aus Satz 5.8 [

Insbsondre ist (DF;)(p) = dF;(p) und Jr,(p)'=gradF;(p). Im Allgemeinen stehen also
in der i-ten Zeile von Jg(p) die Koordinaten von gradF;(p).
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Die Zeilen der Jacobimatrix von F' entsprechen
den totalen Differentialen der Komponenten F;

Korollar 6.3 Differenzierbarkeit und Ableitung hdangen nicht von der Norm ab. Ist F' an
p differenzierbar, so dort auch Lipshitz-stetig. F ist auf D stetig differenzierbar genau
dann, wenn alle partiellen Ableitungen der F; auf D existieren und stetig sind.

6.3 Differenzierbare Kurven

Eine Abbildung F'(t) = ¢(t), F : U — R™, U C R, ist eine Kurve in R™ und wir schreiben
die Ableitung an p (den Tangentialvektor) als
o7 G )
E(P)

II>

e (p)
Nach Kor.5.6 gilt, indem man komponentensweise zusammensetzt,
. q o oy .
Ay = (At) - d(At) mit d(At) — E@) fir At — 0

Lemma 6.4 (Kettenregel) Seien U C R, V C R™ offen, und f : U - R™, g: V - R
seien Funktionen mit g(U) C V. Ist ¥ = f(t) inp € U und z = g(y) in ¢ = f(p)
differenzierbar, so ist die verkettete Funktion go f : U — R in p differenzierbar, und es
qilt
oy —~dg ., .. Oy
(g0 f)(p) = (gradg(q) | 5, (p)) = >, ay,(y(p)) e ()= Jola) - T (p)

=1

Beweis: Geméafl Kor.5.6
Az = (B(AD)|AF)  mit b(AF) — gradg(q) fiir AT — 0

Also
Az = (b(AF)| (At) - @(AL)) = (b(AF) | d(A)(p)) At

und

—

(b(AF) | @(AL)) — (gradg(q) | % fiir At — 0

da wegen der Stetigkeit von f auch A7 — 0. O

Es folgt, dass der Gradient senkrecht auf der Héhenlinie steht: Sei U C R?, f : U — R
and ¢ differenzierbar und 7(t) € R? fiir an p € D C R, differenzierbar, ¢ = #(p) und
f(Z(t) = c fiir t € D. Dann
ox
d — =0
(gradf(q) | - (P))
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6.4 Regeln

Satz 6.5 (Kettenregel) Seien U C R", V C R™ offen, und F : U — R™, G : V — RF
seien Funktionen mit F(U) C V. Ist F inp € U und G in F(p) differenzierbar, so ist die
verkettete Funktion G o F : U — RF in p differenzierbar, und es gilt

Jaor(p) = Ja(F(p)) - Jp(p).

Die Ableitung einer verketteten Funktion ist also gleich der Verkettung (Hintereinan-
derausfithrung) der Ableitungen. Fiir die Jacobimatrizen ist also das Matrixprodukt zu
bilden. Beweis: Wir untersuchen, welcher Eintrag in der i-ten Zeile und der [-ten Spalte
von Jgor(p) steht. Dazu betrachten wir

b1
x(z;) = | o x; € R in der [-ten Zeile, die anderen Eintrage fest
Pn

und die folgende Kurve in R™

Fi(x(2)) St (x(m))
: . Oy :
y() = : mit a—zl(pz) = :
F(x(ay)) O (x(py))
Nach dem gerade bewiesenen Fall der Kettenregel haben wir
oGi(y(p)) dy _ dy
—on,  _ EdGily(m) [ 5 -(m)) = Jay() - 5 (p1)

also gerade das Ergebnis der Matrizenmultiplikation.

Es ist aber auch noch die Differenzierbarkeit zu zeigen. Zudem vereinfacht sich auch der
Beweis der Aussage iiber die Jacobimatrix, wenn man die handliche Charakerisierung der
Differenzierbarkeit benutzt.
Also sei y = F(Z) differnzierbar an p und 2 = G(¢) differenzierbar an ¢ = F(p). Das
bedeutet
AY = Apz(AT), Apz — A fiir AT — 0

Es folgt
AZ = Bag(Anz(AT)) mit BajAsz — BA fiir AT — 0

indem man Bay und Aaz als Matrizen auffasst (also auch eine Basis von V' wéhlt) und
die Stetigkeit von Addition und Multiplikation reeller Zahlen benutzt. [J

Beispiel. Sei G : R? — R gegeben durch G(z,y) = €¢* und F : (0, 00) x (0, 27) — R? durch
F = (F, )T mit Fy(x,y) = zcosy und Fy(x,y) = xsiny. Sei H : (0,00) x (0,27) — R
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gleich G o F (d.h. H(z,y) = G(F(a:, y)) ) Dann sind die Funktionalmatrizen von G und
F gleich

oG oG

J ) = \5a ) s o 5 - Zy’ *Y

a(r,y) = (5 (@) 3y @ y)) = (ye, ze™)
und on on, |

Te(ey) = 22 o) = (%0 7T

o 8@% 83—1;2 siny  x cosy )
und wegen

JG(F(I,y)) — (l‘ Sinyexz sinycosy’xCOSyem2 Sinycosy)
— xeaﬂ sinycosy<siny’ CoS y)

ist

JH(:E7y) = JG(F(x7y))JF(x7y)

5 .
— re* smycosy(

cosy —xsiny
siny  xcosy

siny, cos y) <
= g et sinycosy (2siny cosy, —z(sin’y — cos®y)).

Korollar 6.6 Se: D C R"™ offen und F,G : D — R™ in x € D differenzierbar. Dann ist
fir a, B € R auch aF + G : D — R™ in x differenzierbar, und es gilt

Jarpa(r) = aJp((2) + BJa(z).

Der Beweis von Satz 5.13 folgt nun so: Sei F; = f und Fy, = g und G(z,y) = zy. Dann
ist F'in p und G {iberall differenzierbar und

of ... Of
JF(P>=<E _) ol () = (@ )

ox1 Oxn

H(Z) = (G o F)(Z) = g(Z) - [(7)

of ... Of
Ju(p) = Jo(f(p).9(p)))- Jr(p) = (9(p) f(zﬂ)-(? ?)Zg(p)Jf(pr(p)Jg(p)

6.5 Polarkoordinaten und Co

Polarkoordinaten:
o(r,¢) = (rcos g, rsinp)

_ [cosp —rsing
J"(T’w)—(singp rcosgp)

und daher det J,(r, @) = 7.
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Héufig benutzt man auch verallgemeinerte Polarkoordinaten

(x,y) = o(r,p) = (arcosp, brsiny) mit a,b > 0.

Zylinderkoordinaten Fiir die Transformationsfunktion

(x,y,2) =0(r,p,z) = (rcosp, rsinp, z)
gilt
cosp —rsing 0

deto’(r,p,2z) =det | sinp rcosp 0| =r.
0 0 1

Kugelkoordinaten Fiir die Transformationsfunktion

(x,y,2) = o(r,,9) = (rcos e sind, rsinp sind, rcos?)

gilt
cossiny —rsinpsind 1 cosycosv
det o’ (r,0,9) = det [ sinpsing rcosgsing rsingpcosd | = —r*sinv.
cos v 0 —rsintd

In der Tat mit
a=singp, b=-cosp, c=sinv, d= cosv

gilt
A+ =1, A+d*=1

und man erhalt die Determinate durch Herausziehen von r und Entwickeln nach der
zweiten Spalte als

bc —rac rbd bc —ac bd w ad be bd
det [ac rbec  rad | =r*det | ac bec ad | = r*(acdet (d —c> +bcdet (d —c))
d 0 —rc d 0 —c
= r?(ac(—ac® — ad®) + be(—bc® — bd?)) = r*(—a’c(c® + d*) — b*c(c* + d?))

= —r?(a’c + b%c) = —rc(a® + b*) = —r’c

6.6 Mittelwertsatz

Fiir Funktionen F': R™ 2O D — R™ mit m > 2 ist die folgende Version des Mittelwertsat-
zes die nachstbeste.

Satz 6.7 Sei D C R" offen, F': D — R™ differenzierbar auf D und x + the D fiir alle
t €[0,1]). Dann ist

Fle+h) — F(z) = /0 DF( ) () dr = ( /0 DRt R (64)
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Dabei ist das Integral iiber die vektorwertige Funktion 7 — DF(z+7h)(h) baw die Matrix
Jr(x 4+ 7h) komponentenweise zu berechnen. Der Mittelwertsatz in der Form (6.4) ist oft

niitzlich, wenn man |F(z + h) — f(z)| abschiitzen méchte. Der Beweis ist wieder ganz
einfach: 0.B.d.A. ist m = 1. Mit der Funktion g aus (5.7) ist nach dem Hauptsatz

und nach der Kettenregel ist ¢/(7) = DF (z + 7h)(h). u

7 Rechnen mit Taylorreihen in 1 Variablen

Taylorpolynome bzw. -reihen kann man oft aus bekannten durch einfache Rechenoperatio-
nen herleiten - der Einfachheit halber diskutieren wir das zuerst fiir den Fall 1 Variablen.
Wir fiithren dazu folgende zweckdienliche Notation fiir f: D — R und p € D

T;(f)zzan(x—p)k akZ%f(k)(p), n € NoUoo}, T,(f)=T,7(f)
k=0 :

also das Taylorpolynom vom Grad n bzw. die Taylorreihe am Entwicklungspunkt p -
vorausgesetzt, dass das existiert. Das ist dann ein Polynom bzw. Potenzreihe in (x — p)
und dafiir kann man auch Az oder t schreiben.

7.1 Satz von Taylor-Lagrange

Satz 7.1 (Taylor) Sei f : [a,b] — R n-mal stetig differenzierbar, und auf (a,b) existiere
die n+1-te Ableitung. Dann gibt es ein & € (a,b) so, dass

n (nt1)
10 =Y M@=t + S - (75)
) _ Za(b) . =: R:(b, a)

Dabei ist T (b) das Taylorpolynom vom Grad n von f in a, und R,(b,a) heifst das Rest-
glied nach Lagrange.

7.2 Néaherungsweise Gleichheit

Fiir zwei Potenzreihen (also auch fiir Polynome) schreiben wir
@zZak(x—p)k ~, \D:Zbk(:ﬂ—p)k Sap="0b fir k=0,...,n.
k=0 k=0

Fiir Potenzreihen vertrégt sich das Rechnen mit ndherungsweiser Gleichheit offenbar mit
Addition, Subtraktion, Multiplikation und Substitition d.h.

P, %Z Uy und P, %Z U, = )\@1 * Oy %Z /\\Ill *x Wy
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wobei A € R und x fiir jede der Verkniipfungen +, —,-, o steht und o die Substitution
bedeutet. Z.B. wenn wir sin x und cos x missbrauchlich fiir die zugehorige Reihen schreiben

und sin x cos x fiir deren Cauchy-Produkt
L 3 L, 3 5 3

. N3 _ = _ = . ~ v
sinr ~y @ 61‘, cost ~5 1 57 = SINXCOST Xy T "

Die Substitution

\I/otbvoan:Zak(:E—p)k in \If:an(x—q)"
k=0 =

ist nur dann definiert, wenn ¢ = ag, und zwar als die Potenzreihe, die sich aus

ib q—i—Zakx— —bo—i-Zb Zakx— )"
n=0

n=1 k=1

durch Ausmultiplizieren und Zusammenfassen nach gleichen Potenzen von x ergibt.

7.3 Allgemeine Ableitungsregeln

Dann haben wir die folgenden allgemeinen Ableitungsregeln

(@) TrAf) = X-TMf) AeER

) T3(f+9) =  Ty(f)+17(9)

() T)(f-9) =~ T”(f) T"()

(d) Tj(gef) = Tq"( )O<T”(f>)) mit ¢ = f(p)
() Ty(ff) =~y [Tp(f)

(1 =HE ST L

Wichtig ist: Die Ableitungen miissen existieren, aber Konvergenz der Reihe ist kein The-
ma.

Achtung: Bei der Kettenregel (d) wird hier 77(f) fiir 2 in T7'(g)(x —q) = >_5_o br(z —
q)* eingesetzt. Schreibt man T7"(g)(t) = ;'  bxt" und will in ¢ einsetzen, so muss man
T7(f) — q in t einsetzen - das ist genau dassselbe, nur umsténdlicher formuliert.

Beweis. Indem wir z := x —p und u := y — q als neue Variable nehmen, kénnen wir den
Beweis auf den Fall p = ¢ = 0 redizieren. (a) und (b) folgen sofort aus den entsprechenden

Regeln fiir Ableitungen. Wir setzen nun
f=Ff=T5(), §=9="T5(9)
und erhalten somit R
fO =0=4g(k) firk<n
Es folgt R R
frg=T30f)-T5(g) + b, h= [T (9) + 915'(f) + fq
also h®) = 0 fiir & < n und somit (c). Aus (b) und (c) folgt (d) fiir den Fall, dass g
Polynom ist. Im Allgemeinen dann wieder
gof=Tg(g)of+gof

Tg(g o f) = T (T5'(g9) o f) + Tg'(g o f) = T5'(T5'(g) o T (f) + 0 = Tg'(g) o T (f)
(e) und (f) folgen mit Hauptsatz und formaler gliedweiser Integration bzw. Differentation.
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7.4  Venachlédssigung hoherer Terme

Wir koénnen jetzt jedoch fiir beliebige (hinreichend of differenzierbare) Funktionen defi-
nieren

fryg e T(f) =, T,(9)
und haben dann die Vertraglichkeit wie bei Potenzreihen

fimy guund famp) g = Afix fa =) Agi* g2

wobei im Falle der Substitution fo(p) = ¢2(p) vorausgesetzt werden muss. Wir diirfen dies
jedoch nur als Aussagen iiber die Terme in den Taylorentwicklungen interpretieren und
nur dann auf die Funktionen zuriickschliefen, wenn Konvergenz gesichert ist.

Beispiele.
1
(1 +2z —cosw) ~p x(r — 51‘2) =1’ — §x2 Sl
1 1 1 1
cos(x +2%) ~3 1 — 5(:v+a:2)2 =1- §m2—x3— §x4 ~pl— §x2—x3

Auch ohne Kenntnis der Ableitung von /1 4+ x kénnen wir aus
2 1 1
Vit o = 1+$:2(1—|—§(:U—1) ~ ! [\/§(1+Z(x— 1)]?

schliefen, dass

VITE VAL + 1= 1) = VE+ L@ - )

/v1+x%f ﬁ((w—l)—ké(x— 1)%)
Aber

oNT+z 11 L s V214 3(z— 1))
a0y \/ﬁ(i—ﬁ(fﬂ—l)) % V2= Ee

8 Taylorentwicklung in n Variablen

8.1 Hohere partielle Ableitungen

Ist f: M — R partiell differenzierbar, so ist 3 9 wieder eine Funktion von M nach R. Ist
diese partiell differenzierbar nach xy, ergeben smh partielle Ableitungen zweiter Ordnunyg,
die wir mit

g of 0 f
&cl &ck &wﬁxk (iL‘) a kaxé (l‘)
bezeichnen (die letzte Notation sollte man vermeiden, weil sie im Widerspruch zu der

in der Mathematik iiblichen Schreibrichtung steht). Analog werden partielle Ableitungen
hoherer Ordnung erklart und bezeichnet.

DDy f(x) =

Beispiel 5 Fiir die erste Funktion aus Beispiel 3 ist

f:cx(xvy> :47 fxy(xay) :fyx(x>y) :07 fyy(xay) =2.
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Interessanter ist die durch f(0,0) = 0 und

2 — o2

flz.y) =2y — +32 fiir (z,y) # (0,0)

auf ganz R? erklirte Funktion. Fiir (z,y) # (0,0) ist

2t — oyt = dx?y?
(22 4 2)?

ot — oyt 1 dr?y?
(22 + 2)?

fx(f,y):y ) fy(x,y):x )

und fiir (z,y) = (0,0) findet man
f2(0,0) = lim f(h,0) — £(0,0)

h—0 h

=0 und f,(0,0)=0.

Fiir die gemischten zweiten Ableitungen in (0,0) erhalten wir schlielich

_ : fﬂﬁ(ov h) B fac(OaO) 1 —h—0 .
fxy(oa()) - }lll_rf(l) n == hl_% = —1,

_ : fy(h,O)—fy(0,0) IERT h—20 o
Furl0:0) = oy T = =

8.2 Vertauschen der Reihenfolge

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen darf i.Allg. also nicht vertauscht werden. Der
folgende Satz gibt Bedingungen an, unter denen dieses Vertauschen erlaubt ist.

Satz 8.1 (H.A. Schwarz) Sei M C R" offen, f : M — R und p € M. Alle partiellen
Ableitungen erster Ordnung von f sollen auf M existieren. Auflerdem existiere fir ein

Paar i # j die zweite Ableitung a:iQafzj auf M, und diese sei in p stetig. Dann existiert
2
/

9 . .
auch Fuy0m P und es ist

Gt B if
axj&ci p)= 8:618% p)-

Beweis. O.B.d.A. n =2, 7= 2,j = 1. Schreibt man z = f(z,y) so ist D1 Dsf(p) = 86;32 (p)
9%z

gegeben und Dy Dy f(p) = 7,5 (p) gesucht. Indem man f(z) durch f(z — p) ersetzt, hat
man 0.B.d.A. p = 0. Indem man f(z,y) durch f(z,y) — f(x,0) — f(0,y) + f(0,0) ersetzt

hat man 0.B.d.A. f(z,0) = f(0,y) = 0. Indem man f(z,y) durch f(z,y) — ;;gy(@)xy
ersetzt hat man 0.B.d.A. ﬁ(ﬁ) = 0. Wir sollen zeigen

0zdy
1 1 t 1 f(s,t
0 = tim 2920, 4) = tim 1 LD — gy gy 1500
t—=0 t Ox t—0 f s=0 S t—0s—0 5 ¢

Nach dem Mittelwertsatz gibt es 7 zwischen 0 und ¢ mit

f(s,t) 0z
L9y

(s,7)
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und wegen der Differenzierbarkeit von 2 (s, 7) nach s gibt es 0 = o(7) zwischen 0 und s

. ay
mit

10z 9 0z
23y = 35,7
Somit
éfﬁi):E%ggwﬂg_+omrwjyﬁ(ﬁm

z

da auch (o,7) — (0,0) und %g—y nach Voraussetzung stetig ist. O

8.3 Multiindices

Um auch mit hoéheren Ableitungen bequem umgehen zu koénnen, fithren wir die folgende
Notataion ein:

o a=(w,...,a,) € N} ist ein Multiindex
o |of :=ai+ ...+ a, ist seine Ordnung
e ol :=aq!. .. «,! ist seine Fakultdit.

e Bta=(BiExal,..., 0 Eay).
o f<ax B <q;furalles
Zu gegebenen Variablen X, ..., X,, schreiben, definieren und sehen wir
o X =(Xy,....X,)
o X :=X". .. X Monom
o Xo. X =X falls X; X, = X; X,

® > luj<d %X € R[Xy, ..., X,] Polynom vom Grad < d mit Koeffizienten a, € R

8.4 Ableitungen

Sei f : U — R auf einer offenen Menge U C V' definiert und eine Basis von V' gewihlt,
vemoge derer wir V' mit R” identifizieren. Unter der Voraussetzung, dass die entsprechen-
den partiellen Ableitungen existieren, definieren wir induktiv

o, of ok OFf

DYf = D;f = Dff=_—_f=="2- = Dp,DF!
und mit D = (Dy,...,D,)
olal olel f
Da = Da1 ce Dan = =
/ ! w' Ozt -+ - 0xin Ozt ... 0xon

Dabei wird D als Operator aufgefasst, der der Funktion f : U — R die Funktion D*f
zuordnet

f—=D%f D :U— Rmit (D“f)(p) =Df(p) e R (peU)
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das Produkt bedeutet also die Hintereinanderausfithrung.

Wir sagen, dass f k-mal stetig partiell differenzierbar ist und schreiben f € C*(U), falls
alle D f mit || < k existieren und stetig sind. C°(U) besteht aus den stetigen f : U — R.

Lemma 8.2 C*(U) hingt weder von der betrachteten Norm noch von der gewdhlten Basis
ab. Die D*f hdngen nicht von der Norm, jedoch von der Basis ab.

Beweis: Norméquivalenz. ¢ habe bzgl. Ausgangsbasis die Koordinaten vy,...,v, und es
sei |a| < k. Dann ist D stetig partiell differenzierbar, also nach Satz 5.12 differenzierbar
und nach Satz 5.8 existiert die Ableitung von D® ldngs ¢ an p

dgD*f(p) = Z v; D; D” f(p)

und dgD*f € CF-lel=1 da D,D*f e Ck-lel=1,
Lemma 8.3 Sei f € CK(U) und |a| + || < k. Dann gilt
DO‘D’Bf — DBDaf _ Da-i-ﬁf

Achtung: Die Operatoren D; kommutieren nicht miteinander. Aber unter den Voraussetzun-
gen des Lemmas darf man mit ihnen so rechnen, als ob sie kommutierten - d.h. sofern
keine Terme von Grad > k auftreten. Beweis. Wir betrachten den Fall a; =1 und a; =0
fir ¢ # j. Das geht mit Induktion iiber |3]. Ist |3] = 0, so ists trivial. Anderenfalls k£ > 2.
Sei v = —(1,0,...,0) und 6 = v + «. Dann nach Schwarz und Induktion

D;DPf=D;D\D"f = D,D;D"f = D\D*D"f = D\D°f = D**P f
Die Behauptung folgt nun mit Induktion iber |a|: Sei v = o — (1,0, ...,0). Dann
D*DPf = D\D'DPf = D\D"Pf =DPf O
Korollar 8.4
Al
———
(B —a)!

ap ) o fallsa=p
D _{ 0  falls a; > B; fiir ein i

DP =

8.5 Potenzreihen

Eine Potenzreihe im Entwicklungspunkt p ist gegeben als

f@)=flp+h) = a.h

[0

wobei h =p—x = (hy,...,h,) = Ax = (Axy,...,Az,). Im Falle von n = 2 etwa so

aoo + arohy + aorhy + asohi + aiihiha + agehs + azoh’ + asihihs + arshihs + agzhs + . ..
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Ist a, = 0 fir alle @ mit |a| > &k so hat man ein Polynom vom Grad < k in der Unbe-
stimmten h. Fiir Polynome f(p + h) in h hat man

al

B—a
G-a)”

D®f(p) = ala, + Z ag
[8]>0
also durch einsetzen von h = 0

D f(p) = alag, ay = D"f(p)

8.6 Taylorpolynom

Ist f in einer Umgebung von p k-mal stetig differenzierbar, so definieren wir das k-te
Taylorpolynom (in der Unbestimmten h) als

TEf(h) =D anh®,  mit aq = éDaf(p)

laf<k

Es gelten die Regeln wie bei Taylorpolynome in 1 Variablen (und die Beweise tibertragen
sich wortlich). Beispiele

1
f(x,y) =sinxzcosy %8 (x — 6$3)(1 — —y2) w% T — xy2 Produktregel

2 2 -1 2 _1 2 2 1 2
eriteosy _ o, pwitcosy ~pe-e” T2V g e(l + ot — §y ) Kettenregel

8.7 Satz von Lagrange-Taylor

Satz 8.5 Sei f € C*(U) und sei p+th € U fiir allet € [0,1]. Dann gibt es ein T € (0,1)
so, dass

flp+h) =T5(h) + R(h)
mit dem Restglied

R(h) = Z (Daf)(erTh)ha

o!
|a|=k+1

Beweis. Wir setzen ¢(t) = p + th, t € [0,1] und erhalten nach der Kettenregel fiir das
Taylorpolynom von (f o g)(t) an der Stelle 0

TH(f 0 9)(8) % Ty o THIR) = 37 (D Flp+ 7)) (hd)

|lal<k

= SIS Do )

1<k |a|=l

1
o!

HE(Fog)(r) = 32 (D f(p+ 7)) ()

|af=l
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Wenden wir den Satz von Taylor in 1 Variablen auf (f o ¢)(¢) und k an, so folgt

fo+h)=(fog)(0+1)=T5(fog)+ (f o g)* ()1*H!

(k+1)!

= THB) + YD (D + ) ()

|o|=k+1

da T§(th) = h und somit T f o TF(th) = Tr f(h). O

Korollar 8.6 Zu f € C*(U) gibt es ¢, in einer Umgebung des Urspungs definiert, mit

o+ ) = TE(B) + 6(h),  lim f}iﬁ} 0

kurz
fp+h) =Ty f(h) + o(|h]")

Beweis. Setze
oh)=flp+h) =TS f =T, f+R—-T)f
|h?|

S < S 2D ) = D) 0

|a|=k+1

da aus |h| < || folgt dass [h®| = |hy|*t - - - |hy|* < |B]l9.

8.8 Beispiele
Beispiel 9 Sei f : R? — R gegeben durch f(z,y) = sin(z + 2y). Dann ist
fo(z,y) = cos(x +2y), f,(z,y) =2cos(z+ 2y)
fox(z,y) = —sin(z + 2y), fo(z,y) = —2sin(z + 2y), f,, = —4sin(z + 2y),

und der Satz von Taylor fiir die Ordnung 1 liefert

flx+h,y+k)=flo,y) + fulw,y)h + fy(z,9)k + R

bzw.
sin (z + h+ 2(y + k)) = sin(z + 2y) + cos(z + 2y)h + 2cos(z + 2y)k + R

mit dem Restglied

R o= (Rl B) + 20k oy (T.9) + Ky (7.9)

= _M (h2 + 4hk + 4Kk%)
2

mit T = x + 7h, ¥ = y + 7k mit einem 7 € (0,1). Eine grobe Abschétzung mit |sin¢| <1

ergibt
2

1
|R| < at 2|hihy| + 2h3 < 2|h|?
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Beispiel 10 Wir bestimmen das Taylorpolynom 2. Ordnung fiir die Funktion
f:R? >R, (x,y) — @ Feosy
im Punkt (0,0). Dieses ist gleich (mit D = 2 und D, = a%>

£(0.0) + (D1 1)(0.0)h+ (Daf)(O. 00k + L(DF)(0.0) -

+ —(D2£)(0,0)k* + (D1 D5 f)(0,0)hk.

1
2

Die partiellen Ableitungen von f bis zur 2. Ordnung sind

(Dyf)(z,y) = 2wt teosy = (Dif)(0,0) = 0,
(Dof)(z,y) = —sinyer sy = (D:2f)(0,0) = 0,
(Dif)(x,y) = (2+4a?)em Feosv = (Dif)(0,0) = 2e
(D3f)(x,y) = (—cosy+sin’y)e” v = (D3f)(0,0) = —e,
(D1Dyf)(x,y) = — 2z siny e” TSy = (D1Dyf)(0,0) = 0.

Das gesuchte Taylorpolynom (das wir oben mit der Kettenregel einfacher bestimmt haben)
ist also

(h,k)n—>e+eh2—§k:2. n

9 Quadratische Approximation

9.1 Bilinearformen

Im Folgenden sei V' ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum. Seine Elemente schreiben
wir als ¥. Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung ® : V' x V' — R mit

= (i, 7) + (i, F)

O(F+w,d) = O @)+ 00w, d) DT+ )
@) = rdv, @)

O(rv, W) = rd&(v, ) O(v,r

Sei a : €1,...,6, eine Basis von V. Dann gibt es eine bijektive Entsprechung zwischen
Bilinearformen ® auf V' und Matrizen A € R"*" vermoge

(7, ) = (#*)' Ay, A= (2(€,))nxn

(die transponierte Matrix zu X schreiben wir als X*). A = ®,, heisst dann die (Gram)-
Matrixz von ® bzgl. a. Die Form & ist symmetrisch, d.h.

O(r,y) = ®(y,z) firallez,yeV & A=A

Beispiel: Skalarprodukte.
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9.2 Quadratische Formen

Die zugehérige quadratische Form () : V — R ist gegeben durch

Q(.f) = (I)(.f, f) = (fa)tAfa = Zz’j Aij T mit 7% = (1}1, . ,l’n)t

= 2 qul'? + ZKj qij TiXj mit g; = a; und g;; = 2a;;
und muss dann, wenn man die ¢;; und die Matrix A angeben will beachten, dass

g; fallsi=j
@ij =\ 1 o S
N 5qi; falls @ < j bzw. j <

Es gilt
Q(\T) = X*Q()

Und kann man ¢ aus @) zuriickgewinnen:

Eine reelle quadratische Form auf R"™ ist natiirlich eine reelle Funktion in n Variablen und
man veranschaulicht sich sie durch Niveau-Hyperflachen, fiir n = 2 also durch H6henlinien.

Lemma 9.1 Sind ()1 und Q)2 quadratische Formen, so auch r1Q1 + roQo mit
(rQ1 + 19Q2)(Z) = r1Q1(T) + r2Qa(7)

Beweis. r1®1 4+ ro®5 symmetrisch und bilinear, falls es die ®; sind. [

9.3 Quadratische Abbildungen

Sei V' endlichdimensionaler R-Vektorraum. Eine eine quadratische Abbildung ist von der
Form

¢:V =R, ¢(7) = L(7) +Q(7)

mit L : V — R linear und ) quadratische Form.

Lemma 9.2 Sei V' endlichdimensional, D CV und f: D — R

1. Gilt lim,, {S;ﬁ% =0 bzgl. einer Norm von V', so auch bzgl. jeder anderen,

2. Ist ¢ : V — R quadratisch und ﬁ% — 0 fir @ — 0 in einer Umgebung von 0, so ist
q konstant 0.
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Beweis. 1. Sei die Konvergenz bzgl. einer Norm |.| vorausgesetzt und |[.|| eine weitere
Norm. Wegen der Aquivalenz der Normen gibt es a,b > 0 mit a|Z] < ||Z]| < b|Z| und es
folgt
1@ _ @] _ 1@
N 14 G
Zu 2. Wahle euklidische Norm und orthonormale Basis. Seien (ay,...,a,) und (a;;) die
Matrizen von L und Q. Fir & = te; gilt ¢(Z)/|%| = a; + ta; — a; fiir t — 0, also a; = 0.
Nun
Q@ _
EE

also a;; = 0. Sei schliesslich ¥ = t(¢e; + €;). Dann

Py = D1, 165) = 3(QUF) - QU — Q1e)) = 5 Q)

und somit a;; = 0. [

9.4 Quadratische Approximation von Skalarenfeldern

Seip e D C R" offen. f : D — R ist an p quadratisch approximierbar, wenn es eine
quadratische Abbilding ¢ : R” — R so gibt, dass

R(AT)
|AZ]J?

f(p+ AZ) = f(p) + q¢(AZ) + R(AF)  mit — 0 fiir AT — 0

Nach Lemma 2 ist ¢ = L 4+ @) eindeutig bestimmt. Da L eindeutig bestimmt ist, ist es
auch Q. Die quadratische Form 2() ist die Hesseform H f(p) = H,f.

Korollar 9.3 Sei f € C*(U) und p € U. Dann ist f an p quadratisch approzimierbar
und die Hesseform H f(p) ist bzgl. dieser Basis gegeben durch die Matrix

Hessf () = (52— (@)

O0x;0x; ij=1

Beweis. Nach dem Korollar zum Satz von Lagrange-Taylor gibt es ¢ mit Hf%\lg — 0 fiir
h — 0 und

fp+h) = Zazf +Za T [kl + 6(0)
(p)+Z§—Z Zaa p)hih; + o(h)
= f(p) +Vf(p)-h+ §ht(H€88f)(p)h + ¢(h)
also

Flp+ 1) = F() + AF@)(R) + S HI)(h) O
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Man kann dies auf f € C*(U) verallgemeinern:

fp+h)= +Z@k + ¢(h), (‘b}(Lﬁ)%Ofurh—)O
mit k-linearen und symmetrischen Multilinearformen ®; : V¥ — R
Op(Vh, ..., U+ 1w, ..., 0) = Pp(Vh, ..., Tiy...,U0) +1rPp(V, ... 10, ..., 7,)
Pr(Usr), - - > Von)) = Pi(¥h, ..., Uy) fiir jeder Permutation o

9.5 Hesse-Form und zweifache Differenzierbarkeit

Sei () quadratische Form mit Matrix A. dann ist 2A die Hesse-Matrix von (). Andererseits
ist ) beliebig oft stetig partiell differenzierbar mit

>, (1%

F(z) = gradQ(z)=2 :

2 @njT;

und die vektorwertige Abbildung F' hat Jacobimatrix

Umgekehrt und allgemeiner sei f € C?(U). Dann sind die Abbildungen
x> F(z) =gradf(z) — Hf(x)

stetig, also F' : R" — R" differenzierbar und DF(z) = H f(z). Insbesondere ist also f
zweimal differenzierbar und die Jacobimatrix der zweiten Ableitung ist die Hesse-Matrix
- das folgt schon aus der Differenzierbarkeit von F'. Diese reicht aber sogar aus, um die
Symmmetrie zu beweisen. Fiir die quadratische Approximation von f mussten wir aber
f € C*(U) voraussetzen und Taylor-Lagrange verwenden.

Korollar 9.4 Sei U offene Teilmenge des normierten Vektorraums V und p € U. Die
Hesseform H f(p) einer Abbildung f € C*(U) and hingt nicht von der gewdhiten Basis
von V ab.

Beweis. Sei eine Basis ey, ..., e, gegeben und v = > vje;, w = 3, wie;. Als Funktion
von x € U haben wir

of
dy(z) = ;Uja—xj(l‘) €R
die Ableitung von f lings v an z. Die Ableitung von d, ldngs w an p ist dann

)= Sl @) = Sl o0

ad o 0
= S w50 = S wi( g%x )

7’7]
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10  Quadratische Formen

10.1 Transformation

Ist B eine weitere Basis, so werden die Koordinaten von Vektoren transformiert nach dem

Ansatz
= aTgfﬁ

wobei in den Spalten der Transformationsmatrix “Tj die Koordinaten a stehen. Fiir die
Basisbeschreibungen der Bilinearform & gilt dann

by = T}, T

Beweis. 2% = “T3i, §* = *Tpy”, also
(&) T3P0 “Tsg” = (“Tp2") Pay® = () Pay™ = ®(7, )
Fiir die quadratische Form Q(Z) = ®(Z, wzx) folgt

e Ist A die Matrix von @ bzgl, @, so hat @ bzgl. § die Matrix *T;A*Tp.

10.2 Definitheit

Eine quadratische Form () heisst

positiv definit <  Q(Z) > 0 VT # 0 positiv semi-definit < Q(F) >0V
negativ definit < Q(Z) <OVZ #0, negativ semi-definit < Q(F) < 0VZ
nichtausgeartet < Q(¥) #0VZ#0 indefinit < 37Y. Q(Z) > 0> Q(Y)

Eine symmetrische Matrix heisst X-definit, falls sie bzgl. einer (und dann jeder) Basis eine
X-definite Form definiert. Natiirlich ist A genau dann negativ (semi) definit, wenn —A
positiv (semi) definit ist.

10.3 Symmetrische Diagonalisierung

Satz 10.1 Zu jeder reellen symmetrischen Bilinearform ® auf einem endlichdimensiona-
len R-Vektorraum gibt es eine Basis B so, dass ®g Diagonalmatriz ist

(ID(f, ?7) = Z d;wiy;

Dabei ist die Anzahl p der d; > 0 und die Anzahl q der d; < 0 eindeutig bestimmit
(Tragheitssatz von Sylvester).

Zu jedem symmetrischen A € R™™ gibt es invertierbares S so, dass S'AS diagonal

Warnung: Die d; in der symmetrischen Diagonalisierung sind in der Regel keine Eigenwerte
von (). Berechnung von Eigenwerten ist eine Aufgabe der Numerik.
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Beweis der Existenz durch systematische Transformation: Wir machen jeweils eine Zei-
lenumformung 7' gefolgt von der analogen Spaltenumformung 7* bis wir am Ziel sind.
Dabei bleibt die Symmetrie zu erhalten. [J

4 -2 2 4 00 4 0 0 1 00
-2 10 2 | ~1093]~109O0]~[0T10
2 2 4 0 3 3 00 2 0 01
Korollar 10.2 $ st
positiv definit < p=mn positiv semi-definit < qg=10
negativ definit < q=n, negativ semi-definit < p=20
nichtausgeartet < p+q=n indefinit < p>0,q>0

10.4 Symmetrischer Gaussalgorithmus

Man kombiniere das Transformationsschema mit dem Zeilen-Gaussalgorithmus zur Be-
stimmung einer oberen Stufenform. Man erhélt symmetrische Ay, also

D, O
A = (Ok +> , At = Te1 AThyy, So=E, Sk = SiTiyy

wobei Dy Diagonalmatrix. Sind alle Hauptminoren # 0, so gilt stets a,(fgl’k 41 7 0, dh.
man kann die T, als untere und somit alle S} als obere Dreiecksmatrizen wéhlen.

Dy, 0

bitihyr - b
» Gegeben sei A, = 0 K ) ] "

bn,k+1 <o bnn

» Ist by k41 # 0, so bewirke durch Zeilenscherungen, dass die neue k + 1-te Zeile von
‘A’ ausserhalb der Diagonalen nur noch Nullen enthélt. Andere die Werte iiber der
Diagonalen von ‘A’ so, dass wieder eine symmetrische Matrix entsteht

» Ist byi1 441 = 0 so suche vorher ¢ > k + 1 mit b;; # 0 und vertausche k + 1-te und
i-te Zeile in ‘A’, ebenso fiir Spalten von ‘A’

» Ist b; = O fiir alle ¢ > k, so suche vorher 7 > ¢ > k mit b;; # 0. Addiere in ‘A’
die j-Zeile zur i-ten und die j-te Spalte zur i-ten. Das ergibt i-ten Diagonaleintrag
bij + bij # 0.

» Sind alle b;; = 0 fiir j > ¢ > k, so ist es getan.

10.5 Minoren

Der k-te Hauptminor A<y einer Matrix A ist die Matrix

@11 -0 Q1
A =

agr -+ Agk
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10.6 Tragheitssatz

Beweis der Eindeutigkeit von p,q. Man kann immer zu einer Basis ( iibergehen so, dass

E, O O
¢s=10 —-E, O
O O O
- man ersetze v; durch \/Td_~| fiir ¢ < p+q. Daher geniigt es, folgende Situation zu betrach-
ten.
E, O O E., O O
U'AU=A=|0 —-E, O], VtAVv=A"=[0 -E O
O O O O O O

mit invertierbaren U, V. Dann A’ = S'A”S mit S = V7U. Also O.B.d.A. A = A"

und p < k. Multiplikation mit invertierbaren Matrizen dndert den Rang nicht. Somit
r=p+q = k+ 1. Seien B,B’,T die r-Hauptminoren von A bzw. A" bzw. S. Dann
B’ = T'BT. Daher 0.B.d.A. 7 = n. Sei ) die durch A bzgl. der kanonischen Basis «
definierte quadratische Form und /3 : vy, ...,v, die Basis mit S = “T}j. Setze

Uy = Spann{ey,...,ex}, Vo =Spann{v,i1,...,V,}
Dann ist Q auf U; positiv definit, auf V5, negativ definit. Es folgt
Uy NV, ={0}

und es ist eq,..., €, Vpi1,...,V, linear unabhéngig. Daher k£ < p und somit p = k. [J

10.7 Determinanten
det ist eine Abbildung, die jeder n x n-Matrix A den Skalar det A zuordnet. Es gilt
e det ist linear als Funktion einer gegeben Spaltenposition bzw. Zeilenposition.

e det B = —det A, wenn B aus A hervorgeht, indem man zwei Spalten (bzw. zwei
Zeilen) vertauscht.

e det A = 0 falls eine Spalte (Zeile) Linearkombination der anderen ist
e det A # 0 < A invertierbar

o det(AB) =det A-det B

o det A=! = (det A)~! falls A invertierbar

o det ST1AS = det A falls S invertierbar

o det A'det A

o det A = ay1a90 — ag1aqo falls n = 2

o det A = aija0a33 + a12a23a31 + 13021032 — A31A22013 — A32093011 — A33A21a12 falls
n=23
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10.8 Hauptminorenkriterium

Satz 10.3 Hurwitz. Fir eine symmetrische Matriz A sind gleichwertig:
o A ist positiv definit.
e Es gibt eine invertierbare Matrix W mit A = WW?*,

o Die Hauptminoren A<y = (a;;)1<ij<k von A haben det A<j, > 0.

Beweis. Die Aquivalenz von (1) und (2) ist klar nach dem Trigheitssatz. Also ist fiir positiv
definites A die Determinante det A = det(W!W) = det Widet W = |det W|* > 0. Ande-
rerseits sind fiir positiv definites A alle Hauptminoren A< positiv definit: fiir die durch
A<y definierte quadratische Form Q< gilt: Q<x (21, ..., 2%) = Q(x1,...,2x,0,...,0) >0
falls ein z; # 0. Also det A< > 0 fiir alle k.

Sei nun (3) vorausgesetzt, insbesondere a;; # 0. Also hat man im symmetrischen Gaus-
salgorithmus sofort A ~ B = T'AT" und es bleibt nur zu zeigen, dass B wieder die Vor-
aussetzung erfiillt. Man beachte, dass fiir die Hauptminoren gilt B<y = T<, A<, T} d.h. sie
haben Determinante |det T<;|* det A<y, > 0. Ist C' der n — 1 x n — 1-Minor C' = (b;j)1<i
so ist C<x Minor von B<g,; und es gilt det(B<gi1) = a3 det C<. Also hat C' nur posi-
tive Hauptminoren und das Verfahren fiithrt zu einer Diagonalmatrix mit nur positiven
Eintrédgen, also schliesslich mit dem Produkt S der Matrizen aus den Einzelschritten zu
SAS' = E, und A =WW! mit W =S~

11 Lokale Extrema

11.1 Definitionen
Seipe U CV =R" offen, f: U — R stetig partiell differenzierbar. Sei ||.|| Norm auf V'

e f hat an p ein (striktes) lokales Mazimum, falls f(z) < f(p) (f(z) < f(p)) fiir alle
x in einer Umgebung U’ C U von p

e [ hat an p ein (striktes) lokales Minimum, falls f(x) > f(p) (f(z) > f(p)) fiir alle
x in einer Umgebung U’ C U von p

e p ist kritischer oder stationdrer Punkt von f, falls df(p) =0

e f ist bei p lokal positiv definit falls es € > 0 und A > 0 gibt mit

flo+h) > f(p)+Aln* fiie 2] < e

e f ist bei p lokal negativ definit falls es € > 0 und A < 0 gibt mit

flo+h) < f(p) +AlR* fir [[2]] < e

o f ist lokal indefinit an p falls es v, # 0 und v_ # 0 gibt mit mit f|{p+tvy | t € R}
lokal positiv, f|{p + tv_ | t € R} lokal negativ definit
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Liegt Maximum oder Minimum vor, so spricht man auch von FEzxtremum. Die obigen
Aussagem beschreiben das lokale Extermwertverhalten von f an p.

Korollar 11.1 1. Liegt bei p ein lokales Extremum vor, so gilt df(p) =0

2. Ist f bei p lokal positiv (negativ) definit, so hat f bei p ein striktes lokales Minimum
(Mazimum,)

3. Ist f bei p lokal indefinit, so hat f bei p kein lokales Extremum.
Beweis. Hat f an p ein lokales Extremum, so hat fiir jeden Vektor " die Funktion
t— f(p+t0)
an 0 ein lokales Extremum, also Ableitung
dsf(p) =0

Die weiteren Aussagen sind trivial. [J

11.2 Extrema quadratischer Formen

Satz 11.2 Sei () quadratische Form.

1. Es sind dquivalent

(1) @ hat an 0 ein striktes lokales Minimum (Mazimum)
(i1) Q ist positiv (negativ) definit
(11i) Q is an 0 lokal positiv (negativ) definit

2. @Q ist indefinit genau dann, wenn QQ an 0 lokal indefinit.

3. Ist Q) nicht ausgeartet, so ist ein Extremum an O stets strikt.

Beweis. Ist Q an 0 lokal X-definit, so offensichtlich auf V' X-definit. Zum Beweis von
(17) = (7i7) und 3. wihle man Basis nach Satz 10.1 und sortiere so um, dass

dlZ"‘dp>0>dp+12"‘2dp+q7 dp+q+1:...:dn:0

Diese ist orthonormal bzgl, passenden Skalarprodukts und, wegen der Aquivalenz der
Normen 0.B.d.A. die Norm die euklidische dazu. Setze

\L d, fallsp>0 - dpy1 fallsg>p
711 sonst -] -1 sonst

Entsprechend fiir A_ und 0.

Liegt ein striktes lokales Extremum an 0 vor, so muss p + ¢ = n gelten: dieses hat den
Wert 0 und man hitte im Falle p + g < n den Wert 0 = Q(tv,,) fiir alle t. Umgekehrt gilt
im nichtausgearteten Fall p + ¢ = n, bei Vorliegen eines Extremums also Definitheit und
damit Striktheit. [J
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11.3 Hinreichendes Kriterium
Satz 11.3 Sei f € C*(U). p € U ein kritischer Punkt und H f(p) nicht ausgeartet. Dann
hat f an p dasselbe Extremwertverhalten wie die Hesse-Form H f(p) an 0.

Beweis. Wir haben die quadratische Approximation

P10 = £0) + HIDO + 60, i 250 ~0

da df(p) = 0. Die Behauptung folgt nun sofort aus dem folgenden. OJ
Lemma 11.4 Sei f positiv bzw. negativ definit bzw. indefinit an 0. f(O) =0 und

Fo+h) = Fo) + F(h) + o(h),  tim 2

h—0 ||h||? =0

Dann ist f an p positiv bzw. negativ definit bzw. indefinit.

Beweis fiir positiv. Es gibt A\; und £; mit

1 . 1

fiir ein 1 < ¢, da der erste Summand > X ist und der zweite gegen 0 geht. Es folgt
flp+h) = f(p)+Ml2]* O

11.4 Beispiele
flz,y) = —a* —y* + 227 + 2¢°

23+ —32% +1 0

Kritische Punkte mit z,y € {0,1, —1}.

p= (8) , Hf(p) =4 ((1] (1)) positiv definit, Minimum

p= (1) , Hf(p) = (_01 _01) negativ definit, Maximum

p= ((1]) , Hf(p) =4 <_02 (1)) indefinit, Sattelpunkt

1 1 1
f(z,y,2) = coszcos(y + 2) %g (1-— - )(1— 5(3/—1—2)2) %(2) 1— 5:1:2 — 53/2 —yz — 522
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ist negativ semidefinit aber nicht definit. Es liegt ein Maximum vor, das kann aber nicht
mit dem Kriterium begriindet werden.

1 1 1 1 1
f(z,y,2) = cosx cos(y+z)+cos z ~2 (1—§x2)(1—§(y—|—z)2)+1—522 2 2—§x2—§y2—yz—22
1 1 00 1 1 00
H = —3 01 1]~ —3 010
01 2 001

negativ definit, also Maximum.
Beispiel 11
e Sei f(x,y) =sinx - siny auf R?. Dann ist

T

fg[;(§7 5) = Cosgsing =0 und fy(g7 g) = 0.
Also ist p = (3,7) ein stationdrer Punkt und sogar ein lokales Maximum, da
Jea(5,5) = —sinf -sin§ = —1 < 0 und

™

(f;vy(ga g))2 = COS2 §COS2g = O < 1= f$13(7r -

T
3 §)fyy(§= 5)-

e Wir suchen alle lokalen Extrema von f(x,y) = x® — 12zy + 8y® auf R% Wegen
fe(x,y) = 322 — 12y und f,(z,y) = 24y® — 12z ergeben sich alle stationiren (also
extremwertverddchtigen) Punkte von f aus

322 — 12y =0 und 24y* — 122 = 0.

Einsetzen von y = }LxQ (aus der ersten Gleichung) in die zweite Gleichung ergibt
%x‘l = x. Diese Gleichung hat genau zwei reelle Losungen, ndmlich zp = 0 und
x1 = 2. Hieraus erhélt man mit der ersten Gleichung 3y = 0 und y; = 1. Demnach
sind (0,0) und (2, 1) die einzigen Kandidaten fiir lokale Extremstellen. Nun ist

(£24(0,0)" = (=12)? = 144 > 0 = £,4(0,0) £,,(0,0)
so dass (0,0) kein lokales Extremum von f ist. Dagegen ist
(fay(2,1))° = (—12)? = 144 < 576 = 1248 = f,,(2,1) f,y (2, 1)
und f,,(2,1) =12 > 0, so dass in (2, 1) ein lokales Minimum vorliegt.

e Fiir die auf R? durch
flay.2) ="+ +2° +ay —x2 + 2
definierte Funktion ist an der Stelle p = (0,0, 0)

(gradf)(0,0,0) = 2z +y — 2,2y + 2,22 — x) |(0,0,0) = (0,0,0).
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Also ist (0,0,0) ein stationdrer Punkt. Weiter ist

(Hess f) (z,y,2) =

fir alle (z,y, z) € R, und diese Matrix ist positiv definit, wie man mit dem Haupt-
minorenkriterium leicht iiberpriift:

9 1 2 1 -1
det(2) =2 >0, det( ):3>0, det| 1 2 0 ) =4>0.
1 2
-1 0 2
Also liegt in (0,0, 0) ein lokales Minimum von f vor. n

Um globale Extrema von f : D — R zu bestimmen, sucht man zunéchst die lokalen
Extema im Inneren von D und untersucht dann noch das Verhalten von f in der Nihe
des Randes von D.

11.5 Zerlegung

Korollar 11.5 Zu jeder quadratischen Form Q auf V' gibt es eine Basis vy, . ..,0, und
zu jeder Norm ||.|| Skalare Ay > 0> A_ in R so, dass

Q@) > MIER falls Fe Vi = {7| T, 00
QR < AlFl? fallsFe v = 7] S0 0
Q) = 0 falls T € Vo :={Z | 31, 70}

Beweis wie Satz 11.2.

V=V, ®V_a®V,ist eine direkte Zerlegung von V', eine Zerlequng fiir Q. Nur das Radikal
Vo = {# | Q(¥) = 0} und die Dimensionen dim V., dim V_ sind eindeutig bestimmt.
Hat man auf V ein Skalarprodukt festgelegt. so gibt es dazu eine eindeutig bestimmte
orthogonale Zerlegung fiir @), die sich aus der Hauptachsenzerlegung ergibt - V., bzw. V_
werden von den Achsen mit positiven Eigenwerten (Momenten) augespannt.

Korollar 11.6 Unter der Voraussetzung von Satz 11.3 gilt fiir obige Zerlequng
o I/ = V+ ) V_
o flp+ V. ist lokal positiv definit

o f|p+ V_ ist lokal negativ definit

Beweis wie Satz 11.3
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12 GauBalgorithmus und inverse Matrix

12.1  Umformung

Sei K = Q, R, C odere ein anderer Korper. Sei ein lineares Gleichungssystems (S) gegeben
durch m Gleichungen in n Variablen:

(1) a1171 + a2+ c. aljxj—i- .. +a1, Ty = bl
(2) 2171 + Q2o+ ... G+ ... FaAT, = ba
(Z) a;1T1 + Q0T+ c. aijxrl— c. +a;n T, = bl
(m) Am1 %1 + AmaTot ... QT+ . F AT = by

wobei die a;; jeweils feste Zahlen aus K sind. Eine Spalte

X1

Ty

aus K™ ist eine Ldsung von (S), wenn sie alle Gleichungen (1) — (m) erfiillt. Die Auf-
gabe, “das Gleichungsystem (S) zu losen”, bedeutet die Gesamtheit aller Losungen, den
Lésungsraum L von (S), moglichst explizit anzugeben. Im Extremfall besteht diese in der
Angabe eines einzigen Losungsvektors oder in der Mitteilung “unlosbar”

Definition. Eine elementare Umformung des Gleichungssystems S in das neue Gleichungs-
system (S’) : (1') — (m’) kann erfolgen durch:
(G1) Subtraktion eines Vielfachen einer Gleichung (k) von einer anderen, (1):

(1" = (1) —r(k) (e —ragr)xs + -+ + (ay — rag,)x, = b — by,

(G2) Vertauschen der beiden Gleichungen (k) und (1)
(G3) Multiplikation einer Gleichung (k) mit r # 0 aus K

(k") = ragizy + ... + raggx, = rby,
(G4) Weglassen trivialer Gleichungen 0z + - - - + 0x,, = 0.

Satz 12.1 Geht (S’) aus (S) durch elementare Umformung hervor, so haben (S) und (S”)

denselben Ldsungsraum.

Beweis zu (G1).Ist  Losung von (k) und (1), so (aj1 — rag1)xy + -+ + (ay, — rag,)x, =
anTy + ... apx, — (ragTy + ... + rag,x,) = by — rby also auch Losung von (I'). Ist x
Losung von (k) und (I'), so apxy + -+ - + apzn, = (@ — ragy)ry + -+ + (g — ragn)Tn +
r(ak1+---+a;m) :bl —Tbk—FTbk :bl.

Die mehr oder weniger systematische und numerisch giinstige Verwendung dieser
Schritte, mit dem Ziel (S) in ein stufenférmiges System zu iiberfithren, wird Gaussscher
Algorithmus genannt. Man darf dabei auch Spalten vetauschen, d.h. die Variablen treten
dann in anderer Reihenfolge auf. Bei den Losungsspalten hat man natiirlich wieder die
urspriingliche Reihenfolge zu benutzen.
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12.2  Stufenform

Fiir einen Term Ox; im Gleichungssystem diirfen wir auch 0 oder gar nichts schreiben.
Ein Gleichungssystem (.5) ist homogen, falls by = ... = b,, = 0. Das System (S},), in dem
jedes b; durch 0 ersetzt wird, heisst das homogene System zu (5). Ein Gleichungssystem
(S) in Stufenform ist von der Gestalt

a1j1:17ﬁ+ N aljzij—i— c aljia:ji+ N aljr:vj;{— e ez, = b1
a2j2$j2—|— . agjil'ji—l— c. &erxjr—F s Aoy = bg
aijixji—o— c. aij,«ajjr—i_ cee QT = bl
arj, Tj.+ ... +apTy, = by
0= br+1
0= by

mit Zahlen a;;, # 0 rechts neben den Stufenkanten, den Pivots. Die entsprechenden Varia-
blen z;, heissen Pivotvariable. r heisst der Rang des Systems - die Eindeutigkeit werden
wir spater beweisen. Fiir r = m hat man keine Gleichungen 0 = b;, fiir r = 0 hat man nur
solche.

Scholion. Sei (S) ein stufenférmiges System von m linearen Gleichungen in n Variablen
x1, ..., T, mit Koeffizienten in einem Koérper K.

a) (S) ist unlosbar genau dann, es mindestens eine Gleichung von der Form 0 = b,
r < I < m, mit einer Zahl b; # 0 enthélt. Ein homogenes System ist stets l6sbar, es hat
mindestens die triviale Losung 0.

b) Ist (S) losbar, so hat (S) eine eindeutig bestimmte Losung @ genau dann, wenn r = n,
d.h. wenn die Pivots gerade die ‘Diagonalkoeffizienten’ a;; sind:

a11T1+ Q9To+ ... QAT+ ... ATy = bl
a9oTo+ ... CLQZ‘JZZ‘—f— e Aoy = b2

Qi T+ ... QinTy — bl

Appln = bn

0=0

0=0

Man erhélt die Losung durch Riicksubstitution:
1

Ty = _bnn7 Tp-1 = —(bnfl - anfl,nl‘n)a SRR
Qpn anfl,nfl

Bei einem homogenen System ist diese eindeutige Losung dann & = 0, die triviale Losung.
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12.3 Gauss’scher Algorithmus

Satz 12.2 Zu jedem System von m linearen Gleichungen (in Variablen x4, ..., x,) mit
Koeffizienten in einem Korper K gibt es ein dazu gleichwertiges (d.h. mit demselben
Lasungsraum) in Stufenform. Man kann ein solches aus dem Ausgangssystem durch wie-
derholte Anwendung der elementaren Umformungen (G1) und (G2) erhalten, insbesondre
auch durch den folgenden Algorithmus. Dabei werden auch die zugehdrigen homogenen
Systeme ineinander iberfihrt.

Umformungsschritt U, fiir ein System (S) von m Gleichungen in n Variablen.

a) Suche das grosste k mit a;; = 0 fiir alle s =1,...,m, j =1,...,k — 1 (d.h. mit nur
Nullen in den den ersten k£ — 1 Spalten und £ = 1 falls die erste Spalte nicht nur aus
Nullen besteht.

b) Falls a1, = 0, aber a; # 0 fiir ein 4, nimm das erste solche und vertausche die
Gleichungen (1) und (i). Nach Umnummerierung fahre mit c) fort.

c) Falls ayy, # 0, lasse die erste Gleichung unverdndert und subtrahiere

das f’“ -fache der ersten Gleichung von der zweiten, usw. ...

das am: -fache der ersten Gleichung von der m-ten;

gehe also zum folgendem Gleichungssystem iiber:

Gauss’scher Algorithmus

1.Schritt. Wende den Umformungsschritt U, auf das Ausgangssystem an.

2.Schritt. Behalte die erste Gleichung des neuen Systems bei und fasse die restlichen als
ein System von m — 1 Gleichungen in den n — k + 1 Variablen xy, ..., z, auf. Wende auf
dieses den Umformungsschritt U,,_; ,—r an . Das Ergebnis diese Schrittes bildet zusam-
men mit der beibehaltenen ersten Gleichung das neue System nach Schritt 2.

3.Schritt. Behalte aus dem System nach Schritt 2 die ersten beiden Gleichungen bei, fasse
die restlichen m — 2 als System in n — k — kg + 1 Variablen auf und wende U,,_2 n—i—r,
an.

...und so weiter bis zu hochstens n Schritten.

Bemerkungen. Tritt im Umformungsschritt Fall a) mit & > 1 ein, so wird ein waagrechter
Teil einer Stufe erzeugt, tritt Fall ¢) ein, wird eine Stufenkante und ein Pivot erzeugt.

Triviale Gleichungen 0 = 0 werden ganz nach unten getauscht und zum Schluss weg-
gelassen, man kann sie also auch gleich weglassen.

Tritt eine widerspriichliche Gleichung 0 = b mit einer Zahl b # 0 auf, so kann man
abbrechen und feststellen, dass das System unlosbar ist.

Die Beschreibung des Algorithmus ist ein Beweis des Satzes - und von grundsétzlicher
Bedeutung in der Linearen Algebra. Offen bleibt vorerst die
Frage: Ist die Anzahl der freien Parameter durch die Koeffizientenmatrix eindeutig be-
stimmt oder hingt sie davon ab, wie man rechnet?
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12.4 Matrixschreibweise fiir Gleichungssysteme

Matrizen ermoglichen eine komfortable Notation fiir lineare Gleichungssysteme: Mit m xn-
Matrix A {iber K, Spalte b in K™, und Variablenspalte & mit n Komponenten kann man
ein Gleichungssystem (S) und das zugehorige homogene System (S),) so schreiben (A
heisst dann die Koeffizientenmatrix des Systems)

(S) Az =b, (S,) Ax=0

Satz 12.3 Ist x;, die allgemeine Lésung bzw. X der Lisungsraum des homogenen Sy-
stems (Sp) und ist x5 eine (spezielle) Losung von (S), so erhdlt man die allgemeine Lisung
bzw. den Liosungsraum von (S) mit

x=xs+xy bzw. X =z, + X, = {xs + x|z in X1}

Beweis. Sei x; eine spezielle Losung von (S), d.h. Az, = b. Ist nun x;, eine Losung von
(Sh), d.h. Az, = 0, so folgt A(xs + @) = Azxs + Az, = b+ 0 = b, also ist &, + @,
eine Losung von (5). Hat man umgekehrt eine Losung @ von (5), so gilt A(x — x,) =
Ax — Azs, = b— b = 0 und somit * = x, + (x — x;) mit Losung x — s von (S;,), d.h.
ist von der behaupteten Gestalt.
12.5 Matrixinversion und Gleichungslésen
Satz 12.4 Fiir eine n X n-Matriz A sind die folggenden Aussagen dquivalent

(1) A is invertierbar

(2) Es gibt eine Matriz X mit AX =FE

(3) Es gibt eine Matrix Y mit YA=FE

(4) Jedes Gleichungssystem Ax = b ist losbar

(5) Das Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die Losung 0

6) Bei jeder Umformung von A in eine Stufenform A’ ergibt sich eine strikte Dreicks-
J g 9
matriz.

(7) A ldsst sich in eine strikte (obere) Dreiecksmatriz umformen,

Dabei heisst A’ strikte (obere) Dreickmatriz, wenn aj; = 0 fir i > j und a}; # 0.

Korollar 12.5 Aus AX = E folgt X = A7 Aus YA = E folgt Y = AL Ist A
invertierbar, so hat Az = b die eindeutig bestimmte Lisung © = A~'b. Eine invertierbare
Matriz enthdlt keine Nullspalte.

Korollar 12.6 GauB-Jordan, Ist A invertierbar, so kann man die Spalten x; von X = A~
als Losungen der Gleichungssysteme Ax; = 0 bestimmen. Dazu dberfihrt man A durch
Zeilenumformungen in die Finheitsmatriz. Fihrt man beginnend mit der Matrix E statt
A dieselben Umformungen aus, so erhdlt man A~



12.5 Matrixinversion und Gleichungslosen

NN

— N =

1 11 loy +1xe + 123 = lug; + Oug + Ous
A=12 2 4 21 + 229 +4x35 = Ouy + lug + Ous
2 1 1 2x1 + lxg + 1xzs = Ouy + Oug + lus
loy + 1xe + 123 = 1lug + Oug + Ous
& | Oz + Oxg + 223 = —2ug + lug + Ous
Oxy — 1oy — 1lzs = —2uy + Oug + lus
loy + 1wg + 123 = 1ug + Oug + Ous
S | 0y — 1lzg — 123 = —2uq + Oug + lus
0I1+0$2+2l’3 = —2U1+1U2+0U3
1$1+1J]2+1l’3 = 1U1+0U2+0U3
=4 0!['1—11'2—]_1'3 = —2u1+0u2+1u3
0x1 + 02 4+ 123 = —1u1+%uz+0u3
1!E1+1ZE2+0[L‘3 = 2U1—%U2+OU3
& |0z — 1oy 4+ 023 = —3ug + 3uz + lug
Ox1 + 02y 4+ 125 = —1u1+%u2+0u3
121 +0x9 +0x3 = —1uqy + Oug + lus
< | 0y — 1oy + 03 = —3U1+%U2+1U3
O.T1+O$2+1JI3 = —1U1+%U2+OU3
-1 0 ley + 0z + 0z3 = —1uy + Oug + lus
Al = 3 —% —1 < | 01 4+ 1oy + 03 = 3U1—%UQ—1U3
-1 % Or; + 0zg + 123 = _1U/1+%U2+0U3
11100 1 1 1 | 1 00 11 1 | 1
4 101 0f~(0 0 2 | =210]~|0 -1 -11] —
11001 0 -1 -1 | -2 0 1 o 0 2 | —
1 1 1 ] 1 00 (1102%0
~10 -1 =1 | =2 0 1]~1[(0 -1 0] -3 2 1
00 1 | -130 0 0 1| -1 5 0
1 0 0| -1 01 100 ] -1 0 1
w(OlOZS%l)w 0103%1)
0O 0 1 | -1 % 0 001 | -1 % 0

33
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Beweis.Aus (1) folgen (2) und (3) trivialerweise. Aus (2) folgt (4) mit * = Xb. Aus
(3) folgt (5): € = YAz = Y0 = 0. Aus (4) bzw. (5) folgt (6), wie bei Diskussion der
Stufenform festgestellt. Aus (6) folgt (7): Umformung nach GauB-Algerithmus. Aus (7)
folgt (1): Wir bestimmen eine Matrix B mit Az = u < Bu = x. Dazu betrachten wir
das Gleichungssystem Ax = Fu, in Matrizenform geschrieben als

(A| E) (_wu) =0

Die Umformumg von A in die strikte Dreicksmatrix A’ nach (7) ergibt das dquivalente

Gleichungssystem
/ T o
wie)(®,) =0

und indem wir den Gauf-Algeorithmus nun von unter nach oben rechnen (wobei wir im
rechten Moment die Diagonaleintrége durch Multiplikation in 1 umwandeln), kénnen wir
A’ in E iiberfithren und das Gleichungssystem in das dquivalente

e1m(2,)=0

Somit ist Ax = uw zu Bu = « &quivalent und B die Inverse von A. Enthélt A eine
Nullspalte, so kénnen wir eine Stufenform gewinnen, die keine Dreicksmatrix ist. [

12.6 Isomorphismen

Korollar 12.7 Seien V und W K-Vektorrdume der endlichen Dimension n = dimV =
dim W mit Basen a bzw. 8 und ¢ : V. — W linear mit zugeoriger Matriz A. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent

(1) ¢V — W ist surjektiv
(2) ¢ ist injektiv
(8) ¢:V — W ist ein Isomorphismus
(4) A ist invertierbar
Die Matriz der Umkehrabbildung ¢=* bzgl. B und o ist dann A~

Beweis. Surjektivitdt von ¢ ist (4) aus Satz 12.4. (5) ist dquivalent zu Ax = Au = x =u
und das ist die Injektivitéit von ¢. Also folgt die Aquivlaenz von (1)-(4) aus Satz 12.4. Ist
B die Matrix von ¢!, so BA = FE nach Absch.3.10, also B = a~!. O

12.7 Spaltenumformungen

Beim Transponieren geht eine Rechnung des Gauf3-Algorithmus fiir Zeilen einer Matrix in
eine Rechnung fiir Spalten iiber. Die (oberen) Stufen- bzw. Dreiecksmatrixen gehen durch
Transponieren in untere iiber. Es folgt:

Korollar. Jede Matriz A ldsst sich durch Spaltenumformungen in eine untere Stufenform
tberfiihren. A ist invertierbar genau dann, wenn diese eine (strikte) untere Dreiecksmatriz
18t.
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13 Skalar-, Vektor- und Spatprodukt im Raum

13.1 Richtungskomponenten

Wir setzen voraus, dass wir iiber Lingengleichheit ||PQ| = ||RS|| von Pfeilen reden
konnen und die iiblichen Aussagen der Kongruenzgeometrie erfiillt sind. Insbesondere
sind also gegeniiberliegende Seiten eines Parallelogramms gleich lang und wir kénnen
auch dariiber reden, dass zwei Vektoren gleich lang sind (||@| = ||b]], und dann auch
|r@|| = ||7b]|). Das passende Geriit um Lingengleichheit festzustellen, ist der Zirkel oder
ein Band. Das erlaubt uns, rechte Winkel und Orthogonalitdt von Vektoren einzufiihren

e /QPR ist recht genau dann, wenn P = () oder wenn es ()’ # Q auf der Geraden
durch PQ gibt mit |PQ[| = [[PQ'|, [[RQ[l = [[RQ|

e a .l l;genau dann, wenn ein/alle ZQPR mit ]ﬁ =d, ﬁ = b recht sind
e a .l I;genau dann, wenn bla

e Zu jeder Geraden g mit Richtungsvektor @ und Punkt @) gibt es genau einen Punkt
R auf g (den Fusspunkt des Lotes von @) auf g) so, dass RQ) L @

Damit kénnen wir nun den auch physikalisch grundlegenden Begriff der Komponente ¢
eines Vektor b in der durch einen Vektor @ gegebenen Richtung definieren durch die
Bedingungen

—

b

C=rdfiremreR, (b—¢) La

ST

c
In der Tat, ist @ # 0, so withle man einen Punkt O und ¢ als die Gerade durch O mit

Richtungsvektor @ und @ = b+ O. Dann ergibt sich ¢ eindeutig als ¢ = O? mit dem
Fusspunkt R des Lotes von @ auf g. Ist @ = 0, so auch ¢ = 0.

13.2 Skalarprodukt

Sei nun zusétzlich eine Langeneinheit festgelegt, z.B. dadurch dass wir einem bestimmten
Pfeil OF die Lange 1 zuschreiben. Um die Lénge eines beliebigen Vektors v = 1@ £0
zu bestimmen, konstruieren wir auf der Geraden g durch O’ = P und @) einen Punkt E’
mit ||O'E’|| = ||OE|| und setzen

>
15 = |r| mit 7 =rO'E wobeil|r|=1{ " falls 7 > 0
—r fallsr <0

Der Nullvektor 0 ist der einzige Vektor der Liinge 0. Das skalare oder innere Produkt (@ | b)
definieren wir zunéchst fiir einen Spezialfall durch folgende Beziehung

(€] b)€ ist die Komponente von b in Richtung ¢ falls ||&] = 1
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cos ¢

Z=(Z|b)e = (|b| cos p)&

™y

Schreiben wir

—

cos ¢ = (€] f) falls ||f]] =1, b= [Bllf

so haben wir

(@1b) = [[Bll cos & = [|e] - [1B]| - cos &

Die Bedeutung von ¢ und cos muss man mit Hilfe des Anschauung aus der Skizze ent-
nehmen. Erwiinscht sind fiir ein allgemein definiertes Skalarprodukt die Regeln

(BY) (@lH) = Fla)

(B2) (@]sh) = s(a|B)

(E3) (@|b+c)=(alb)+(a@|e)
(E4) (a|a) >0 fird#0

Diese verifizieren wir leicht falls @ = 1 - und in (E1) auch [|b]] = 1 - vgl. die Skizzen. Da
wir mit € = %6 einen Vektor der Linge 1 erhalten, sind wir wegen (E1-2) gezwungen,
das Skalarprodukt so zu definieren

= 1 -

(@|b) = ||67||<||6||c?|b>

und rechnen sofort nach, das (E1-4) auch dafiir gelten. Mit obiger Schreibweise ergibt sich
die beliebte Formel B .
(@[b) = [|al] - [[b]| - cos ¢

@- b ist eine andere Schreibweise fiir das Skalarprodukt. Es folgt

(@|b)

]l

a ist die Komponente von b in Richtung @

(@|a)y = |al?, |a|l =+/{a|a), (@ l;) — 0 genau dann, wenn @ L b
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Zum Nachweis von (E1), (E3) und (E2) siehe folgende Skizzen

b

B
(5|ay @
0] . -
jal = [b] =1
(@|b)a .
a A
¢
a
. . @ =1 b
b b+¢é ld| = 1
a
rb a
(@|b)a .
(@|da (@|rb)a
(@|b+da (@|bya

13.3  Ungleichungen

Als Eintibung auf spéteres rein axiomatisches Vorgehen, wollen wir die folgenden geomer-
trischen Aussagen ausschliesslich mit (V1-8) und (E1-4) herleiten, Insbesondre ist ||d||
und L wie oben aus dem Skalarprodukt definiert.

Satz 13.1 e |[@—b|2=|@|]>+|]b]> @aLb Pythagoras

o (6-& L und b~ =min{|lf - Adl| | € R} fur &= {10 Lot
b — Ad|| = ||b— &| genau dann, wenn A\d@ = &

o |(a@|b) < |d@|| - |b]| Cauchy-Schwarz

und Gleichheit genau dann, wenn @ || b

o ||@+0b| < |all + o] Dreiecksungleichung

und Gleichheit genau dann, wenn @ =0 oder b=rd mitr >0
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(€1]dz)er

Beweis. Pythagoras: ||d—b||> = (@4 (—=1)b | @+ (—=1)b) =(zs) (@ | @)+ (@ | (~1)b)+((—1)b |
@)+ (b | b) =(m2.4) [|@]|> — 2(@ | b) + ||b]|%. Somit gilt || — b]|> = ||@]|> + [|b]|* genau dann,
wenn 2(a | b) = 0, d.h. wenn (@ | b) = 0.

Lot: (d b—a) = (@|b) — (@] ¢) = 0 und nun mit Pythagoras Ib—c2 < ||b—a|>+ ||e—
A2 = ||b—c+E— a2 = ||b— )\aHQ Und Gleichheit gilt genau dann, wenn ||¢— A\a@||* = 0.

Cauchy-Schwarz: Ist @ = 0 oder b = 0, so ist die Behauptung trivial. Andernfalls
konnen wir nach der Bilinearitét ||b]] = 1 annchmen. Setze p = (@|b). Dann 0 < ||d@ —
pBI12 = (@ — pb1 @ — pb) = @I — p(@|B) — p(B|a) + IR = ] — 2, also lo] < [l
Und es gilt |p| = ||d@|| genau dann, wenn ||d@ — pb|| = 0.

Dreiecksungleichung: ||@ + b||2 = (@ |a@) + (@ |b) + (b| @) + (b|b) < ||@]|? + 2||a@]||b]| +
15]|2 = (||a@]| + ||]])%. Da beide Seiten der Dreiecksungleichung > 0 sind, folgt diese durch
Wurzelziehen. Gilt die Gleichheit, so folgt (@] b) = ||| - ||b]|, also nach Cauchy-Schwarz
@ =0 oder b = rd. Dann aber r||b]|2 = [|@]| - [|6]| > 0 und somit r > 0. O

13.4 Orthonormalbasen

Vektoren €1, €5, €3 des Raumes bilden eine Orthonormalbasis, wenn sie Lénge 1 haben und
paarweise aufeinander senkrecht stehen, d.h.

e [ 1 fallsi=j
<6i"?ﬁ“{o falls § £ j
Dass sie insbsondere eine Basis « bilden, ist geometrisch klar. Analog fiir die Ebene.
Bilden d;, ds eine Basis einer Ebene, so erhélt man eine ON-Basis mit
1 —

€ =—, €
@l

——0, wobel dy = dy — (€1 | d2)€)

Bilden d;, ds, ds eine Basis des Raumes, so muss man nun a3 orthogonal auf die von €7, e,
aufgepsante Ebene projizieren und dann den Lotvektor normieren, um €3 zu erhalten

— —

dy = ds — (€1 | ds)é) — (€| as)er, €5 =

Die Koordinaten von Vektoren, Skalarprodukt und L&nge berechnen sich nun fiir ¥ =
T1€1 + X265 + x3€3 und ¥ = y1€1 + Y265 + yz€3 einfach so
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—~ M
l}—‘
_l\')l
B

8

Yi = (€Y
(Z|y) = xy + Toyo + 23Ys3

1zl = a4+ a5+ 23

Das zweite rechnet man einfach nach, das dritte folgt dann sofort, ebenso das este
(indem man ¢€; fur  einsetzt - hier kann man auch geometrisch argumentieren).

(2161 + 2965 + T3€3 [ Y1€1 + Yoo + Y3€3) = Z<$i€i | y;€5) = Z 2:y;(€; | €;)
Y] Y]

In der Ebene geht es genauso mit nur 2 Koordinaten.

13.5 Normalenvektoren von Geraden bzw. Ebenen

Sei ein Punkt O der Ebene als Ursprung ausgezeichnet. Zu gegebenem Skalar d und
Normalen-Vektor 1i # 0 betrachten wir die Punktmenge

g=A{7+0|(x[n) =d}

g P=2+4+0

8

S

7]l =1
0

Durch Multiplikation von 7 mit :I:ﬁ kénnen wir erreichen, dass gilt

|7l =1, d>0 Hessesche Normal(en)form
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Dann ist g die Gerade mit Paramterdarstellung
ri+ A wobei0#4¥ Lit, d=di, A=da+ O

In der Tat, 77,7 ist eine Basis, d.h. mit der eindeutigen Darstellung ¥ = x17 + xo0U gilt
(Z| 1) = x1 und somit (¥ |7) = d genau dann, wenn ¥ = 250 + d.

Geht man von einer Parameterdarstellung »v + A mit A = @ + O aus, so bestimme
man 0 # ¢+ L ¥ und dann 77 = :l:”E—lL”UL so, dass d = (@ | 1) > 0.

d ist der Abstand der Geraden g von Punkt O. Hat man einen Punkt P = p'+ O. so
ist (p'| )7 + O der FuBpunkt des Lotes von P auf die Gerade durch O mit Richtung 7,
also

d — (p'| iy Abstand des Punktes P = p'+ O von der Geraden ¢

Ist zudem eine Orthonormalbasis €7, €5 der Ebene gegeben, so schreibt sich die Hessesche
Normalenform in Koordinaten bzgl. dieser so

g = {Ilgl + IL’Qé& + O | T1N1 + TNy = d} wobel 71 = n1€1 + n2€2

Entsprechend geht es mit Ebenen im Raum, zwei zum Normalenvektor 7 senkrechten,
nicht parallelen Richtungsvektoren v7, U5 und 3 Koordinaten:

E={rt+rt+A|r,mneR}={7+0|(Z|n) =d}

= {$151 + xQé'Q + .213353 + @] | TN + Tono + T3ng = d}

wobei 77 = n1€] + noéy +nzé3 und d = (@ | ) mit A =a+O. Falls d > 0, so ist |(p|n) —d|
der Abstand des Punktes p+ O von FE.

13.6 Orientierung

In einer Ebene oder im Raum wird eine Orientierung durch Auszeichnung einer Basis
und der zuléssigen Deformationen angegeben; dabei kommt beim Anschauungsraum die
“Rechte Hand Regel” zur Anwendung. “Orientierte” Flédchen bzw. Volumina ergeben sich
dann als Determinanten, axiomatisch durch (D1-4) bestimmt. Eine Besonderheit des drei-
dimensionalen Raumes ist das Vektor- oder dussere Produkt (besonders ist, dass es als
Operation im Raum verstanden werden kann). Als Koordinatensysteme benutzen wir hier
positiv orientierte Orthonormalbasen. Beziiglich eines solchen lassen sich dann Determi-
nanten und Vektorprodukt koordinatenweise berechnen.

13.7 Flachen

Setzt man fiir Quadrate mit Seitenldnge 1 den Flacheninhalt 1 fest, so ergibt sich (nach
Archimedes) der Flécheninhalt eines Parallelogramms als gh, wobei g die Lénge einer
(Grund)Seite und h die Linge einer dazu senkrechten Hohe bezeichnet. (Uberlegen Sie
sich auch mal einen Beweis!) Wir definieren die Determinante

-

det(@,b) = e = ||| ||b]| sin ¢

wobei ¢ der Winkel zwischen (den Ortsvektoren) @ und b ist, F die Fliche des von ihnen
aufgespannten Parallelogramms und € = 1 falls 0 < ¢ < 7 (Rechtssystem) bzw. € = —1
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falls 7 < ¢ < 27 (Linkssystem). Es gilt fiir @, b, in der gegebenen Ebene gilt (vgl Fig.)
die Scherungsinvarianz

-

det (@, b+ r@) = det(a, b) = det(a + sb, b)

d.h. die Grundflache &ndert sich weder nach Betrag noch nach Vorzeichen, wenn man b
léngs einer Parallelen zu @ schert, Weiterhin

=,

(D1) det(a@, b+ &) = det(a, b) + det(a@, &), det(b+ ¢, a)

- —, -

(D2 —3) det(da,rb) = rdet(d,b) = det(ra,b), det(a,a)
@)

det (b, @) + det (¢, @)

0

- -

det(d@,b) = 0 < @b parallel , det(b, @) = — det(d, b)
wie man aus (D1-3) leicht beweist. Z.B. det(@, b+ra) = det(a, b) +det(a@, r@) = det(, b)+

rdet(d@, @) = det(a@, b) +r0. Bei “=” muss man allerdings vorausetzen, dass es {iberhaupt
Vektoren gibt mit det(Z, ) # 0. Auch die Scherungsinvarianz lisst sich aus (D1-3) herlei-
ten. Wahlt man als Koordinatensystem der Ebene eine Orthonormalbasis €7, €3, die ein
Rechtssystem ist, so gilt

(D4) det(ei,é3) =1
und man kann die Determinante aus den Koordinaten berechnen

-

det(a, b) =

ar b
as by

namlich det(a1€1 + CLQéb, blgl + bgéé) = det(a1€1 + a2€2, b151> + det(a1€1 + aggg, bggg) =
det(alé'l, blgl) + det(agé’g, blgl) + det(alé’l, bggg) + det(agé’g, bggg) =0 + a2b1 Clet(é)g7 51) +
albg det(é&, 52) +0= —agbl + albg.
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Umgekehrt wird durch die Auszeichnung einer Orthonormalbasis als Koordinatensystem
die Orientierung der Ebene angegeben und ein Flachenmafl eingefiihrt

positiv orientiert >0
d,b { mnegativ orientiert » < det(d,b) =¢ <0
linear abhéngig =0

Fliche Parallelogramm(@, b) = | det(a, b)]

13.8 Vektorprodukt

Ein Tripel unabhéngiger Vektoren bildet ein Rechtssystem im Raum, wenn ihre Richtun-
gen (in der gegebenen Reihenfolge) mit den Richtungen von gestrecktem Daumen und
Zeigefinger und abgewinkeltem Mittelfinger der rechten Hand identifiziert werden kénnen
- Beweglichkeit des Daumens bis zu 180° gegeniiber dem Zeigefinger vorausgesetzt. FEnt-
sprechend hat man Linkssysteme fiir die linke Hand. Jedes unabhéngige Tripel von Vek-
toren bildet entweder ein Rechts- oder ein Linkssystem . Welche Hand die rechte ist, ist
mathematisch gesehen jedoch eine Frage der Definition: es wird irgendein unabhéngiges
Tripel zum Rechtssystem deklariert und dadurch die Orientierung festgelegt. Alle ande-
ren Rechtssysteme ergeben sich hieraus durch Drehung des Tripels insgesamt und stetigen
Scherungen eines der Vektoren gegen die beiden anderen, bei denen die drei Vektoren in
keinem Stadium in eine gemeinsame Ebene zu liegen kommen. Wir definieren nun das
Vektor- oder dussere Produkt ¢ = @ x b durch die Bedingungen

18| = |det(@,b)|, @L @b und @b, & Rechtssystem oder abhéingig.
Unmittelbar geometrisch einsichtig sind die Regeln
(G1-2) &’xg:(j@c?,l;parallel, Qxb=—bxad

G3) r(@xb) = (rd) x b=a x (rb)
Es folgt wie bei den ebenen Determinanten die Scherungsinvarianz

— -

ix (b+rd)=axb=(a+sb) xb

(d.h. det(@, b), Normale und Orientierung bleiben unveréndert) und daraus dann die Dis-
tributivgesetze

(G4) @x(b+d)=axb+axé (b+&)xa=bxa+exa.
Zum Beweis des ersten Distributivgesetztes diirfen wir zunéichst annehmen, dass ||a]| = 1.
Nach Scherung darf man bla annehmen, ebenso ¢ L d. Dann liegen b und ¢ in einer
Ebene mit Normale @ und man erhilt @ x b, @ X €, @ X (b+ ¢) in dieser Ebene, indem man
b, ¢und b+ ¢ jeweils um 90° dreht. (vgl. Folie)

Eine typische Anwendung des Vektorprodukts ist es, aus zwei nicht parallelen Richtungs-
vektoren b, ¢ einer Ebene einen Normalenvektor 7 = b x & zu berechnen. Wahlt man als
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Koordinatensystem des Raumes ist eine Orthonormalbasis « : €7, €3, €3, die Rechtssystem
ist, so hat man

— — — — —

€1 X €3 = €3, €2 X €3 = €1, €3 X €] = €3

und die Koordinatendarstellung

axb= a1b2€3 + blaggg + a2b3€1 — &3b2€1 - b3(l1€2 - &legg

ag by
as bs
. a2b3 — Clgbg a b aq bl
axb* = CL3b1 — CL1b3 = — ! ! fir @* = ao ,ba = b2
as b3
a1b2 — a2b1 ay b1 as b3
ag by

Beweis durch Ausmultiplizieren (Ubung!)

13.9 Volumen

Nachdem das Volumen des Einheitswiirfels als 1 festgelegt ist, ergibt sich das Volumen
eines Spats zu “Grundfliche mal Hohe”. Wir definieren nun die Determinante oder das
Spatprodukt als

det(a@,b,8) = (@x b | &) =€V,

wobei V' das Volumen des von (den Ortsvektoren) a, 5,5 aufgespannten Spats ist und
e=1,falls a, 5, ¢ Rechtssystem, e = —1, andernfalls. Wegen der Eigenschaften von Vektor-
und Skalarprodukt gelten die Regeln (D1 — 3) und ihre Konsequenzen entsprechend, z.B.
det(rd@ + sd', b, &) = rdet(a@, b, &) + sdet(a, b, &) d.h. Linearitit in der ersten Spalte und
entsprechend in den anderen Spalten. Bei zwei gleichen Spalten erhélt man in allen 3
moglihcne Féllen Determinante 0. Es folgt Vorzeichenwechsel bei Vertauschung zweier
Spalten, z.B. det(g, a,c) = —det(d, b, ). Also bleibt die Determinante bei zyklischen Ver-
tauschungen unveréandert.
Eine positiv orientierte ONB hat Determinante 1 und es gilt

ap b1 o
det(c_i, b, E) = | Q2 b2 Cy | = CL1b2C3 + blcgag + Clagbg - Clgbgcl — b3CgCL1 — Cgagbl.
az by ¢

Wir schreiben auch
det(@, b, @) = det A

mit der Matrix

a b o
A= (05} b2 Co
az bs c3

Ersetzt man hier ¢; durch €;, so erhédlt man das Vektorprodukt @ x b.



94 14 DETERMINANTEN

13.10 Ubersicht

Skalar mal Vektor ergibt Vektor: ra. Man kénnte auch dr = ra definieren. Dann gelten
alle Rechenregeln, es kann aber in einem Produkt nur ein Vektor auftreten und dividieren
darf man durch Vektoren auch nicht. Aber man darf kiirzen: Aus ra@ = rb folgt a@ = b falls
r# 0; aus rd = s° folgt r = s falls @ # 0.

Das skalare Produkt zweier Vektoren ist ein Skalar: (@ | b). Das Assoziativgesetz fiir
drei Vektoren: @(b | @) = (@ | b)& gilt nur, wenn @ und ¢ parallel sind. Kiirzen darf man
Vektoren auch nicht (und erst recht nicht durch Vektoren dividieren): Aus (@ | b) = (@ | &)
folgt nur, dass a auf b — & senkrecht steht. Immerhin hat man noch Kommutativitit und

Distributivitéit; und Assoziativitdt soweit nur zwei Vektoren beteiligt sind.

Das Vektorprodukt zweier Vektoren ist ein Vektor: a x b im Raum. Statt Kommutativitit
haben wir Antikommuativitat, statt Assoziativitdt Grassmann. Immerhin gilt noch das
Distributivgesetz, und man kann Skalare herausziehen. Aus @ x b=adx¢ folgt nur, dass
a, l;, ¢ linear abhéngig sind.

Die Determinante dreier (zweier) Vektoren ist ein Skalar Dabei muss eine Orientierung des
Raums (der Ebene) vorgegeben sein. Man hat die Linearitdtseigenschaft in jeder Spalte.
Aus det(d, b, ¢) = 0 folgt nur, dass @, b, € linear abhingig sind, d.h. durch Pfeile in einer
Ebene représentiert werden kénnen,

Die Orientientierung der Ebenen bzw. des Raumes wird durch eine ON-Basis festgelegt.
Eine weitere Basis dy,dy bzw. d;, dy, ds ist dann positiv orientiert, wenn det(dy,ds) > 0
bzw. det(dy,ds,ds) > 0, andernfalls ist sie negativ orientiert. Im realen Raum koénnen
wir die positive Orientierung durch die “Rechte-Hand-Regel” festlegen, fiir Ebenen in
“Draufsicht” durch die “gegen-die-Uhr-Regel”.

14 Determinanten

14.1 Regeln

Seien der Korper K und eine natiirliche Zahl n gegeben. Eine (normierte) Determinan-
tenform ist eine Abbildung det, die jeder n x n-Matrix A

A=(a;...a,)

iiber K einen Skalar
|A| = det A = det(aq, ..., a,)

aus K zuordnet so, dass die folgenden Regeln gelten:
(D1) det(ay,...,a; +b;,....a,) =det(ay,...,a;,...,a,) +det(a,...,b;,...,a,)

(D2) det(as,...,raj,...,a,) =rdet(ai,...,a;,...,a,)

d.h. det ist linear in jeder Spalte. Eine Determinante mit zwei benachbarten gleichen
Spalten ist Null:
(D3) det(...,a,a,...)=0.
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(D4) det E, = 1.

Ob’s sowas gibt, wissen wir vorerst nicht, ziechen aber munter unsere Folgerungen iiber
“die Determinante”.

FEine Determinante mit zwei gleichen Spalten ist Null:
(D3%) det(...,a,...,a,...)=0.

(D5) Die Determinante dndert sich nicht, wenn man zu einer Spalte ein Vielfaches einer
anderen addiert;

(D6) Die Determinante dndert das Vorzeichen, d.h. man muss mit —1 multiplizieren,
wenn man zwei Spalten vertauscht.

Beweis: Wir zeigen zunéchst (D5) und (D6) fur den Fall, dass die j-te und k-te Spalte
benachbart sind.

det(...,aj,...,ra;+ag,...) =pn det(...,a;,...,ra;,...)+det(...,a;,...,ay,...)
=(D2) rdet(. Qg G, )+det( PN ¢ 7RI ¢ 7 " ) =(D3) O+det( IR ¢ 7RI ¢ 7 " )
det(...,aj,...,ap,...)+det(...,ag,...,a;,...)

=5 det(...,a;,...,a;+ag,...) +det(...,ap,...,ar+a;,...)

=y det(...,a; +ag,...,ar+a;,...) =3 0.

Hat man (D6) fiir benachbarte Spalten, so folgt (D3") aus (D3) durch Induktion iiber
den Positions-Abstand der zwei gleichen Spalten

det(...a...ba...)=—det(...a...ab...)=0

Und dann folgen (D5) und (D6) mit obigem Beweis allgemein. [J

14.2 Eindeutigkeit und Berechnung

Satz 14.1 Zu gegebenem n und K gibt es hochstens eine normierte Determinantenform.
Man berechnet det A durch Umformen nach (D5) und (D6) auf Dreiecksform (mit Beriick-
sichtigung der Vorzeichenwechsel) und dann Produkt iber die Diagonale. Es gilt det A # 0
genau dann, wenn A invertierbar ist.

Beweis. Durch (elementare) Spaltenumformungen nach (D5) und (D6) kann man A in eine
Matrix A" in unterer Stufenform mit det A" = det A oder det A’ = — det A iiberfiihren -
und man weis, welcher Fall vorliegt. Hat A’ eine Spalte 0, so det A” = 0 nach (D2).
Andernfalls handelt es sich wegen der Stufenform um eine untere Dreiecksmatrix mit
Diagonaleintrégen a; # 0 und man hat nach (D2) det A" = af, - ... - al,, det A”, wobei
A” untere Dreicksmatrix mit Diagonaleintragen 1 ist. Weitere Umformung nach (D5)
iiberfiihrt A” in E,,, also det A” = det E,, = c.

Nach GauB-Jordan ist A genau dann invertierbar, wenn A’ eine (strikte) untere Dreicks-
matrix (auf der Diagonalen keine Null, darunter nur Nullen) ist, d.h. det A = det A’ # 0.

Korollar 14.2 Fine Abbildung von K™ in K, die (D2), (D5) und (D6) erfillt, ist durch
thren Wert an der Stelle E,, schon eindeutig bestimmd.
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Beispiel 1 Hier mit Zeilen statt Spalten.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3

02 4 2 012 1 0o 1 2 1

detlg 30 g =234 g 1 o 1| T0 g 1 o

11 2 6 11 2 6 0 -1 -1 2
12 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
01 2 1 01 21 01 21
=6 - det 00 -2 —9 =6-(—2)det 001 1l° —12det 00 11
00 1 3 0013 000 2

und nach Satz ist die gesuchte Determinante gleich —12 -2 = —24. [ |

14.3 Produktsatz.

det(AB) = det A det B

Beweis. Sei A fest, B variabel. Die Abbildung b — Ab erfiillt (M1) und (M2), also erfiillen
beide Abbildungen
B det AB und B+ det A-detB

die Bedingungen (D1-3) und E,, +— det A. Daher stimmen nach Kor.14.2 sie iiberein. [J

Wir vermerken die wichtigen Spezialfille
Korollar 14.3

1
_.n -1 _ -1 —
det(rA) =r"det A, det A~ = Tt A’ det(ST AS) = det(A).

14.4 Transponieren und Zeilenumformungen

Satz 14.4 det A = det A" und die Regeln (D1)- (D6) gelten entsprechend fiir Zeilenum-
formungen

Korollar 14.5 det(S'AS) = (det S)?det A. |det S| =1 falls S orthogonal.

Beweis. Wir betrachten jeweils eine (D2), (D5), bzw. (D6) entsprechende Zeilenumformung
A~ 2(A), d.h. 2(A) entsteht aus A indem

(a) die i-te Zeile mit s multipliziert wird (i und s fest)
(b) das s=fache der i-ten Zeile zur [-ten addiert wird (i # { und s fest)

(c) die i-te und die I-te Zeile vertauscht werden (i # [ fest)
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Wir behaupten, dass die Abbildung A +— det(z(A)) jeweils (D2), (D5) und (D6) erfiillt.
Dazu geniigt es zu beobachten, dass in allen drei Féllen

z(ay,...,7a5,...,a,) = (z(a1),...,rz(aj),...,2(an))
2(...a5..,raj+ag,...) = (... (aj).. rz(a]) z(ag),...)
2(co,a), Ay ) = (..., 2(95),...,2(ak),.

)
Wir behaupten, dass fur jede Umformung z nach (a), (b) bzw. (c) die Abbildung A
det(z(A)) mit einer (passenden) der Abbildungen

A sdet(A), Arsdet(A), A —det(A)

tibereinstimmt. Letztere erfiillen offensichtlich (D2), (D5) und (D6). Wegen Kor.14.2 ha-
ben wir daher die Ubereinstimmung nur an der Stelle £, nachpriifen. Das ist aber nicht
schwer.

Somit haben wir fir A — det(A) die (D2),(D5) und (D6) entprechenden Regeln fiir
Zeilenumformungen bewiesen. Es folgen (D2), (D5) und (D6) fiir A — det(A"). Fiir E,
erhalten wir 1 und haben daher det(A") = det(A) nach Kor.14.2. O

14.5 Entwicklung

Als zweckmissige Notation fithrt man ein: Der Minor A\ ist die n — 1 x n — 1-Matrix,
die man aus A durch Weglassen der k-ten Zeile und [-ten Spalte erhélt. Dann hat man
die Entwicklung nach der j-ten Spalte bzw. der i-ten Zeile

det A = Z(—l)”jaij det AV, det A = Z(—l)iJrjaij det ANV

+ - +
Die Faktoren (—1)"/ merkt man sich am -+ -
besten nach der ‘Schachbrettregel’ + =+
Beweis fiir Spaltenentwicklung - Zeilen durch Transponieren. Seien ay, ..., a, die Spalten

von A und j fest. Dann a; = ajje; + ... + a, e, also wegen (D1-2)
det A = aq;det(aq,...,eq,...,a,) + ... +ap;det(ay,....e,, ..., an)

wobei jeweils die j-te Spalte ersetzt wurde. Durch Subtraktion des a;;-fachen der j-ten
Spalte von jeweils der k-ten werden alle Eintrdge der i-ten Zeile 0, ausser der 1 in der
j-ten Spalte. Durch ¢ + j Zeilen- bzw. Spaltenvertauschungen bringen wir diese 1 in die
linke obere Ecke und haben

1 0

det(ala-"7eia"'7an) = (_1)Z+] det (O AN

) = (—1)™ det A

Fiir den letzten Schluss benutzen wir wieder die Eindeutigkeit, hier fiir n — 1 und die
Abbildung

B+ det Lo B ¢ K(—1x((n-1)
0 B)’
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Beispiel 2 Entwicklung nach der letzten Spalte liefert

1 2 3
4 5 1 2 1 2
2 _ 2 _
ldet 2[4 5 6] = [I3)?det (7 8> 6 det (7 8)+9det <4 5)

789
= 3-(=3)—6(—6)+9(—3) =0.

Beispiel 3 Entwicklung jeweils nach der ersten Spalte liefert

ailz aiz a1z Qig
0 Q22 (A23 A4

Qg2 (23 (24

det = ai1 det 0 asz3 asq
0 0 a3z as3q

0 0 Q44

0 0 0 au

a3z a3q
= aj1a92 det ( 0 a = a11a92033 det(aqq) = a11022033044.
44

14.6 Carmersche Regel

Satz 14.6 Ist A € K™ mit det A # 0 so erhdlt man die eindeutig bestimmte Ldésung x
von Ax = b durch
o det(al, v, di—1, b, i1, - - ,an)

det A

L
Beweis. b =3, x;a;, also

det(al, R ,ai_l,b,aiﬂ, e ,an) = E Z; det(al, ceeydi—1,4a5, 541, - - .,an) =det A
J

Korollar 14.7 Aus AX = E folgt

e — det(al, cee3@i—-1,€5,a041, - - -, an)
i =
! det A
Beweis
T1j
Al | =¢
Tnj

14.7 Adjugierte Matrix
(adA)A = (det A)E, mit adA = ((—1)"* det A)!

Beweis. Die Berechnung des j-ten Diagonalelements von (adA)A entspricht gerade dem
Entwickeln nach der j-ten Spalte. Um zu sehen, dass in Position j, & mit k& # j eine
Null steht, betrachte man die Matrix B, die aus A entsteht, wenn man die k-te Spalte
durch die j-te ersetzt - und selbige beibehilt. Dann ist A”* gleich BN bis auf eine (fiir
alle i gleiche) Vertauschung und man erhélt den Eintrag bis auf das Vorzeichen als die
Entwicklung von B nach der j-ten Spalte, was aber wegen zweier gleicher Spalten Null
ergibt. [
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Korollar 14.8 Ist A invertierbar, so gilt

1
Al = A
L

14.8 Existenz

Im Falle n = 1 sei det A = a;;. Sei nun det fiir n-1 schon definiert. Definiere fiir n X n
Matrizen det A durch die Entwicklung nach der ersten Zeile. Beim Nachweis von (D1-
2) betrachten wir festes j und Matrizen A, B,C' mit Spalten a;, = by = ¢ fiir alle
k # j, also AW = BN = C™_ Gilt ¢; = a; + bj, so folgt mit Induktion det C'"* =
det AY¥ + det B fiir k # j und man berechnet

detC = (—1)1+j (alj + b1j> det Cl/\j + E}Wg]’(—l)prkalk det Cl/\k

= (—1)1+j (alj det Al/\j + blj det Bl/\j) + Zk7gj —1)1+k&1k det(Al/\k + Bl/\k)

(
= (—=1)'"ay;det AV + %y .;(—1) " Fay, det AMF
+ <—1)1+jb1j det Bl/\j + Zk¢j(—1)1+kb1k det Bl/\k

=det A+ det B
Gilt ¢; = ra;, so gilt nach Induktion det C'"* = r det A" fiir k # j und somit

det C' = (=1)"*ray; det C*™ + Sprj(— 1) Fay, det O

= (—=1)""ray;det A" + Sy (—1)"Fayr det A = rdet A

Hat A zwei gleiche Spalten a;, = a;, | = k + 1, so gilt das auch fiir alle AV mit j # k, I,
also det AV = (. Die Minoren A" und A" stimmen iiberein und treten mit demselben
Vorfaktor a1, = ay; aber entgegengesetztem Vorzeichen in der Entwicklung auf. Also
det A = 0.

Schliesslich det E,, = (—=1)?det(E,)"" + ;,,0det(E,)" = det E,,_; = 1.

15 Inversion, Operatornorm und Banachscher Fixpunktsatz

15.1 Stetigkeit der Inversion

Satz 15.1 Die Abbildung det : R™™ — R ist stetig. Die Menge GL,(R) der invertierbaren
reellen n x n-Matrizen ist offen und die Abbildung A — A~1 stetig (bzgl. beliebiger Normen
auf R™™).

Beweis. Stetigkeit von det mit Entwickeln unf Induktion. Dann GL, (R) offen als Urbild
der offenen Menge R \ {0}. Nun

det(ay,...,a;_1,€,2i41,...,Q
AHxij: (17 ) zd;;j{, i+1 y n) cR

stetig, da Zdhler und Nenner stetig von A abhéingen, also auch A +— X = A1, O
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15.2  Operatornorm

Seien V', W endlichdimensionale euklidische Vektorrdume mit euklidischer Norm |#| und
AV — W eine lineare Abbildung (ein Schelm, wer an eine Matrix denkt). Da {Z € V|
|Z| = 1} kompakt ist, gibt es

Al = max{[AZ] [ |7] = 1}

um mit Linearitat folgt

1 1
AT = ||7] - A 7] = [[2] - |[Az2] < [A] - [7]

7] 7]
und dann fiir die Komposition
|BAZ| < |B| - |AZ] < |A] - [B] - |7

also
|BA| < [B] - |A]

Offensichtlich gelten
|A+B| < |A[+|B], [AA]=[A]-[A]

und |A| = 0 impliziert A = 0, also hat man eine Norm auf
Lemma 15.2 Ist A:V — V linear, und |A| <1 so istid — A invertierbar.

Beweis. Ist # — AZ = 0, so 0.B.d.A. |Z| = 1 und somit |A| > 1. O

Lemma 15.3 §chranken. Sei U C R™ offen, ' : U — R"™ stetig differenzierbar, p—l—tﬁ eU
und |DF (p + th)| < L fir alle t € [0,1]. Dann gilt

1f(p+h)— fp)| < L-|h|

Beweis. Nach dem Mittelwertsetz
1
S0+ )~ F0) < 14B] < L-Ji] it A= [ DF(+ iy
0

was man jetzt an besten als Matrix versteht. [

15.3 Vollstédndige metrische Raume

Definition 15.4 FEin metrischer Raum (X, d) wird vollstandig genannt, wenn jede Cauchy-
Folge (ay)nen in X konvergiert.

1. Q mit der iiblichen Metrik und C([0,1]) mit der Metrik d; sind nicht vollstindig
Auf dem Raum C ([0, 1]) aller stetigen Funktionen f: [0,1] — R betrachten wir die

Metrik dy(f, g) = fol |f(z) — g(x)|dz. Finden Sie nicht konvergente Cauchy-Folgen
(zB. fulz) = (z+2)72).



15.4

Banachscher Fixpunktsatz 101

. R mit der iiblichen Metrik ist vollstdndig.

Betrachten wir auf R die Metrik d(z,y) = |arctanz — arctany|, dann ist R nicht
vollstdndig, denn die Folge a, = n mit n € N ist eine Cauchy-Folge fiir diese
Metrik, konvergiert allerdings nicht. Diese Metrik hat aber dieselben offenen Mengen
wie die euklidische. Das bedeutet: Metrische Vollstindigkeit ist keine topologische
Figenschaft. Ebenso ist der Begriff der Cauchy-Folge kein topologischer Begriff. Ob
eine Folge eine Cauchy-Folge ist, kann von der speziellen Metrik abhéngen.

R™ mit einer euklidischen Metrik ist vollstédndig.

. R™ mit einer durch eine Norm induzierten Metrik ist vollsténdig.

Es sei T' eine Menge, X ein vollstdndiger metrischer Raum. Dann ist der Raum
B(T, X) aller beschrinkten Funktionen f: 7" — X mit der Metrik

d(f,g) = Sup d(f(t),g(t)),

ebenfalls vollstandig.

Ein abgeschlossener Teilraum eines vollstdndigen metrischen Raumes ist ebenfalls
vollstéandig bzgl. der induzierten Metrik.

Es sei T" ein metrischer Raum und X ein vollstdndiger metrischer Raum. Die Menge
Co(T, X)) aller stetigen beschrankten Funktionen in B(T, X)) ist abgeschlossen. Es
folgt, daBl Cy(T, X) bzgl. der Supremumsmetrik ein vollstindiger metrischer Raum
ist.

C([0,1]) ist vollsténdig bzgl. der Metrik do.

15.4 Banachscher Fixpunktsatz

Es sei X ein wvollstdndiger metrischer Raum. Eine Abbildung f: X — X wird kontrahie-
rend genannt, wenn es eine reelle Zahl L < 1 gibt, so dafl

d(f(z), f(y)) < L-d(z,y) fiir alle z,y € X.

Die kleinste Zahl L mit dieser Eigenschaft wird auch Lipschitzkonstante von f genannt.

Satz 15.5 Jede kontrahierende Abbildung eines vollstindigen metrischen Raumes X in
sich hat genau einen Fizpunkt.

Beweis. Es sei nun f: X — X kontrahierend mit Lipschitzkonstante L. Ferner sei a € X
beliebig. Wir betrachten die Folge (a,)nen mit

a, = f(a)
ag = f(a1) = f2(a)

arr1 = flag) = fk+1(a)
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Es gilt dann

d<an7 an+1) = d(f<an*1)7 f(an))
< L-d(ay_1,a,)
S L2 ' d(an—27 an—l)

S L’Vl : d(a’07 a/l)
also
d(an,apy1) < L™ - M mit M = d(a, f(a)) (1)

Fiir n < m gilt nun

d(a/na am) S d(an, an+1) =+ d(an+17 an+2) + e+ d(am—h am)
SLnM_i_LnJrlM_i__i_melM

<L"- M- <§: Li>
=1

und damit

M
d(ay, apy) < L™ - TI falls n <m (2)

Es folgt, daB (a,)nen eine Cauchy-Folge ist: Zu gegebenem ¢ > 0 withle N so, dafi LY <
- =L Fiir alle n,m > N folgt dann d(an, a,,) < e.

Also hat die Folge (a,)nen einen Grenzwert, den wir mit a, bezeichnen wollen. (Hier
verwenden wir die Vollstdndigkeit von X.) Nun gilt

d<an7 aoo) = d(“na n!,l—mo am) = nll—r}})o d(ana am)a

also folgt mit (2)

M
d Gl L —
(any 000) < L7 == 3)

Andererseits ist eine kontrahierende Abbildung f auch stetig. Folglich gilt
flas) = f( lim a,) = lim f(a,) = im @n41 = oo,

d.h. as ist ein Fixpunkt von f. Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmt, denn ist b ein
weiterer Fixpunkt von f, so gilt

d(b, ase) = d(f(b), fac)) < L-d(b, as).
Da L < 1 ist, kann dies nur gelten, wenn d(b, as) = 0, d.h. as, = b. O

Im Gegensatz zum Tarskischen Fixpunktsatz ist dieser Fixpunktsatz konstruktiv: Man
startet mit einem beliebigen Anfangspunkt a, wendet f wiederholt an, d.h. setzt ag = a,
a; = f(a), ..., axy1 = f(ag), ..., und gewinnt den Fixpunkt als Grenzwert dieser Folge.
Die Abschitzung (3) liefert sogar eine Abschéitzung der Giite der Approximation des
Fixpunktes nach n Schritten.
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Bemerkung 15.6 Geben Sie eine Abbildung f von einem vollstindigen metrischen Raum
in sich an, welche die Bedingung d(f(z), f(y)) < d(z,y) fir alle z,y € X erfillt, aber
keinen Fixpunkt besitzt.

Man kann also bei dem Banachschen Fixpunktsatz auf die Voraussetzung L < 1 nicht
verzichten.

16 Implizite Funktionen und Umkehrabbildungen

Die Umkehrabbildungen, impliziten Funktionen und Extrema unter Nebenbedingungen
werden nach dem Skript von Prof. Hieber (Analysis-1I-ss08.pdf auf unserer Homepage)
behandelt. Die beiden Kapitel 16 und 17 hier geben eine Darstellung, die abstrakte Me-
thoden vermeidet und eher fiir Nostaligker geeignet ist.

16.1 Implizite Funktionen

Sei g : (a,b) x (¢,d) — R eine Funktion von zwei reellen Veranderlichen. Wir betrachten
das Problem, die Gleichung g(z,y) = 0 nach y aufzulésen. Wir suchen also eine Funktion
f 1 — R auf einem geeigneten Intervall I, so dass f(I) C (¢, d) und

g(z,y) =0 & y=f(z) firallexel, ye(cd)

Im Falle der Existenz einer solchen Funktion f haben wir durch y = f(x),z € I, eine
Auflésung der Gleichung g(x,y) = 0 gegeben. Man sagt auch, dass die Funktion f durch
die Gleichung g(z,y) implizit festgelegt wird.

Satz 16.1 Seig: (a,b) X (¢,d) — R eine einmal stetig partiell differenzierbare Funktion.
Weiter sei (zo,yo) € (a,b) x (¢, d) mit g(zo,y0) = 0 und g,(xo,yo) # 0. Dann gibt es ein
Intervall U C (a,b) um xy, ein Intervall V C (¢, d) um yo und eine stetig differenzierbare
Funktion f:U — V mit f(xo) = yo und

g(a:,y) =0&y=f(x) firalexeUyecV

Wiahit man U so klein, dass g, (x, f(x)) # 0 fir alle x € U, so gilt weiter

 ga(z, f(2))
gy (l‘, f(l'))
Unter den Voraussetzungen des Satzes ist die Gleichung g(z,y) = 0 um (zo,yo) lokal

nach y auflosbar. Es ist dabei bemerkenswert, dass f'(zg) bestimmt werden kann, ohne f
explizit zu kennen:

f(z) = fir x e U. (4)

/ _ _gac<x0ay0)
f(wo) = gy(xmyo).

Ist Existenz und Differenzierbarkeit von f gegeben, so folgt (4) leicht durch Anwendung
der Kettenregel auf die Gleichung g(z, f(z)) = 0:

g:(x, £(x)) -1+ g, (., f(2)) - f'(w) = 0.
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Beispiel 14 Sei g : R? — R gegeben durch g(z,y) = 22 + y? — 1. Die Gleichung g(z,y) = 0
ist genau dann erfiillt, wenn (x, y) auf der Einheitskreislinie um (0, 0) liegt. Fiir x ¢ [—1, 1]
hat g(z,y) daher keine Losung. Fiir z = +1 gibt es natiirlich die eindeutig bestimmte
Losung y = 0, man kann aber die Losungen in einer Umgebung von x = +1 bzw. x = —1
nicht als eine Funktion von x darstellen (Warum?).
SchlieBlich gibt es fiir jeden Punkt x € (—1,1) zwei Losungen von g(z,y) = 0, ndmlich
y1 = V1 — 22 und yo = —v/1 — 22. Betrachten wir dagegen die Gleichung ¢(z,y) = 0 nur
fiir solche (z,y), die in einer 1-Umgebung von (0, 1) liegen so existiert in dieser Umgebung
genau eine Losung, ndmlich f(z) = /1 — 22. Man beachte, dass g,(0,1) = 2 # 0 aber
g,(1,0) = 0. Aus (4) erhalten wir

, 2z x ..

f(x) = ) A fir =€ (-1/2,1/2)

was man natiirlich auch leicht direkt nachrechnet. Man beachte, dass es fiir dieses Beispiel
einfach war, eine Umgebung von xy = 0 anzugeben, auf der y durch x eindeutig bestimmt
ist (wihrend Satz 16.1 nur die Existenz einer solchen Umgebung behauptet). ]

Beweis. O.B.d.A. g,(z0,y0) > 0. Wegen der Stetigkeit von g, kénnen wir Uy und Vj so
wihlen, dass g,(z,y) > 0 fir alle (x,y) € Uy x V,. Dann ist g(xg,y) in diesem Bereich
streng monoton wachsend und es gibt y; < yo < yo mit g(xg,y1) < 0 < g(xg, y2). Wegen
der Stetigkeit gibt es offene Intervalle I;, [, um xy mit

g(z,y1) <0 firz e I, g(x,ys) >0 fiirz e Iy
Sei xg € I = [x1,25] C I; N [5. Dann
g(z,y) <0< g(x,ys) firxel

Also gibt es zu festem = € I nach dem Zwischenwertsatz und wegen der Monotonie von
g(z,y) eindeutig bestimmtes y € (y1,y2) mit g(x,y) = 0 und wir setzen y = f(x).

Zur Stetigkeit: Sei Z ein innerer Punkt von I, also § = f(&) definiert und y; < g —
€ < ¢y +¢e <y fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Wir kénnen die obige Konstruktion
eines Rechtecks mit y; = y — ¢ und g, = y + € wiederholen und 7,25 so wéhlen, dass
(71, Z2] X [iJ1, §] ganz in [1, 2] X [y1, 1] enthalten ist. Die dazu gehdrige Funktion f stimmt
dann auf [Z1, Zo] mit f iiberein. Andererseits T € (Z1,Z2) und |f(Z) — f(2)| < g2 — 1 < 2¢
fir © € [T1,72). Also ist f an T stetig.

Zum Beweis der Differenzierbarkeit benutzen wir die Differenzierbarkeit von g(z,y)
9@+ hy+k) = g(z,y) + g (2, 9)h + gy, 9)h + (b, K)VEE + &2 $(h,k) = 0
Hier sei y = f(z) und k = f(z + h) — y — 0 wegen der Stetigkeit von f. Es folgt
0 = go(,y)h+ gy(w,9)k + ¢(h, k)VhZ + 2
und mit Division durch g,(z,y)h

! o(h, k) I—Fk—2

9x(, )
0= e

k
gy(z,y)  h o gy(z,y)
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Also flz+h) — f(z) k (z,9)
Lo x+h)— f(x . _ 9\ Y
fl(z) = ,lg]% h h=0 h gy(,y) -

16.2 Implizite Vektorfunktionen

Fiir vektorwertige Funktionen mehrerer Verénderlicher kann man Satz 16.1 wie folgt ver-
allgemeinern.

Satz 16.2 (Satz iiber implizite Funktionen) Seien U C R™ und V' C R™ offen, und
firk=1,...,m sei gy : U xV — R eine einmal stetig partiell differenzierbare Funktion.
Sei (x9,Y0) € U X V' ein Punkt mit

gr(To,yo) =0 fiir jedes k

und mit
0 )
(g1, - - ) a_i(x(byﬁ) 35;(560,?;0)
det m(wo, Yo) = det : : # 0,
1oy Ym E
%JTT(CEO,?/O) gz_Z(xojyo)

so gibt es eine Umgebung U' C U wvon xq, eine Umgebung V' C V wvon yq, sowie m stetig
differenzierbare Funktionen f; : U' = R mit f = (f1,..., fm)' : U = V' und

(fi(@0), -+ Fn(0))" =0

sowie

gk(xl,...,xn,fl(xl,...,xn),...,fm(xl,...,xn)) =0

fir alle k=1,...,m und alle (xq,...,z,) € U

Beispiel 15 Bei der Transformation kartesischer Koordinaten (x1, z3) in Polarkoordinaten
(r,p) ist 1 = rcosp, xe = rsinp. Mit = (1, 2) und y = (y1,y2) = (7, ¢) haben wir

gi(z,y) = a1 —71cosp,  gao(r,y) =9 — 1sine.

Fiir die Funktionaldeterminante gilt

8 . .
20 _ . (~ee rsing
a(r, ) —singp —rcosyp

Fiir r # 0 ist demnach (lokal) eine eindeutige Auflésung nach r und ¢ mdoglich. u

16.3 Umkehrfunktionen

Eine wichtige Folgerung aus Satz 16.2 ist der folgende Satz.
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Satz 16.3 (Satz iiber die Umkehrfunktion) Sei U C R" offen und F' : U — R
einmal stetig partiell differenzierbar. Ist Jp(xo) invertierbar fir ein xo € U, so ist F um
xo lokal umkehrbar, d.h. es gibt Umgebungen U C U von xy und V' C R™ von F(xg), so
dass Fly: : U — V' unkehrbar ist, d.h. es gibt G : V' — U mit F(x) =y & G(y) =«
fiir alle x € U',y € V'. Die lokale Umkehrfunktion ist ebenfalls einmal stetig partiell
differenzierbar und es gilt Jo(y) = Jr(x)™t fir z € U und y = G(x).

Fiir den Beweis wendet man Satz 16.2 auf die Funktion
x — F(y)

all. |

16.4 Matrixnorm

Fiir eine Matrix A € R " definieren wir

Al = \ /Za?j
ij

d.h. die Lange von A, wenn wir A als Spalte schreiben. Es gilt
|AB| < |A[ - |B]

In der Tat, ist AB = C = (¢;;) so ist ¢;; das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A mit der
j-ten Spalte von B, also nach Cauchy-Schwarz

C?j < (Z a?k;)(Z sz)

und die Behauptung folgt durch Aufsummieren iiber i, j

16.5 Auflosung

Satz 16.4 Sei U C R" konvexr und F : U — R" stetig differenzierbar. Es gebe eine
konstante invertierbare Matrix A € R™ " so, dass

|Jp(H)AP—E| <1 firdeU
Dann gilt F(p) # F(Z) fir alle p# & in U
Beweis. Fiir # € U und beliebige h
[(Jr(7) = A)h| = |(Jp(T) A E)(AR)| < |(Jp(T)AT'E)| - |AR| < |AR]

Angenommen F(Z) = F(p) mit h = # — 5 # 0. Nach dem Mittelwertsatz

1
0=F(F+h) - F(p) = / J¢(5+ th)hdt
0
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Andererseits fol Ahdt = Ah und Ah +£ 0 da A invertierbar. Somit

1 1
0 neqlAR| = | [ (A I+ )ide] < [ (A I+ et
0 0

und das fiihrt zu dem Widerspruch

1 1
1§1/ Mdtg/dt<1
0 0

(A — Jp(f+ th))
| AR

Beweis von Satz 16.2. Der Fall m = 2 ist hinreichend allgemein. Wir schreiben

G(y) = (gl<§’ D

92( )
Nach Voraussetzung det Jg, (%) # 0 und det Jg (/) stetig als Funktion von (%, 7). Daher
det Ji.(y) # 0 auf einer passenden Umgebung, 0.B.d.A. auf U x V. Nun

woebi

h
M:max{| |\t€[0,1]}<1.

<y

Ja, (y) = Ja,, (vo) tir (Z,9) = (Zo, %)

also wegen Stetigkeit der Inversion 0.B.d.A.

e (5) - (Jog, (50)) " — Bl < 1

auf Uy = U.(Zp) und V' = U.(7p) deren Abschluss in U bzw. V' enthalten ist. Der vorange-
hende Satz garantiert, dass es in diesem Bereich zu & hochstens ein ¢ gibt mit Gz(y) = 0.
Es ist also die Existenz zu zeigen. Setze

g<f> ?*7) = gl(fa 5)2 + gz(f’y_Q

Unter der Bedingung ||7 — %o| = € nimmt diese Funktion wegen der Kompaktheit ein
Minimum an, dieses sei 2u. Wegen der gleichméssigen Stetigkeit von g kann man § < ¢
finden mit

—

19(Zo, §) — 9(&, 9| < p fiir [|o — L <6, €V’
und es folgt
9(Z, 90)| < p fiir || 2 — Z|
Also wird
min{g(Z,9) | |7 — Zo < e}

an (Z, ) mit || T—2o|| < e und ¥ € V' angenommen und wir kénnen und auf das notwendige
Kriterium fiir Extrema berufen

explizit nach der Kettenregel

0
299

5 (E0) - 91 (E.3) + 252 (2. 5) - g2(F.5) = 0
n
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o s 995 5 o
2 +2—(7,9) - ,Y) =10

8y2( ,9) - 91(Z,9) Dyy 7 Y) + 92(F.7)
Fasst man hier X; = ¢;(7,%) und Xy = g¢o(7,9) als Unbestimmte auf, so hat man ein
homogenes lineares Gleichungssystem mit Determinante # 0 und es folgt X; = Xy = 0.
Damit wird durch F(Z) = ¢ in der Tat eine Aufosung der Gleichungen angegeben und
diese ist, wie oben bemerkt, durch & eindeutig bestimmt. Die Stetigkeit von F folgt wie
in 30.1.

16.6 Ableitung der Auflésung

Wir zeigen Ableitbarkeit nach z; und bestimmen die Ableitung, d.h. wir sehen x;,1 # i
als fest an und brauchen sie nicht zu notieren. Sei als ¥ = F'(x;) und ¥+ k = F(x; + h).
Somit

gr(z; + h, '+ E) — gi(zs,9) =0

und nach dem Mittelwertsatz fiir skalare Funktionen mit passendem 5

39k 2 59k
oz; (E)h+ Z (33/]

agk 39k & k‘
8% Z Gy]

Man hat also m Gleichungen fiir die m Unbestimmten % und nach Cramer

W
kj  det A;()
h det A(E)
wobei
. Og o )
A§) = (T(f))k,jﬂ ..... m=1 c 1 ©)
Yi 9gm 9gm
8y1 8ym

d.h. die “Jacobimatrix” von G bzgl. der y, ...
durch

(6)
72 (6)
Nun folgt

OF; _ ok _ o det A;(§)

, Ym, und in A, (5) die j-Spalte ersetzt wird

_ det A; (o, %)

~j
Ox;  h=0 h  h>0 det A(€)

und damit haben wir stetige Differenzierbarkeit und eine Formel fiir die Ableitung.

 det A(Zo, o)
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17 Extrema unter Nebenbedingungen

17.1 Vorbemerkungen

Im Abschnitt 11 haben wir lokale Extrema von Funktionen studiert, die auf einer offe-
nen Teilmenge des R" definiert sind. Wir betrachten nun Situationen, die in praktischen
Problemen viel haufiger auftreten: Wir untersuchen Extrema von Funktionen unter Ne-
benbedingungen.

Beispiel. Unter allen Rechtecken mit der Fléche 1 suchen wir das mit dem kleinsten Um-
fang. Bezeichnen wir die Seiten des Rechtecks mit x und y, so wollen wir die Funktion
f(z,y) = 2x+2y unter der Nebenbedingung xy = 1 bzw. g(z,y) := xy—1 = 0 minimieren.

]

Dabei wollen wir vermeiden, die Nebenbedingungen nach einer der Variablen umzuformen
und in die zu minimierende Funktion einzusetzen, da dies in der Regel Schwierigkeiten
bereitet. Wir lernen nun die Methode der Lagrange-Multiplikatoren kennen, mit der die
Schwierigkeiten des Umformens nach einer Variablen vermieden werden konnen.

Zunachst einige Begriffe. Wir suchen Extrema einer Funktion f : R®™ — R, wobei die
Menge der zuldssigen Punkte x = (z1,...,x,) durch eine Nebenbedingung der Form
g(x1,...,x,) = 0 eingeschrankt wird. Man nennt p = (pq,...p,) eine relative Mazimal-
stelle (Minimalstelle) von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0, wenn es eine Umgebung
U von p gibt, so dass f(z) < f(p) (bzw. f(z) > f(p)) fiir alle z € U mit g(z) = 0.

17.2 Motivation

Im obigen Beispiel definiert g(x,y) eine Hyperbel. Die Hohenlinien f(z,y) = ¢ sind
Geraden von Steigung —1. Bewegt man sich auf der Hyperbel in Richtung der positiven
x-Achse, so fallen die Werte von f, solange z < 1 und sie steigen fiir x > 1. Fiir x = 1
ist die Tangente an die Hyperbel gerade ein Hohenlinie (hier f(x,y) = 4), allgemeiner
ausgedriickt eine Tangente an die Hohenlinie. Dasselbe Phdnomen kennen wir von den
quadratischen Formen mit der Nebenbedingun ||z|| = 1.

Nehmen wir an, dass in der Ndhe von p die Punkte (z,y) mit g(z,y) = 0 gerade die

Punkte auf der Kurve 5
Lo [x(t) 0 -
w0 = (1)), 20

sind, so folgt aus g(z,y) = 0 nach der Kettenregel

dg

0=~
ot

ox
= (grady | E>

d.h. der Gradient von g steht auf dem Tangentialvektor senkrecht. Hat man fiir ¢y ein
Extremum von f(z(t),y(t)) so folgt

0= it . - ()
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Der Tangentialvektor steht also auf beiden Gradienten senkrecht und es folgt
gradf(p) ist skalares Vielfaches von gradg(p)

Das ist der Hintergrund des folgenden Satzes. Fiir das Beispiel haben wir

gradf(z,y) = (3) - gradg(z,y) = <9yﬁ)

also x = y und somit x =y =1 aus zy = 1.

17.3 Lagrange-Multiplikatoren

Satz 17.1 Sei U C R" offen, und f : U — R, g : U — R seien einmal stetig partiell
differenzierbar auf U. Hat die Funktion f an der Stelle p € U ein relatives Extremum
unter der Nebenbedingung g = 0, und sind nicht alle partiellen Ableitungen von g an der
Stelle p gleich 0, so existiert ein A € R mit

fe.(p) + Aga;(p) =0 firi=1,... n. (17.5)
Die Gleichungen (17.5) lassen sich zusammenfassen zu

(gradf)(p) + A(gradg)(p) = 0.

Zur praktischen Bestimmung relativer Extrema von f unter der Nebenbedingung g(z) = 0
kann man wie folgt vorgehen. Man bildet eine Hilfsfunktion L : U x R — R, die neben
x1,...,T, von einer reellen Variablen \ abhéngt:

L(zy, ... 20, A) = f(xy, ... xn) + Ag(z1, ..o, 2p).

Diese Funktion L heifit auch Lagrange-Funktion, und X heiit Lagrange- Multiplikator. Nun
betrachtet man das System der n + 1 Gleichungen.

Lﬂ?l(x?)\) = fw1(x)+)‘g$1(x) =0

Liy(@,A) = [fo,(2) + Agap(x) = 0
(17.6)

Ly(xz,\) = glx) = 0.
Auf dieses System wéren wir auch gestoflen, wenn wir auf die iibliche Weise die lokale
Extrema der Lagrange-Funktion L bestimmen wollten. Jede Losung (xgo), o ,x%o), AO)
von (17.6) liefert nun einen Kandidaten p = (;Ego), o ,x%o)) fiir eine relative Extremstelle
von f unter der Nebenbedingung g(x) = 0. Ob ein solcher Kandidat tatsdchlich eine
relative Extremstelle unter der Nebenbedingung g(x) = 0 ist, muss jeweils gesondert

untersucht werden. Der Wert A(?) ist dabei irrelevant.
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17.4 Beispiele

Beispiel 16 In unserem Beispiel von oben ist U = (0, 00) x (0,00), f(z,y) = 2z + 2y und
g(z,y) = xy — 1. Die Lagrange-Funktion lautet

und partielles Ableiten nach z,y und A sowie Nullsetzen liefert

24X = 0
24Xy = 0
zy = 1.

Aus den ersten beiden Gleichungen folgt x = —% = y, und aus der dritten Gleichung

erhalten wir x = y = 1. Die einzige extremwertverdéchtige Stelle ist also (z,y) = (1, 1).
Nun muf man sich noch klarmachen, dass an dieser Stelle tatséchlich ein (sogar globales)
Minimum unter der Nebenbedingung g(z, ) = 0 vorliegt (z.B. durch die Uberlegung, dass
die Funktion f auf der Hyperbel {(z,y) € (0,00) x (0,00) : zy = 1} fiir  — oo oder
y — 0o beliebig grofle Werte annimmt. [ ]

Beispiel 17 Gesucht sind Maximum und Minimum der Funktion f(z,y) = zy unter der
Nebenbedingung g(z,y) = 22 + y> — 1 = 0, d.h. auf der Einheitskreislinie mit dem
Mittelpunkt (0,0). Der Gradient

(gradg)(z,y) = (27, 2y)

ist offenbar in jedem Punkt der Einheitskreislinie ungleich Null, so dass Satz 17.1 anwend-
bar ist. Wir bilden die Lagrange-Funktion

L(z,y,\) = f(z,y) + Ag(2,y) = 2y + AMa® +y° — 1)
und setzen ihre partiellen Ableitungen Null:

oL — 0 = y+2x = 0

zx
S=0 = z+2y =0
G =0 = 2244 = L

Wir multiplizieren die erste erhaltene Gleichung mit x, die zweite mit y und finden, dass
2\x? = 2)\y? sein muss. Da A\ # 0 sein muss, ist 22 = 3?, weshalb zusammen mit der
dritten Gleichung fiir (z,y) die Paare

1 1 (_ 1 _ 1 1 B 1 _ 1 1
VAN G A LN MG VoGl

in Frage kommen. Diese 16sen tatséichlich das Gleichungssystem (die beiden ersten Paare
fir A = —1/2, die beiden anderen mit A = 1/2). Als Funktionswert ergibt sich fiir die
ersten beiden Paare +1/2, fiir die anderen jeweils —1/2. Da f als stetige Funktion auf
einer kompakten Menge Maximum und Minimum annehmen muss, ist 1/2 das Maximum

und (
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und —1/2 das Minimum von f. mDas war eh klar: die Extremwerte werden bei den
Hauptachsen angenommen und sind maximaler bzw. minimaler Eigenwert.

Beispiel
1
flz,y,2) = §(fc4+y4+24)7 glz,y,2) =22+ +22 -1

3

T T
gradf(z,y,2) =2 v* |, gradg(z,y,2) =2y
23 z
Das Gleichungssystem
x3 x 0
wl+Xlyl =10
23 z 0

fithrt fiir z # 0 zu A = —2?, also y = 0 oder y* = 2%, d.h. y = &2 und ebenso z = 0 oder
z = +x. Die weiteren krtischen Punkte ergeben sich analog.

1. y=2=0, Dann x = £+1 und f(x,0,0):%.

2. y::l:gj7 z = 0. Dann ‘I| = ‘y’ :\/Liv f(x7y70):zl1

3.y = 22 — 22 Dann fo] = |y| = |2 = &5, fla,y,2) = &

Da die Einheitskugel kompakt ist, werden Maximum und Minimum angenommen, un wir
konnen schliessen, dass wir in (1) und den analogen Féallen z =y = 0 bzw. z = z = 0 alle
globalen Maxima bestimmt haben. Ebenso mit (3) fiir Minima. Dass in (2) Sattelpunkte
vorliegen, ist mithsamer zu zeigen.

Beispiel 18 Gesucht wird ein Dreieck, das bei gegebenem Umfang u maximalen Fléachen-
inhalt besitzt. Sind x,y, z > 0 die Seitenléingen des Dreiecks, so ist u = z+y + 2z, und der
Flacheninhalt ist

Fo 3G -0 (-G -2)

(Heronsche Formel). Da F genau dann maximal wird, wenn F? maximal wird, haben wir
die Funktion f: R3 — R,

fy.2) =55 -2)(5 -9 -2,
unter der Nebenbedingung
9@y, z) =r+y+z—-—u=0

zu maximieren. Die Lagrange-Funktion L lautet

L(x,y,z,)\):g(g—x)(g—y)(g—z)+)\(x+y+z—u)zo,
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und Nullsetzen der partiellen Ableitungen ergibt

Lo(z,y,2,A) = %% —y)(E—2)+X = 0
L,(x,y,z,\) = —%‘(%—x)(%—z)—i—)\ 0
L.(z,y,2,\) = —%(%—x (%—y)+)\ =0
Ly(z,y,z,\) = r+y+z—u = 0.

Subtraktion der 2. von der ersten Gleichung liefert

—S-y)(5-2) =0

Also ist § — 2z = 0 oder z = y. Fiir § — 2 = 0 ist f(x,y,2) = 0, also mit Sicherheit
kein Maximum. Also bleibt nur z = y. Aus der zweiten und dritten Gleichung findet man
analog y = z, und zusammen mit der vierten Gleichung ergibt sich xy = yo = 20 = u/3 als
Kandidat fiir das Maximum. Diese Losung entspricht einem gleichseitigen Dreieck, und

f(l'o, Yo, ZU) = f(’U//?), U/3, U/B) = U4/432 u
Beispiel 19 Wir suchen die extremwertverdédchtigen Punkte der Funktion
[ R*" =R, - (Ax, x),

wobei A eine symmetrische n x n-Matrix ist, unter der Nebenbedingung ||z|| = 1, die wir
als g(z) = ||z||* — 1 = 0 schreiben.
Der Gradient von f ist
(gradf)(x) = 27 4,
und der von g ist
(gradg)(z) = 227

(mit der Definition der Ableitung nachrechnen!). Das zu lésende Gleichungssystem ist also

(gradf)(z) — p(gradg)(zx) = 227 A—p2a" =0,
!
g = fzI*-1=0
mit dem Lagrange-Parameter y = —A\. Transponieren der ersten Gleichung liefert das

System
Az = pr mit |z]]* = 1.

Ein Vektor der Léange 1 ist also genau dann extremwertverdachtig, wenn er ein Eigenvektor
zum Eigenwert p ist. Der zugehorige Funktionswert ist

f(x) = (Az, ) = (p, x) = plz, x) = p.

Folglich wird f in  unter der Nebenbedingung ||z|| = 1 genau dann maximal (minimal),
wenn x ein Eigenvektor von A zum grofiten (kleinsten) Eigenwert von A ist. Man beachte,
dass die stetige Funktion f auf der kompakten Menge {z € R™ : ||z|| = 1} ihr Maximum
und Minimum annehmen muf}. Es ist also

Az, x .
max < ) = grofiter Eigenwert von A,
a0 (z,x
A
min (Az, 7) = kleinster Eigenwert von A.

220 (z, 1)
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Das war eh klar: die Extremwerte werden bei den Hauptachsen angenommen und sind
maximaler bzw. maximaler Eigenwert

Man kann die Methode der Lagrange-Multiplikatoren auch benutzen, wenn mehrere Ne-
benbedingungen zu erfiillen sind. Die Lagrange-Funktion lautet dann

L(z, A\, N) = fx) + Mga(z) + ...+ Aegr(2)

fiir die Nebenbedingungen ¢;(z) =0, ..., g.(z) =0. [ |

17.5 Untermannigfaltigkeiten und Extrema unter Nebenbedingungen

Siehe Skript Prof. Hieber (Analysis-11-ss08), VIII.3.

18 Wege

18.1 Wege im euklidischen Raum

Wir haben schon vektorwertige reelle Funktionen
Z(t) eV, (te DCR)

behandelt, wobei V' ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum ist, also bzgl. einer
Orthomormalbasis mit R" identifiziert werden kann

i (t)
= : | wen).
T (1)

Solche Funktionen nennen wir auch Kurven. Insbesondere wurden Stetigkeit und Dif-
ferenzierbarkeit behandelt. Als Ableitung haben wir hier den Tangentialvektor zur Zeit

t
4(1)

o . ot
S =it =|
ot 85_; (t)

Im Folgenden wird meist X (¢) = Z(t) geschrieben und Zeilen statt Spalten, das Skalar-
produkt dann als X - Y.

Schon im R? lassen sich Kurven nicht immer als Graph einer reellen Funktion f : [a,b] —
darstellen. So miissen beispielsweise fiir die Einheitskreislinie {(z,y) € R? : 2% + y? =
der obere bzw. untere Kreisbogen jeweils durch y = fi(x) = +v1 — 22 bzw. y = fa(x)
—+/1 — 22 gesondert beschrieben werden. Eine ganz andere Moglichkeit der Beschreibung
von Kurven bieten Parameterdarstellungen wie {(x,y) € R? : z = cost,y = sint mit
t € [0,27]} fiir die Einheitskreislinie. Hier beschreiben wir die Kreislinie als Bild des
Intervalls [0, 27| unter der Abbildung

R
1)

X :[0,27r — R? t+ (cost,sint).
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Definition 18.1 Jede stetige Abbildung X : [a,b] — R™ heifit ein Weg in R". Dabei
heiffen X (a) Anfangs- und X (b) Endpunkt des Weges. Das Bild von [a,b] unter X, also
die Menge {X(t) : t € [a,b]}, heifit die zu X gehirende Kurve in R™.

Man beachte: ein Weg ist eine Abbildung, die zugehorige Kurve eine Punktmenge. Man
kann sich vorstellen, dass durch einen Weg eine Parametrisierung der zugehorigen Kurve
gegeben ist. Mit den Begriffen ,, Anfangs- und Endpunkt® verbindet man die Vorstellung,
dass die Kurve von X (a) nach X (b) im Sinne wachsender Parameter ¢ € [a, b] durchlaufen
wird. Man beachte auch, dass zu verschiedenen Wegen gleiche Kurven gehéren kénnen.
So liefern die Wege

X, : [0,27] > R?%  t+> (cost,sint),
Xy ¢ [0,47] - R?  t+> (cost,sint),
X3 @ [0,27] = R?% ¢+ (cos3t,sin3t),

jeweils die gleiche Kurve, ndmlich die Einheitskreislinie im R2.
Beispiel 1 Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist
X :[a,b] = R* ¢~ (¢, f(1))
ein Weg, und die zugehorige Kurve ist der Graph von f. ]
Beispiel 2 Seien A, B € R?. Dann ist
X:[0,1] =R t— tA+(1-t)B
ein Weg, und die zugehorige Kurve ist die Verbindungsstrecke von A nach B. [ ]

Beispiel 3 Der fiir » > 0, A > 0 und k£ € N durch
h
X :[0,2k7] — R? ¢+ (rcost,rsint, 2—t)
m

definierte Weg liefert als Kurve eine Schraubenlinie vom Radius r mit der Ganghohe h
und mit £ Windungen. [ |

Beispiel 4 Auf einer Kreisscheibe vom Radius a ist auf dem Rand ein Punkt P markiert.
Die Kreisscheibe wird nun auf der Ebene abgerollt. Dabei durchlauft P den Weg

X :R—R?* trsa(t—-sint,1—cost),

und die zugehorige Kurve heifit Rollkurve oder Zykloide.

A

2a

0 2ma dma 6ma
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Der Begriff des Weges ist aber weitaus komplexer, als diese einfachen Beispiele vermuten
lassen, und er léf3t Beispiele zu, die unserer Anschauung voéllig widersprechen. So gibt
es einen Weg X : [0,1] — R? dessen zugehdrige Kurve das gesamte Einheitsquadrat
[0,1] x [0, 1] ausfiillt (eine sogenannte Peano-Kurve)!

18.2 Stiickweise stetig differenzierbare Wege

Unserer Anschauung am néchsten kommen die stetig differenzierbaren und die stiickweise
stetig differenzierbaren Wege. Ein Weg X = (Xi,...,X,) : [a,b] — R" ist stetig dif-
ferenzierbar, wenn jede seiner Komponenten X; auf [a,b] stetig differenzierbar ist. Der
Weg X = (X1,...,X,) : [a,b] — R™ heifit stickweise stetig differenzierbar, wenn es eine
Zerlegung
a=ty<t1<...<t,=b

des Intervalles [a, b] gibt, so dass jede Komponente X; auf jedem Teilintervall [t;,_;, ;] fiir
sich stetig differenzierbar ist.

Ist X = (X1,...,X,) : [a,b] = R” stetig differenzierbar und ist X (t,) = (X1 (to), - - - ,Xn(to)) +
0 fiir ein to € (a,b), so heiBt X (o) ein Tangentialvektor von X im Punkt X (t), und die
Tangente an die zugehorige Kurve im Punkt X (¢y) wird beschrieben durch (Fig.1.)

T(\) = X (to) + X X (to).

Mitunter ist es niitzlich, dass man Wege addieren kann. Sind X : [a,b] — R™ und
Y : [b,¢] = R™ zwei Wege mit X (b) = Y(b), so definiert man ihre Summe Z = X &Y
durch

X(t) fallst € [a,b]
Z:la,c] = R", Z(t) =

Y(t) falls ¢ € [b, ¢].
Entsprechend definiert man die Summe endlich vieler Wege. Der zu einem Weg X : [a, b] —
R™ entgegengesetzte Weg ist durch

X~ :fa,b) = R", X (t)=X(a+b—1)
gegeben. Er liefert die gleiche Kurve wie der Ausgangsweg, die jedoch in entgegengesetzter
Richtung durchlaufen wird. Jeder stiickweise stetig differenzierbare Weg ist eine Summe

endlich vieler stetig differenzierbarer Wege. Eine Summe von Wegen wie in Beispiel 2
(,,Strecken®) heifit auch ein Polygonzug.

18.3 Weglange

Zur Definition der Ldinge eines Weges X : [a,b] — R™ wéhlen wir eine Zerlegung 7 =
{to,t1,...,tym} mit a =ty < t; < ... < t,, = b des Intervalls [a,b] und betrachten den
Polygonzug durch die Punkte X (o), X (¢1),..., X (¢,). Er hat die Lange

L(X,Z) = Z X (#:) = X ()],
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und fiir jede Verfeinerung Z’ von Z gilt wegen der Dreiecksungleichung
L(X,Z) < L(X,Z").
(Fig.2)

Definition 18.2 Der Weg X : [a,b] — R™ heifst rektifizierbar, wenn es eine Zahl M gibt
mit der Eigenschaft, dass L(X,Z) < M fiir alle Zerlequngen Z wvon [a,b]. Die kleinste
Zahl M mit dieser Eigenschaft heifit die Léinge L(X) des Weges X .

Es ist also
L(X) = sup L(X, Z),
VA

wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen Z von [a, b] zu nehmen ist.

Satz 18.3 Jeder stetig differenzierbare Weg X : [a,b] — R™ ist rektifizierbar, und es gilt

_ /ab 1X ()] dt = /ab VX2 4+ X2

Der folgende Satz fithrt die Wegldngenberechnung fiir stiickweise stetig differenzierbare
Wege auf die fiir stetig differenzierbare Wege zuriick.

Satz 18.4 Ist der Weg Z die Summe XV @ ... ® X™) der stetig differenzierbaren Wege
X soist Z rektifizierbar, und

L(Z) = L(XW) + ...+ L(X™).

Es geniigt, dass die X rektifizierbar sind. Der Beweis folgt sofort mit der Dreiecksun-
gleichung.

18.4 Parametrisierung durch Weglédnge

Ist Z(t) (¢ € |a, b]) stetig differenzierbar und gilt |2 (¢)|| = 1 fiir alle ¢ € [a, b] so haben wir
konstante Bahngeschwindigkeit vom Betrag 1 und kénnen die Zeit ¢ als Mafl der Wegléange
s des Weges zwischen Z(a) und Z(t) nehmen. Man sagt auch, dass die Kurve durch die
Weglinge parametrisiert wird. Wir beweisen obigen Satz fiir diesen Fall

Lemma 18.5 Ist 7 : [a.b] — R" stetig differenzierbar mit |%|| = 1 fir alle t € [a,b], s
ist b — a das Supremum der zur Kurve gehorigen Palygonzuge

Beweis. Nach der Dreicksungleichung nimmt die Lange der Polygonziige bei Verfeinerung
der Zerlegungen von [a,b] zu. Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, ange-
wendet auf die Koordinatenfunktionen z;(t) ergibt gilt

n

OILIEEUSIED SNDSEIBEETRIED SN TR

= k=1 i=1 k=1 =1
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mit passenden T € [tp_1,%k]. Also geniigt es zu zeigen, dass es zu jedem £ > 0 ein 6 > 0
gibt so, dass

(*) |1—Z[%(Tzk)] | <€ falls tk_tk 1 <5

Dann folgt nédmlich

b—a—L|=[> (ty —tp1) —L|<e mit L= Zthk—x(tk Dl
k=1

k=1

Die Behauptung (x) ergibt sich aber sofort aus dem folgenden Hilfssatz. [J

Lemma 18.6 Ist ¥(s) auf [a,b] stetig, so gibt es zu jedem € > 0 ein & > 0 so, dass fir
alle sg, ..., s, € [a,b]

131(81)
[ : —Z(so)|l < e falls |s; — s;| < fiir alle i,
T (Sn)
Beweis durch Induktion tiber n: Da x1(s) auf [a, b] stetig und somit gleichméBig stetig ist,
gibt es 01 so, dass |z1(s1) — x1(s0)| < § falls [s; — so| < d1. Nach Induktion gibt es d so,
dass

xa(s1) .
0 | = #so)ll < 5 falls [s; — s3] < 6 fiir alle 4, j # 1.

xn(sn)

Wiéhle § = min{dq, d2}. Die Behauptung folgt mit der Dreiecksungleichung [J

Korollar 18.7 Ist Z(t) (t € [a,b]) stetig differenzierbar ist und ||2X(t)|| > 0 fir alle

t € [a,b], so ist
b —
0x
— || dt
[

die Weglinge, d.h. das Supremung der Ldngen der Polygonziige.

0= [ 1%

Nach dem Hauptsatz ist s differenzierbar mit

O0s
% 1%y > 0

also umkehrbar, d.h. ¢ = t(s). Mit der Kettenregel und der Umkehrregel folgt

oF _oror_or1 07 1
83_8156’5_815%_8”’@”
ot

Beweis. Sei

or
=1
1)
Daher haben wir Weglénge s(b) — s(a) = s(b). O
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18.5 DBeispiele von Weglédngen
Beispiel 5 Der durch die stetige Funktion

0 firt=20

f:00,1] = R, tw—
tcos®  fiirt € (0,1]

festgelegte Weg X : [0,1] — R? ¢ — (¢, f(t)) ist nicht rektifizierbar. Fiir die Punkte
t, = 1/n mit n > 1 gilt ndmlich

cos(n+ 1) cosnm
n+l  n
1
Con+l

[ X (Eng1) = X(E)I| = [ (ngr) = f(ta)] =

(- (-
n+1 n

11
+— > -,
n n

und die Reihe } 07 % divergiert bekanntlich. Man kann also nicht jedem Weg eine Lange
zuschreiben. ]

Beispiel 6 Die Linge des Weges
X :[0,27] = R?* ¢+ (rcost,rsint) mitr >0

ergibt sich aus

2 2
L(X) :/ \/Xl(t)2 + Xo(t)2 dt = Vr2sin?t + r2 cos? t dt = 277, (18.7)
0 0
Das Ergebnis ist natiirlich (7) gleich dem Kreisumfang eines Kreises vom Radius r. Doch
haben wir in (18.7) tatséchlich die Lénge des Kreisumfangs, d.h. einer Kurve, berechnet?
Der Weg
Y :[0,47] = R? ¢+ (rcost,rsint)

fithrt auf die gleiche Kurve wie der Weg X, hat jedoch die doppelte Lénge wie X,
was natiirlich daran liegt, dass Y die Kreislinie zweimal durchlduft. Will man also Kur-
venldngen berechnen, mufl man einen rektifizierbaren Weg wéhlen, der jeden Punkt der
Kurve nur einmal durchlauft. Nur Anfangs- und Endpunkt diirfen gegebenenfalls (wie bei
der Kreislinie und anderen geschlossenen Kurven) zusammenfallen. |

Beispiel 7 Ist f : [a,b] — R stetig differenzierbar und X : [a,b] — R2, ¢ — (¢, f(t)), so ist
b
LLX)ZL/ NSESTO (18.8)

18.6 Linienelemente

Fiir stetige differenzierbare Wege mit |22} = 1 definieren wir das Linienelement an der
Stelle p als die lineare Abbildung dZ(p) : R" — R mit

A (p)(ds) = ds o (p)
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Das Linienelement approximiert die Kurve in der Ndhe von p durch eine Strecke

Hp+ As) ~ F(p) + dT(p) (As) = Asor ()

Ist t differenzierbare Funktion von s so gilt

. L, orot OF
dz(p)(dt) = dsaa =dt T

19  Wegintegrale

Bisher haben wir ausschlieflich Integrale iiber Intervallen betrachtet. Ziel dieses Abschnit-
tes ist es, Integrale {iber Kurven zu erkldren und zu berechnen. Besonders interessiert
uns dabei die Frage, ob ein solches Integral nur von Anfangs- und Endpunkt der Kurve
abhéngt.

19.1 Definition

Wenn es existiert, so nennen wir
b
| sy
a

das Integral der skalaren Funktion f lings des Weges Z(t),t € [a,b]. Ist f(Z(t)) > 0 fur
alle ¢, konnen wir es als Maf fiir Flache {(Z(t),y) |0 <y < f( £(t)), t € |a,b]} verstehen.

19.2 Summationstheorem fiir Wegintegrale

Satz 19.1 Sei 7 : [a,b] — R" stetig differenzierbar mit |2 (t)]|| = 1 fir alle t € [a,b]. Sei
D CR" und f: D — R so, dass f(Z(t)) fir alle t € [a,b] definiert und stetig ist. Dann
gibt es zu jedem € > 0 ein & > 0 so, dass fir allea < c<d <bmitd—c <9 und alle
T € [c,d] gilt

1&(d) — 2|l £(E(r) /"f ) dt] < e(d - )

Anschaulich fiir f(#(t)) > 0: Sind ¢ und d geniigend nahe beieinander, so ist die Fliche
{(Zt),y) | 0 <y < f(Z(t)), t € [e,d]} ndherungsweise gleich der Flache des Rechtecks
{(AZ(c) + (1 = XN)Z(d) , h) | A € [0,1]}, dessen Grundseite die Strecke von #(c) nach Z(d)
ist und dessen Hohe einer der Werte f(Z(7)) mit 7 € [c, d] ist.
Beweis. Nach dem Satz iiber die Integrierbarkeit stetiger Funktionen gibt es d; > 0
mit
5

I/f ))dt — f ((T))(d—c)|§2(d—c)fi'1rd—c§51.

Wegen der Stetigkeit auf [a, b] existiert

M = max{|f(Z(t))| | t € [a,b]}
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Wegen der stetigen Differenzierbarkeit mit Betrag 1 gibt es do mit

|IIfi“’(d) — (]

€
1< —— fird—c<
T 1|_2M fiir d —c < 9

Also -
1Z(d) = ()| f(Z(r) = (d = ) f(@FT)]| = 5(d = ¢)
und die Behauptung folgt mit 6 = min{dy, do} und der Dreiecksungleichung. [J

Korollar 19.2 Unter den Voraussetzungen des Satzes sei W(c,d) € R fiir alle a < ¢ <
d < b definiert und additiv. Weiterhin gelte: Fiir alle ¢ > 0 ¢ibt es 6 > 0 so, dass fir
alle At mit |At| < § und alle p € |a,b] gilt: Es gibt T 6 [P p + At] mz’t W(p p+ At) —
f(Z(1))At| < e|At|. Dann gilt fir alle ¢ < d in [a, b]: f f(@

Beweis. Summationstheorem und obiger Satz. [J

Den Fall, dass Z(t) stetig differenzierbar ist mit |22 > 0 kénnen wir wie in 18.1.7 durch
Substitution auf diesen Fall zuriickfithren. Wir haben dann das Wegintegral

/ “raon = [ s
a ot B s(a)

. . _ __ Os
mit der Wegldnge s = s(t) von @ nach ¢ und ds = &dt.

19.3 Wegintegral im Vektorfeld

Der wichtigste Fall: F ist ein Vektorfeld, so, dass F(Z(t)) fiir alle t € [a, ] definiert und

stetig ist. Wir setzen 5
N P x 1
f(&(1) = (F(Z(t)) E(t»@

Definition 19.3 Sei D CR", F: D — R", ¥ : [a,b] — D C R" ein stetig differenzier-
barer Weg und F(Z(t)) auf [a,b] stetig. Dann heifit

b F b .
/Fﬁ 7 = / (F(Z(t)) gt (f))dt = / F(X@) - X(t)dt (19.9)
das Wegintegral von F' entlang des Weges Z(t) = X (t) (t € [a,b]).

Statt (19.9) findet man oft auch die Schreibweise
/ F-dX oder / FdX, + ...+ F,dX,,
be b

wobei F; bzw. X; die Komponenten von F' bzw. X sind.

Unter der Voraussetzung [|2Z|| > 0 ist das Wegintegral (auch Linienintegral) von der
Kurve aber nicht von der Parametrlslerung abhéngig: Sind s = s(t) und t = t(s) stetig
differenzierbar mit nicht verschwindenden Ableitungen so gilt

s(b) Z b 7 b —
| F @) 150 ds = [(FG) | Gngds = [Fao) Goa
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Insbesondere kénnen wir stets zum Fall konstanter Bahngeschwindigkeit 1 {ibergehen. Ist
nun F ein Kraftfeld und beschreibt Z(t) die Bewegung einer Masse langs eines Weges, so
diirfen wir nach dem Korollar W (e, d) als die auf dem Weg von #(c) nach Z(d) geleistete
Arbeit ansehen, weil dies nach allgemeiner Uberzeugung fiir hinreichend kleine Intervalle
[c,d] durch die Formel “gerade Wegstrecke mal Komponente in dieser Richtung des als
konstant angenommenen Kraftvektors” hinreichend genau angendhert wird.

19.4 Beispiele von Wegintegralen
Beispiel 8 Der Weg X sei gegeben durch

h
X :[0,27] = R?, ¢+ (acost,asint, 2—25),
7r

und P bewege sich entlang X von (a,0,0) nach (a,0,h). Dabei wirke eine Kraft F'(¥) =
—a mit einer Konstanten o > 0, d.h. P wird mit der Kraft ||F(Z)| = ay/2% + 23 + 23

in Richtung des Koordinatenursprungs gezogen. Fiir die zu leistende Arbeit W finden wir
2w
W = / F(X(t) - X(t)dt
0
/% (acost,asint, ~-1) - (—asint, acost, )t
= —a(acost,asint, —t) - (—asint,acost, —
0 ) Y 27T ) ) 27_[_

2
h
= a/ (a*sintcost — a’sintcost — (=—)*t)dt
0 2m

2 h 2 2 h2
= —a(£)2/ tdt = —a(—)Q( ) .
2" Jo 2 2 2

Wir betrachten bei gleicher Kraft noch einmal die Bewegung von P von (a,0,0) nach
(a,0,h), nun aber entlang des Weges

X :[0,h] = R? t+ (a,0,t).

Dann ist

" h ah?
W:/ _a(aaout)'(oaou]-)dt:_a/ tdt:_T)
0 0

d.h. wir gelangen zum gleichen Resultat. [ ]

Beispiel 9 Sei F' : R? — R? (z,y) — (2> + ¥, zy) und X : [0,1] — R% ¢ — (¢,t) (die
zugehorige Kurve ist die Strecke von (0,0) nach (1,1)). Dann ist

1 1 1
/ F(X(t)) - X(t)dt = / (2t2,¢%) - (1, 1)dt = / 3t3dt = 1.
0 0 0
Bei gleichem F' finden wir dagegen fiir das Wegintegral entlang des Weges
X :[0,1] =Rt (t,17)
(der entlang einer Parabel von (0,0) nach (1, 1) fiihrt)

1 1 14
/F-dX:/ (t2+t4,t3)~(1,2t)dt:/ (t* 4 3thdt = —,
X 0 0 15

also ein vom Weg abhéngiges Ergebnis. [ ]
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19.5 Regeln fiir Wegintegrale
Hier sind einige Regeln fiir den Umgang mit Wegintegralen.

1. Ist X~ der zu X entgegengesetzte Weg, so gilt
/ F~dX:—/F-dX. (19.10)
- X
2. Es gilt die Abschitzung
‘/ F-dX‘ < max | F(X(1) ]| L(X). (19.11)
X te[a,b]

3. Ist Z =X @Y die Summe der Wege X und Y, so ist

/ F~dX:/F-dX+/F~dY. (19.12)
XaY X Y

Man benutzt (19.12) auch, um das Wegintegral entlang eines nur stickweise stetig diffe-
renzierbaren Weges zu definieren.

Wir greifen nun die Beobachtung aus Beispiel 8 und 9 auf und fragen, wann ein Wegin-
tegral wegunabhdngig ist, d.h. nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges abhéngt (vgl.
Beispiel 8).

20 Potentiale

20.1 Definition und Anwendung

Definition 20.1 Sei D C R" offen und F : D — R" ein Vektorfeld. Existiert eine stetig
partiell differenzierbare Funktion ¢ : D — R mit

F(x) =gradp (z) firz € D,
so heif$t ¢ ein Potential (oder eine Stammfunktion) von F'.

Korollar 20.2 Besitzt F' auf D ein Potential, so ist F(x(t)) stetig differenzierbar fir
jeden Weg x(t) in D.

Beweis. Nach Voraussetzung sind die F;(z) = %(m) stetig differnezierbar, also nach der
Kettenregel auch Fj(z(t) . O
In Beispiel 8 (Kap.18) ist ¢(x1, x2, x3) := — 5 (2]4+23+13) ein Potential von F(xq, 2, 23) =

—a(ry, 9, x3). Physikalisch interessanter ist folgendes Beispiel.

Beispiel 10 Eine Masse m im Koordinatenursprung iibt nach dem Newtonschen Gravita-
tionsgesetz auf einen Massepunkt der Masse 1 in (x,vy, z) € R? eine Kraft I der Stiirke

Gm Gm
1 :C, ,Z = —
1wy M= Gy or =~ 2 vy
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aus. Diese Kraft weist zum Nullpunkt, hat also die Richtung — ”E s ;” Demnach ist
Gm Gm
F = - = — .

Man rechnet leicht nach, dass die Funktion ¢ : R*\{0} — R,

( ) Gm

T, Y,2) =

4 Vat+y?+ 22

ein Potential fiir F' auf R*\{0} ist (Newtonsches Gravitationspotential). n

Satz 20.3 Sei D C R" ein Gebiet und F : D — R"™ ein Vektorfeld mit einem Potential
¢ : D —R. Sind A und E zwei beliebige Punkte in D und ist X : [a,b] — D ein beliebiger
stiickweise stetig differenzierbarer Weg in D mit Anfangspunkt A und Endpunkt E, so gilt
fir das Wegintegral

/ F-dX = ¢(E) — p(A). (20.13)

Unter den Voraussetzungen des Satzes ist das Wegintegral also wegunabhéngig. Man
vergleiche (20.13) mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Insbesondere
ist (wieder unter den Voraussetzungen von Satz 20.3) jedes Wegintegral entlang eines
geschlossenen Weges (d.h. eines Weges mit A = E) gleich Null.

Beweis. Wir schreiben X (¢) = #(¢) und z = f(Z). Dann mit der Kettenregel und dem
Hauptsatz

" X b 9z(%
/ (F(Z(t) | — dt / 0351 8 . dt / W(t) dt = 2(Z(b)) — 2(#(a)) O

20.2 Sternférmige Mengen

Wir greifen nun die Beobachtung aus Beispiel 8 und 9 auf und fragen, wann ein Wegin-
tegral wegunabhdngig ist, d.h. nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges abhéngt (vgl.
Beispiel 8). Hierfiir bendtigen wir, dass die Wege in Mengen mit speziellen Eigenschaften
verlaufen, die wir nun definieren.

Definition 20.4 1. Eine Menge M C R" heifit wegzusammenhéngend, wenn sich
je zwet Punkte aus M durch einen Weg verbinden lassen, der komplett durch M
verlduft.

2. M heifst konvex, wenn sich je zweit Punkte aus M durch eine Strecke verbinden
lassen, die ganz in M liegt.

3. M heifit sternformig, wenn es einen Punkt z € M gibt, so dass fir jeden Punkt
x € M die Verbindungsstrecke von z nach x ganz in M liegt.

4. M heif$t ein Gebiet, wenn M offen und wegzusammenhdngend ist.

Konvexe Mengen sind sternférmig, und sternféormige Mengen sind wegzusammenhéngend.
(Fig.3)
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20.3 Integrierbare Vektorfelder

Mer folgende Satz hilft bei der Entscheidung, ob ein gegebenes Vektorfeld ein Potential
besitzt.

Satz 20.5 Sei M C R™ offen und sternformig, und F : M — R™ ein Vektorfeld. Sind die
Komponenten des Vektorfeldes F = (Fy, ..., F,) stetig partiell differenzierbar und gilt

oF;  OF;
3.75]- N 3.751
auf M, so besitzt F' ein Potential auf M.

firl<i<j<n Exakheit (20.14)

Die Bedingungen des Satzes 20.5 garantieren also die Existenz eines Potentials und da-
mit die Wegunabhéngigkeit des Wegintegrals. Es gilt auch die Umkehrung: besitzt das
auf der offenen Menge M stetig partiell differenzierbare Vektorfeld ein Potential, so gilt
(20.14) (Satz von Schwarz). Man beachte, dass wir in Satz 20.5 die Sternférmigkeit von
M fordern miissen. Ein Potential kann aber auch existieren, wenn diese Eigenschaft nicht
vorliegt (Beispiel 10: R™\{0} ist nicht sternférmig!). Fiir den Beweis benttigt man die
‘Parameterintegrale’, die im néchsten Kapitel behandelt werden.

Wir sehen uns die Bedingungen (20.14) fiir n = 2 und n = 3 genauer an und zeigen, wie
man bei Erfiilltsein dieser Bedingung ein Potential finden kann.

20.4 Vektorfelder in der Ebene

Faln=2Sei F = (F},Fy) : M — R? auf M =la, b[x]c,d[. Wihle (zo,yo) € M. Dann
verlaufen zu jedem (x,y) € M die Wege

Ly 2(t) = (2o, 1) ( € [yo,y], Ta: @(t) = (t,y) ( € [0, 7]
in M und wir haben Tangetialvektor (0,1) bzw. (1,0). Gibt es ein Potential ¢, so folgt

é(z,y) — d(x0,y0) = /

Iy

Yy X
F-d:z+/ F~df:/ Fg(xg,t)dt—Ir/ Fi(t,y)dt
I's

Yo o

und man kann es so bestimmen. Beachte, dass das Potential nur bis auf eine Konstante
bestimmt ist. Beispiel
Fl(way) =r+ty, FZ(‘ray) ::E_By

MitZL’O:yo:O

) T 3 1
¢(x,y):/ —3tdt—|—/ t+ydt:——y2+—:€2—|—xy
0 0 2 2

Hier héngt der erste Summand nur von y ab. Das gibt den Anlass zu dem Ansatz

Oh oY Oh

Oe,y) =h(e,y) +oly), o =R, 5o =F- 5
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weil Fy = §2 = %% und F, = 32

oh oY :
p) 8_y + 8_y Somlt

h(l’,y) :/Fl(xvy)d$a 1/1(1’79) :/(%(x,y) —Fg(m,y))dy

im Beispiel

oh
dy

3 9

=z, P(y) = /(x—3y—w)dy= —5Y

1
h(z,y) = /(ﬂv +y)dr = =2* + zy, 5

2
Sei nun M eine sternformige Menge. Hier reduziert sich (20.14) auf die eine Bedingung

8F1 B 0F2

Ist dies erfiillt, so versuchen wir, ¢ : M — R aus dem Ansatz

i Oy
R, X =F f M
0951 b 8x2 2 A

zu bestimmen. Integration der ersten Gleichung bzgl. x; liefert

o(x1,x9) = /Fl(xl,xQ)dxl + g(x2) (20.16)
mit einer nicht von xy, aber von x, abhéngigen , Integrationskonstanten® g. Wir leiten

(20.16) formal nach x5 ab und erhalten mit (20.15)

99 _ 9

Ory Oy Fi (1, 29)dxy + g'(22) = Fy(21, 12).

Hieraus folgt
0
9/(55'2) = F2(951,332) - _8 /F1(91317$2)d9€17
T2

und durch unbestimmte Integration bzgl. x5 gewinnt man g und damit ¢. Eine Probe
zeigt, ob tatséchlich eine Stammfunktion gefunden wurde.

Beispiel 11 Fiir # # 0 und y # 5 + km, k € Z sei

tan 1
Fi(z,y) = — 2y + 2zy + 2%, Fy(w,y) = 5 + 2% 42
x x cos?y
Dann ist (20.15) erfiillt, und wir wéhlen den Ansatz
dp tany s Oy 2 | 2
9v_ 2 - :
Ox x? R Oy  xcosty vty

Integration der ersten Beziehung nach x liefert

tany tany 3
w(x,y)zf(— 5t 2oy +at)de = ——= + 2%y + = +g(y).
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Wir leiten dies nach y ab und setzen das Ergebnis gleich F:

Oy 2 / ! 2 2
Oy  xcos?y Tt gy) = x cos?y Tty
Also ist ¢'(y) = y? und damit g(y) = % + C' sowie
tany 9 AR T
Y) = ——+a%y+ =+ = +C.
play) = ——+ay+ -+ 3
Sucht man nur ein Potential, kann man z.B. C' = 0 wéhlen. Die Probe durch Ableiten
zeigt, dass tatséchlich ein Potential von F' gefunden wurde. [ ]

20.5 Vektorfelder im Raum
Fall n = 3 Dann ergibt (20.14) die drei Bedingungen
oFy 0F, O0F, 0F; O0F, OF;

8:1:2 81’1 ’ 85[]3 8271 ’ 81’3 8:132 ( )
Sind diese erfiillt, machen wir den Ansatz
¢ Oy d¢
—=F"n, —=FF —-—/—=F
81'1 b (9952 2 8x3 3
fiir das gesuchte Potential . Wir integrieren die erste Gleichung nach x;
o(z1, 9, T3) = /Fl(:pl,mg,mg)dxl + g(x2, x3) (20.18)
und leiten nach x4 ab:
dp 0 dg 1
- - | F d —— =F .
Dy 02y / 1(1, T, 23)dy + Dy b (21, T2, T3)
Es ist also
dg 0

= Fy(xq, g, 73) — %/F1($17I27x3>dx1'
2

Oy
Die rechte Seite hangt wegen (20.17) nicht von z; ab; wir bezeichnen sie mit h(xq, z3) und
erhalten durch Integration nach x5

g(xe,3) = /h(xQ,xg)dm‘Q + l(x3).

Einsetzen in (20.18) liefert

o(x1, 9, x3) :/Fl(xl,:vg,xg)d:vl+/h(x2,:v3)dx3+€(x3).

Nun leiten wir noch nach x3 ab und setzen das Ergebnis gleich F3:

e _ 0

0 !
s 8_953 Fi(z1, 29, 23)dxy + =— | h(xg, x3)dxs + '(x3) L F3(xy1, 29, x3),

(9.1'3
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also
, 0 0
14 (33'3) = F3(9€17$2,$3) - a—%/ﬂ(ﬂ?l,%,xs)dl& - a—xg/h(ﬂb,l'?,)dﬂb-

Die rechte Seite dieser Gleichung héngt nur von z3 ab, und Integration dieser Gleichung
bzgl. x5 liefert ¢ und damit ¢.

Beispiel 12 Sei F(z,y,2) = (v + 2, —y — 2z, — y). Das Vektorfeld F : R® — R? erfiillt die
Bedingungen (20.14) auf der sternfsrmigen Menge R3, so dass mit Sicherheit ein Potential
existiert. Sei ¢ : R® — R dieses Potential. Aus ¢, = F} folgt durch Integration bzgl. =

2

o(r,y,2) = /(SL‘ +z)dr +g(y, 2) = % + 22+ g(y, 2).

Ableiten nach y ergibt

woraus folgt

Y
9y, 2) = =% —yz +L(2)
Also ist
22 y?
go(x,y,z) = E +x2 = 5 - yz+€(z),

und nach Ableiten nach z wird
po=x—y+l(2)=x—y,

d.h. #(z) = 0. Es ist also ¢ eine konstante Funktion, d.h.

2 2

gp(x,y,z)z%—i—xz—%—yz—i—c mit ¢ € R.

20.6 Rotation und Divergenz
Siche Skript Prof. Hieber (Analysis-11-ss08), I1X.2

21 Parameterabhéngige Integrale

21.1 Vertauschung von Integral und partieller Ableitung

Satz 21.1 Sei M C R™ offen und f : M X [a,b] stetig und stetig nach x; differenzierbar.
Dann gilt fir jedes p € M

b b
G [ ftaow) = [ S ar



21.2 Beispiele 129

Das Integral fab f(z,t)dt hiangt hier von Parameter x ab. Beweis. Wir benutzen die Schreib-
weise
r=yte & y—c<z<y+e¢

O.B.d.A. n =1. Sei p € M gegeben. Es gibt eine kompakte konvexe Umgebung M’ C M
von p (z.B. Us(p) C M fiir ein € > 0, da M offen, und M" = {z | |z — p| < ¢/2}). Sei
nun € > 0 und ¢ € [a,b] gegeben. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von %(szz,t) auf
M’ x [a,b] gibt es ein § > 0 so, dass

0 o O

5 a—(p,t)ﬂ:s fir alle x € M’ mit x =p+d und t € [a, b
x x

(‘Tut) =

Fir |[Az| < § folgt nun mit dem Mittelwertsatz angewandt auf % und mit {a, € M’
1 b b 1t
Ao st — [ rw0a) = 5 [0+ dat) s

1 .0 1 (. 0
:E/a Ax<a—£(gm, t)dtzﬂ/a Aa:(a—i(p,t)ia)dt

b b
:/ (%(p,t)is)dt:/ %(p,t)dtie(b—a)

a

21.2 Beispiele
Beispiel 12 Sei f(z,y) = €™ fir (x,y) € [0,1] x [—1,1]. Da f stetig ist, ist auch die

Funktion
1 oy 1 firy=20
= (& Xr =
9(y) /O =l firy € [-1,1]\{0}

stetig. Da auflerdem g—i = x ™ auf R? stetig ist, ist g differenzierbar auf [—1, 1] mit
dg ! 1/2 firy=0
o= / redr =9 (e y
dy 0 Y=g firy e [-1,1\{0}.
n
Beispiel 13 Fiir |t| < 1 berechnen wir das Integral
F(t) := / In(1 — 2t cos x + t*)du. (21.19)
0

Um Satz 21.1 benutzen zu koénnen, wihlen wir ein a € (0,1) mit ¢ € [—a, a]. Die Funktion
f(z,t) =1In(1 — 2t cos x + %)
ist nach t stetig partiell differenzierbar mit

af 2t — 2cosx
—(ZE,t) -
ot 1 —2tcosx + t2

auf [0,7] X [—a,a).



130 21 PARAMETERABHANGIGE INTEGRALE

Aus Satz 21.1 (c) folgt

T 2t—2
F(t) = / BT e,
o 1—2tcosx + t?

Zur Berechnung dieses Integrals substituieren wir

T
S = tan§ bzw. x = 2arctans.

bzw. (formal) dx = fji sowie

: dr __
Dann ist 52 = HQ

1—s2

1 — tan?

2z _ Gin2z z
cos” 5 — sin” _ 7 _
s 1+tan2§ 1+ s2

cosx = 7o —5
Cos* 5 + sin

Das gesuchte Integral geht {iber in

0o 1-s 0o
/ 2t_21+32 ) 2 ds—4/ (1+¢)—-(1-1) ds
o l-2i 412 1487 o (1+1)2s*+2(1+2)s2+ (1—t)2
Partialbruchzerlegung liefert

s2(1+1t) — (1 —1) 2 1 t?—1
(1+2)st+ 21+ )2+ (112 ¢t (32+1 * (1+t)232+(1—t)2)’

und mit dem Grundintegral

1 1 a ..
5 dr = arctan/—x fir ac>0
axrs +c v ac c

2 14+t o0
F'(t) = ;(arctans—arctan(li_ts)ﬂo =0

(man beachte, dass arctan0) = 0 und lim,_,., arctans = %) Also ist F' eine konstante
Funktion, und wir bestimmen ihren (einzigen) Wert, indem wir in (21.19) ¢ = 0 setzen:

erhalten wir

F(Zf):F(O):/(;ﬂlnldl‘:O. m

21.3 Integrierbare Vektorfelder

Zum Beweis von Satz 20.5. O.B.d.A. sieht das sternféormige Gebiet M so aus, dass fiir
jedes p in M die Verbindungsstrecke I'), = {tp | t € [0,1]} zu M gehort. Das gesuchte
Potential definieren als Wegintegral lings dieser Wege

f(p)z/rpF-de/()lw(pt) %p) s = /Zmppl

Zu zeigen ist, das f stetig partiell differenzierbar ist mit if = F}. Sei p € M. Fiir jedes
k betrachten wir die k-partielle Ableitung an der Stelle z. Wegen der stetigen partiellen
Differenzierbarkeit der Fj(tx) nach xj gilt fiir das Parameterintegral nach Satz 21.1

of
axk( _/O akath ) dt = /Z Fon ;) dt

=1
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Produkt- und Kettenregel ergeben

und hier ist der zweite Summand Fj(tzy) falls ¢ = k, andernfalls = 0. Also

of ' 0
oy 0= | 13 g, Filta) ) + Faar)

Nun gilt nach der Intergrabilitdtsbedingung (19.7) und nach der Kettenregel

0 0
Z o0 F;(tz) Z 3xZFk tx)at aFk(tx)

also mit der Produktregel und dem Hauptsatz

Ik
Ein durchsichtigerer Beweis ergibt sich wie folgt. Sei M zunéchst ein Intervall, d.h. ein
achsenparalleles Rechteck. Wihle (a by) € M und definiere fiir (a,b) € M

gb(a,b):/a(F(t, b0)|€1)dt+/b<F(a,t)]€2>dt:/aFl(t, bg)dt+/bFQ(a,t)dt

ag bo ag bo

Aus dem Hauptsatz folgt sofort

a a
% /ao F1<t, bo)dt = Fl(a,bo)

und mit Vertauschung und Exaktheit

€T

b b b
8835 / Fy(a,t)dt = / ?(a, t)dt = / %—Z;l(a,t)dt = Fi(a,b) — Fi(a,b)
bo bO

und somit 96
“C(a.b) = Fi(a,b)

Der Hauptsatz ergibt sofort

96 o -
Solat) =5 /b Fy(a, t)dt = Fy(a,b)

Sei nun M sternférmig mit Zentralpunkt (ag, b). Ist R ein Intervall mit Rand in M, so
gehort ganz R zu M (jeder Punkt liegt auf der Verbindungsstecke von (ag, by mit einem
Randpunkt von R), und da man auf R ein Potential hat, sind Intergrale langs Wegen in
R wegunabhéngig. Dasselbe gilt fiir jede Vereinigung endlich vieler Rechtecke.

Ein Haken sei ein Weg, der aus einer horizontalen und einer vertikalen Strecke besteht
(die diirfen auch Punkte sein). Ein Hakenweg ist eine Summe von Haken. Zu je zwei Haken-
wegen I'y, I" von (ag, by) nach (a,b) in M findet man eine endliche Folge I';, I’y ..., Ty =T
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von Hakenwegen so, dass sich die Kurve I';;; von der Kurve I'; nur dadurch unterschei-
det, dass die eine ein bestimmtes Rechteck [(x,y), (u, v)] iiber (u,y), die andere iiber (z,v)

durchlauft. Es folgt
/ F-df:/ F-df:...:/F-df
' I r

Die Existenz eines Hakenwegs folgt aus der Kompaktheit der Strecke von (ag,by) nach
(a,b): Diese ist enthalten in einer Vereinigung endlich vieler offener, in M enthaltener,
Kreise mit Mittelpunkt auf der Strecke. Diese Kreise kann man so nummerieren, dass
aufeinanderfolgende nichtleeren Schnitt, insbesondere eine gemeinsame Sehne senkrecht
zur Strecke haben. Nimmt man als ¢ das Minimum dieser Sehnenléngen, so erhédlt man
einen abgeschlossenen Streifen von Breite %5 um die Strecke, der ganz in M liegt. Innerhalb
dieses Streifens findet man den Hakenweg I'. Man kann also unabhéngig vom Hakenweg
I' definieren

qﬁ(a,b):/FF-d:Z’

Betrachten wir nun g—f(a, b), so geht es um ein Verlangerung der Hakenwegs in horizontaler
Richtung, also nach Hauptsatz

a¢ ' a+Ax
o0\ 0) = Jim 1 / (Flatt,b)|en)dt
' 1 a+Ax a T
~ lm - / Fi(t, bt = (- / Fy(t, b)dt)(a) = Fi(a,b)

Analog fiir g—z’. Dasselbe Vorgehen fiihrt zum Erfolg, wenn jedes von einem geschlossenen
Hakenweg in M begrenzte Gebiet ganz zu M gehort, d.h. wemm M einfach zusamm-
menhdngend ist. [J

23 Integration auf Intervallen im R"

In diesem und dem folgenden Kapitel kommen wir zur Definition und den wesentlichen
Eigenschaften des Riemann-Integrals einer Funktion von mehreren Verdnderlichen. Als
Motivation wird uns das Problem der Volumendefinition und -berechnung dienen (genau
wie das Problem der Fliachenberechnung bei Funktionen einer Verdnderlichen).

23.1 Das Riemann-Integral {iber Intervallen im R"
23.1.1 Intervalle

Wir beginnen mit der Integration iiber den ,einfachsten“ Teilmengen des R™, namlich
iiber Intervallen, Rechtecken, Quadern usw., die wir unter dem Namen . Intervall im R™
zusammenfassen. Wihrend wir im R! ausschlieBlich iiber Intervalle integriert haben, gibt
es beispielsweise im R? wesentlich mehr Mengen, {iber die man integrieren méchte (Kugeln,
Pyramiden, ...). Wir werden daher die in diesem Abschnitt angestellten Uberlegungen
spater auf allgemeinere Mengen iibertragen.
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Seien a = (ay,...,a,), b = (b1,...,b,) zwei Punkte des R” mit a; < b; fir ¢ = 1,...,n.
Das abgeschlossene Intervall [a,b] im R™ ist die Menge

[a1,b1] X ... X [an, by) = {(21,...,2,) €R": a; < x; < b; fiir alle i},
und die Menge
la,b[= (a,b) := (a1,b1) X ... X (an,by) = {(x1,...2,) ER": a; < x; <b; fiir alle i}

heifit ein offenes Intervall im R™ und ist nicht leer genau dann, wenn a; < b; fiir alle
i=1,...,n). Ist I = [a,b] oder I = (a,b) ein abgeschlossenes oder offenes Intervall, so
erklaren wir sein Maf p1o(I) durch

po(I) == (by —ay) - ... (by — an).
und seine Weite durch
max{(b; —ay),...,(bn —an)}

Gilt b; —a; = c fiir ¢« = 1,...,n so ist das Intervall regelmdfig mit Kantenlinge c. Wir
erhalten also fiir

e n =1 gewohnliche Intervalle, und po(7) ist die Liange des Intervalls,
e n =2 Rechtecke, und po(I) ist der Flicheninhalt,

e n =3 Quader, und (/) ist das Volumen.

Intervalle sind offensichtlich beschrankt und wegzusammenhéngend.

23.1.2 Rechteckzerlegungen

Eine Gitter-Zerlegung Z eines abgeschlossenen Intervalls I = [a,b] C R™ ist ein Produkt
Z1 X ... X Z, von Zerlegungen Z; der Intervalle [a;, b;]. Die Teilintervalle der Zerlegung Z
erhédlt man, indem man im Produkt 77 x ... x T, die T; alle Teilintervalle der Zerlegung
Z; von [a;, b;] durchlaufen 148t. Also: Ist a; = @0 < zi1 < ... < 2z, = b; die Zerlegung Z;
von [a;, b)) C R, so hat man die Teilintervalle (Fig.4)

{z eR" | zig, <y < zggyq fiir i =1,...,n} (0 < k; <my)

Allgemeiner kann man eine Rechteckzerlegung Z eines Intervalls I definieren als eine
endliche Menge abgeschlossener Intervalle, der Teilintervalle der Zerlegung, so, dass

e die zugehorigen offenen Teilintervalle nicht leer sind
e [ die Vereinigung der Teilintervalle ist

e keine zwei verschiedenen Teilintervalle einen inneren Punkt gemeinsam haben

Die Weite von Z ist das Maximum der Weiten der Teilintervalle. Eine Zerlegung Z" von [
ist feiner als Z, wenn jedes Teilintervall von Z’ ganz in einem Teilintervall von Z enthalten
ist.

Lemma 23.1 Jede Zerlegung Z von I kann zu einer Gitterzerlegung Z' verfeinert werden.
Je zwei Zerlegungen von I haben eine gemeinsame Verfeinerung.

Beweis. Wihle die Rechteckzerlegung Z! von a;, b;] so, dass sie zu jedem [u,v] € Z die
Punkte wu;, v; enthalt. [
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23.1.3 Treppenfunktionen

Eine Treppenfunktion auf einem Intervall I mit Rechteckzerlegung Z ist eine Funktion
f: I — R, die auf jedem offenen Teilintervall von Z konstant ist. Das zugehorige Integral
ist dann definiert als

[ o= 3 fwlluv) R wobei &, clusul
1 [uw]eZ

f is auch bzgl. jeder Verfeinerung Z’ von Z eine Treppenfunktion und das Integral bzgl.
7' ist dasselbe.

23.1.4 Unter- und Obersummen

Jede beschréankte Teilmenge X von R hat 19.1.5 ein Supremum. Eine obere Schranke s
von X ist genau dann Supremum, wenn es eine Folge z, € X gubt mit x,, — s. Ersetzt
man < durch >, so erhélt man Definition, Charakterisierunng und Existenz des Infimums
inf X, der gofiten unteren Schranke.

Sei I C R"™ ein abgeschlossenes Intervall, und Z sei eine Rechteckzerlegung von I in
Teilintervalle Iy, ..., I,,. Fiir jede beschriankte Funktion f : I — R erkldren wir

my = 1inf{f(x):x € I}} sowie My :=sup{f(x):x € I}},

und wir nennen

UZ, f) = Z mypio(Ix)

bzw.

O(Z, ) = Mypo(Ix)

die Unter- bzw. Obersumme von f bzgl. der Rechteckzerlegung Z. Ist Z’ feiner als Z so
gilt offensichtlich
U(Z,F)<U(Z,f)<O0(Z', f) <O(Z, [)

Schliefilich sei noch
U(f, 1) := Sng(ny)

und

O/, 1) := inf O(Z, f),
wobei das Supremum bzw. das Infimum iiber alle Rechteckzerlegungen Z von I zu bilden
ist.
23.1.5 Riemann-Summe und Integral

Zu einer Rechteckzerlegung Z von I und betrachtet man die Zwischenvektoren & = (§,y |
[u,v] € Z) mit &, €]u,v[ und die Riemannsumme

R(Z,f, f) = Z f(guv)ﬂ(]([u>v])

[uw]leZ
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Satz 23.2 Sei [ = [a,b] ein Intervall in R™ und f : I — R eine beschrinkte Funktion.
Fiir c € R sind dquivalent

(i) Es gibt Treppenfunktionen ik’Tk I = Rmit [ < f < . fir alle k und
limy o0 J; zk(x)dx = ¢ = limy o [, fr(z)da

(i1) Fir alle e > 0 gibt es 6 > 0 so, dass fiir alle Rechteckzerleqgungen Z von I mit Weite
< 0 und alle Zwischenvektoren & gilt: |c — R(Z,€, )| < ¢

(111) Fiir alle ¢ > 0 gibt es eine Gitter-Zerlequng Z von I so, dass fiir alle Zwischenvek-
toren & gilt: |c — R(Z,€, f)| <e

(w) U(f, 1) = O(f, 1) = ¢

Es gibt héchstens ein ¢, das (iii) erfillt und es gilt m(b —a) < ¢ < M(b — a) falls
m < f(x) <M fir alle x € 1.

Definition 23.3 Sei I C R™ ein abgeschlossenes Intervall und f : I — R eine be-
schrinkte Funktion. Gilt eine (also alle) der Aussagen (i)-(iv) fir ein ¢ € R, so heifst f
Riemann-integrierbar auf I, und der eindeutig bestimmte Wert ¢ heiffit Riemann-Integral
von f auf I. Als Bezeichnung wdhlen wir

c:/If(asl,...,xn)d(zl,...,xn) oder kurz /If(m)dx.

Besser wire z.B. [, f [, dz; oder einfach [, f(Z).

Korollar 23.4 Beschrinktes f : I — R ist Riemann-integrierbar genau dann, wenn es
Treppenfunktionen f, < [ < fy gibt mit [} fi(z)dz — [} f, (z)dz — 0 fir k — oo.

Beweis. Die Aquivalenz von (i),(ii) und (iii) beweist man wie im Fall n = 1. Gilt (iv),

so wihle zu ¢ = % eine Rechteckzerlegung Z mit Untersumme ¢ — ¢ < U(Z, f) < ¢

und f L als die zugehorige Treppenfunktion. Ebenso fiir Obersummen. Dann folgt (i).
Gelte umgekehrt (i) und sei Z¥ Rechteckzerlegung zu /- Dann gibt es zu jeder Recht-
eckzerlegung Z gemeinsame Verfeinerung Z’ und es folgt [ f e <UZ f) < U, I).
Also ¢ = U(f,I). Entprechend fiir Obersummen. Beim Beweis des Korollars kann man
fo < S, < fi < fr—, annehmen, indem ma f, durch max{f, | | < k} ersetzt, analog

fiir f,. Damit erhélt man eine Intervallschachtelung und das gesuchte c. [J

23.1.6  Beispiel und Eigenschaften des Riemann-Integrals

In R2 bzw. R3 schreibt man auch
[ o) o) = [ ey
I I

bzw.

/f(xl,xg,xg)d(xl,xg,xg):/f($,y,z)d(:v,y,z).
I I
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Als einfaches Beispiel betrachten wir die konstante Funktion f(z) = ¢ auf I C R™. Dann
ist

UZ,f) = Zcuo(sz) = CZMo(sz) = cpo(I)

und analog O(Z, f) = cpo(I), und wir erhalten
O, 1) =U(1.1) = [ car.....z) = (D)

I
Mit der Wahl ¢ = 1 wird insbesondere

po(l) = /Id(xl, Cey X)),

d.h. man kann das Mafl von [ als Integral iiber die Funktion f(z) = 1 darstellen. Wir
kommen hierauf noch zuriick.

Die folgenden einfachen Eigenschaften des Riemann-Integrals im R™ beweist man wie
im Fall n = 1.

Satz 23.5 Sei I C R"™ ein abgeschlossenes Intervall, und f,qg : I — R seien Riemann-
integrierbar.

o Fir beliebige o, B € R ist af + Sg Riemann-integrierbar, und
/ (ozf(x) + ﬁg(x))dx =« /f(x)dx + B/g(m)dw.
I I I

o Ist f(x) < g(x) fir alle x € I, so ist

/If(:c)d:cg/lg(:c)d:c.

‘/If(x)dx <sup |f(z)| po(I).

zel

o s ist

23.1.7 Additiviat

Lemma 23.6 Ist [ : I — R beschrinkt, J C I und existiert [, f(x)dx so existiert auch
f S f (x)dz

Beweis. Beweis. O.B.d.A. f(x) > 0 fiir alle x € I. Nun benutze, dass jede Rechteckzer-
legung von [ eine Verfeinerung besitzt, die eine passende Verfeinerung von J umfasst.

U
Fiir Intervalle [u, v], [w, y] und [c, d] in R™ schreiben wir
[, v] @ [w,y] = [c, d]

und sprechen von der Summe, falls [u,v] U [w,y] = [¢, d] und falls [u, v] und [w,y] keinen
inneren Punkt gemeinsam haben. Eine Abbildung W, die jedem [c,d] C I C R" ein
W (lc,d]) € R zuordnet ist additiv auf I, falls

[, 0] @ [w, y] = [e;d] = W([u,v]) + W([w,y]) = W([c,d])
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Lemma 23.7 Jede Riemann-integrierbare beschrinkte Funktion f : I — R st auf [
additiv.

Beweis: Ist [u, v]® [w,y] = [c,d], Z Rechteckzerlegung von [u, v] und Z’ Rechteckzerlegung
von [w, yl, so ist Z U Z’ Rechteckzerlegung von [c, d]. OJ

23.2 Integrale stetiger Funktionen
23.2.1 Zwischenwertsatz

Lemma 23.8 Sei M C R" wegzusammenhdngend und f : M — R stetig. Dann ist
f(M) ={f(x) | x € M} ein Intervall. Ist dabei M kompakt, so ist f(M) ein kompaktes

Intervall.

Beweis. Seien p,q € M, 0.B.d.A. f(p) < f(¢) und z € [f(p), f(q)]. Nach Voraussetzung
gibt es einen Weg z(t) (t € [a,b] im M mit x(a) = p und z(b) = ¢. Nun wende den
Zwischenwertsatz an auf die stetige Funktion ¢ : [a,b] — R mit g(t) = f(x(t)). Ist M
kompakt, so ist f(M) nach Satz 4.6 kompakt. O]

23.2.2 Summationstheorem
Theorem 23.9 Sei [ = [a,b] CR" und f: 1 — R stetig. Dann gilt

(i) f: 1 — R ist Riemann-integrierbar und zu jedem € > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir
alle Intervalle [c,d] C I von Weite < ¢ und alle € € [c,d] gilt

| [ f@)de = f(Ouo(le, d])] < epolle, d))

[c,d]

(1) Mittelwertsatz: Es gibt & € I mat [, f(x)dx = f(&)po(I)
(111) Sei W((c,d)] fir alle [c,d] C I definiert und additiv. Gelte weiterhin

(%) Fir alle e > 0 gibt es ein 6 > 0 so, dass fir alle (regelmdfigen) [c,d] C I von
Weite < § gilt

Es gibt € € [c,d] mit [W ([c,d]) — f(E)po(lc, d])| < epo(]e, d])
Dann gilt fir alle [c,d] C I: W([e,d]) = [, 4 f(z)dz.

Der Beweis folgt wie fiir n = 1. In (i) benutzt man wieder die gleichméssige Stetigkeit von
f auf dem Kompaktum I und in (ii) den Zwischenwertsatz. In (iii) schreibt man [c, d] als
Summe von Teilintervallen einer Rechteckzerlegung Z und lasst die Weite von Z gegen 0
gehen. [

Bei der urspriinglichen Auffassung von Integralen ist [, f(x)dx die reelle Zahl, die von der
Summe ), f(x)dx mit infinitesimalem Fldchen- oder Volumenelement dx = (dz)™ nur
infinitesimalen Abstand hat. Die Voraussetzung (%) des Theorems besagt dann, dass a =
W(p, p+dZ) — f(§)dx infinitesimal von zweiter Ordung ist, d.h. dass & infinitesimal ist.
In dieser Form war das Theorem die Grundlage fiir die Einfithrung physikalischer Grofien

als Integrale. In den Natur- und Technikwissenschaften wird das heute so formuliert:
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Von der Summe W =", f(&)(Ax)} mit den Flichen- bzw. Volumenelemente
(Az)} geht man mit (Az), — 0 zum Integral W = [ f(x)dx dber (unter
Bezugnahme auf den Fall stiickweise konstanter Funktionen).

Ist die Stetigkeit von f(z) gegeben, so handelt es sich demnach um eine Anwendung des
Theorems. In der géngigen mathematischen Literatur, wird bestenfalls bei der Definition
einer Grofle durch ein Integral eine Motivation im Sinne des Theorems gegeben. Die
infinitesimale Form findet man in Lehrbiichern zur Nonstandard-Analysis.

23.2.3 Nachtrag: Riemannintegral in 1 Variablen

Riemannsches Integral

Fiir eine Zerlegung von I Z und Zwischenvektor E: (&) mit & € |2k, 2k41] definiert man
die Riemann-Summe

R(Z,E f) = Zfék )(Az);

c ist das Riemann-Integral von f wenn

c= lim R(Z,&, f) tir w(Z,) — 0

k—infty

fiir jede Folge Zj von Zerlegungen mit Maschenweite w(Z;) — 0 und jede Wahl der Zwi-
schenpunkte 2j. Jede sprunstetige Funktion ist Riemannn-integrierbar, aber nicht umge-
kehrt. Genaueres in supp.pdf
Satz. Sei f : [a,b] = R eine beschrinkte Funktion. Fir ¢ € R sind dquivalent
(i) Es gibt Treppenfunktionen in’fn ta, b > Romit f < f < f.. fir alle n (0.B.d.A.
[ <[ < fo < fooi) und lim, fabin(x)dx =c=lim, . f:?n(x)dx
(i1) Fir alle e > 0 gibt es 6 > 0 so, dass fir alle Zerlegungen Z von |a,b] mit Maschen-
weite < 6 und alle & € [zk, zp1[ gilt: |c — ZZ:O fl&e)(Ax)| < e

(ii) Fiir alle € > 0 gibt es eine Zerlequng Z von [a,b] so, dass fir alle & € [zk, 2x41]
gilt: ¢ = 3 o (&) (Az)r| < €

Es gibt hichstens ein ¢, das (iii) erfillt und es gilt m(b —a) < ¢ < M(b — a) falls
m < f(x) < M fir alle x € [a,b].

Gilt (i), so heifit f : [a,b] — R (Riemann-integrierbar und ¢ = fab f(z)dx das Integral von
f auf dem Intervall [a,b]. (ii) und (iii) geben Anlass,

Beschrénktes f : [a,b] — R ist Riemann- integrierbar genau dann, wenn es Treppen-
funktionen f < f < f, gibt mit f;? Ydz — f [ (z)dz — 0 fiir n — oo.

Beweis. (iii) folgt trival aus (ii). Um (iii) = (i) zu zeigen, sei ¢ = = und Z die zugehérige
Zerlegung. sei n = ¢/(b—a). Da f auf |z, z11[ nach oben und unten beschriinkt ist, gibt
es (dank Archimedes) &, £, € |zk, 2k41[ so, dass

F€) —n < fl2) < f(&) +n fiir alle o € oy, wpsa.
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Definiere Treppenfunktionen

W) = f(E) +n fir 2 <o <z
5) n fﬁrzk§x<2k+1

Dann folgt in < f<f, und

n—1

(& Amk—/f Yo < e

k=0
also mit Voraussetzung (iii)
b
o —/ £ (w)da] < 2.

Es folgt
b

c=lim [ f (z)dx

n—oo —n
a

und entsprechend ¢ = lim,, o, f: f..(x)dz. Insbesondere ist ¢ durch f eindeutig bestimmt.

Indem man f durch max{f ,f } und f,, durch min{f,, f, ,} ersetzt, kann man
S <)< f. < f,_, erreichen.
Sei nun (i) angenommen. Wegen der Beschrénktheit von f gibt es m, M mit m <

f(x) < M fiir alle z € [a,b]. Wir diirfen also auch m < f (z) < f.(x) < M annehmen

(indem wir zu max{m, f (z)} und min{M, fa(z)} iibergehen). Sei € > 0 gegeben. Nach
Voraussetzung gibt es ein ng so, dass

/abfno(x)dx — /abino(x)dx < g

Sei N grofler als die Anzahl der Teilpunkte in den gewéhlten Zerlegungen zu ino bzw.
Fry- Wiihle § > 0 mit
(M —m)N < -

Ll ™

Seien nun eine Zerlegung Z von Maschenweite < 0 und & € [z, 2x41] gegeben. Definiere
die Treppenfunktion g durch

g(x) = f(&) fir z < o < 241

b b b
/a f,@)de = < / glx)dr < / Funla)de + =

Ist ndmlich ein Linienelement [z, zx11[ von Z ganz in einem von ino enthalten, so gilt auf

Dann gilt

diesem Lm (x) < f(z). Andererseits gibt es hochstens N Linienelemente von Z, die nicht
ganz in einem Linienlement von ino enthalten sind und fiir jedes solche gilt

9(&r)(Az) — [ (&) (Az)i| < O(M —m).
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Entsprechendes gilt fiir f,, . Es folgt, wie in (ii) behauptet,

b
|c—/ g(x)dx| <e.
a
Hat man Treppenfunktionen wie im Kasten, so hat man Treppenfunktionen

g,(r) = max{f, (z) | k <n} < f(z) <7,(x) = min{f,(2) | k < n}

und somit Intervallschachtelung

[ g0, (g wa

und diese bestimmt ¢ = f; f(z)dz. O

Korollar. Sprungstetige Funktionen sind Riemann-integrierbar und das Riemann-Integral
stimmt fiir diese mit dem oben definierten Integral tiberein.

Beweis. (i) und (e). O
Warnung. Es gibt Riemann-integrierbare Funktionen, die nicht sprungstetig sind.

Summationstheorem

Satz. Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar und es gilt

(i) Zu jedem e > 0 gibt es 6 > 0 so, dass fir allea < c¢<d <bmitd—c <0 und alle
€ € e, d] gilt

d
[ s~ f@) - o) < =(d o)
Beweis. Wegen der gleichméfligen Stetigkeit von f kann man zu jeden € > 0 ein § > 0
wihlen so, dass |f(z) — f(p)| < § falls [z — p| < 0. Sei ¢ = 1. Wihle eine Zerlegung

a=2z<z <...<zp=">bso,dass zx11 — z < ¢ fiir alle £ und beliebige & € [zk, zk11]-
Definiere Treppenfunktionen durch

n(x) = f(&) +
W (2) = f(&) —

und f,(2) = f, (2) = f(2). Dann folgt f < f < f, und

fiir 2 < < 241
fiir 2 < < 2z

[~ |

NN

Also lim,,_, ff ?ndx = lim,,_, ff fndx, d.h. f ist integrierbar. Sei schliellich 0 < d—c¢ <
§ und € € [¢,d]. Die Einschrinkung g von f auf [c,d] ist integrierbar. Definiere auf [c, d]
die Treppenfunktionen

firc<z<d

firc<ax<d

() = f() +
(z) = f(&) —

@ W
CIEYSIG
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und g(z) = g(z) = g(z) fiir v = ¢,d. Dann g < g <7 und

e(d—c)
2

. d d d
FOu-0 - = [gar< [Cgwar < [ ge = s)a-o+

und es folgt die Behauptung (i). OJ.

Summationstheorem. Sei W(a,b) € R fiir a < b im offenen Intervall I C R definiert und
gelte die Additivitét

W(a,b) =W(a,c)+Wi(c,b) falls ¢ zwischen a und b
Sei f: I — R auf I stetig und gelte

(%) Fir alle e > 0 gibt es ein § > 0 so, dass fir alle Ax mit |Ax| < 6 und allep € 1
qilt:

— Es gibt § € [p, p+ Az] mit [W(p, p+ Az) — f(§)Az| < g|Az]
Dann gilt fiir alle a < b in I: W(a,b) = f: f(x)dz.

Bei der urspriinglichen Auffassung von Integralen ist fab f(x)dz die reelle Zahl, die von

der Summe 3" f(z)dz mit infinitesimalen dz nur infinitesimalen Abstand hat. Die Vor-
aussetzung () des Theorems besagt dann, dass a = W (p, p+ dz) — f(§)dx infinitesimal
von zweiter Ordung ist, d.h. dass - infinitesimal ist. In dieser Form war das Theorem
die Grundlage fiir die Einfithrung physikalischer Gréfien als Integrale. In den Natur- und

Technikwissenschaften wird das heute so formuliert:

Von der Summe W = ", f(&)(Ax), mit den Linienelementen (Ax);, geht
man mit (Azx), — 0 zum Integral W = [ f(x)dx dber (unter Bezugnahme auf
den Fall stiickweise konstanter Funktionen).

Ist die Stetigkeit von f(z) gegeben, so handelt es sich demnach um eineAnwendung des
Theorems. In der giangigen mathematischen Literatur, wird bestenfalls bei der Definiti-
on einer Grofle durch ein Integral eine Motivation im Sinne des Theorems gegeben. Die
infinitesimale Form findet man in Lehrbiichern zur Nonstandard-Analysis. Das Theorem
verallgemeinert sich in offensichtlicher Weise auf Bereichsintegrale und mit mehr Anstren-
gung auf Kurven- und Fléchenintegrale - das Problem ist die Zuordnung von geradlinigen
Strecken- bzw. Flachenelementen zu gekriimmten Kurven- bzw. Fléachenstiicken.

Beweis. Sei a > b und € > 0 gegeben. Wéhle § gemé$ (x) und nach dem vorangehenden
Satz so, dass

p+Ax
|/ fx)dz—f(§)|Az| < eAz| fur alle p € [a,b], |]A] < § und passendes & € [p, p + Az].
P

Wihle ein Zerlegung a = zp < z1... < z, = b von Maschenweite < 0 und &, € [z, 2k41]
so, dass |W (zk, zk+1) — f(&k)(zks1 — 2k)| < (241 — 2x). Dann folgt

Zk+1
W (2, 2s1) — / f(a)de| <
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< W 2k 2r11) — f(Ek) (2rr1 — 1) + 1 F(§r) (g1 — 21) — /Zk+l f(x)de| < 2e(z41 — 21)

2k

also mit der Additividt und Dreiecksungleichung

b n—1 241
|[W(a,b) — / flx)dz| < Z W (2, 2k41) — / f(x)dz| < 2e(b—a)
a k=0 Zk
Dies gilt fiir alle € > 0, also nach Archimedes W (a,b) = fab f(z)dz. O

23.3 Mehrfachintegrale

Der folgende Satz ist der Schliissel zur Berechnung von Riemann-Integralen im R"™. Durch
ihn wird die Berechnung eines Integrales auf die Berechnung von zwei Integralen in Raum-
en von niedrigerer Dimension als n zuriickgefiihrt. Durch mehrfache Anwendung dieses
Satzes fiihrt man schliefflich die Berechnung eines Integrals iiber einem Intervall im R™ auf
die Berechnung von ,,gewohnlichen“ Riemann-Integralen iiber ,,gewohnlichen® Intervallen
in R! zuriick.

23.3.1 Satz von Fubini

Satz 23.10 (Satz von Fubini) Seien I, C R* und I, C R’ abgeschlossene Intervalle
und ser I = I, x I, C RF x R = RFFE. Weiter sei die Funktion f : I, x I, - R
Riemann-integrierbar auf I.

o FEmistiert fiir jedes feste y € I, das Riemann-Integral

9(y) = | f(x,y)dz,

Iy

so st die Funktion g Riemann-integrierbar, d.h. es existiert das iterierte Integral

| (] faac)a,

[ i = [ ([ i)

e FEuxistiert fiir jedes feste x € I, das Riemann-Integral

hz) = / F(9)dy,

und es ist

so ist h Riemann-integrierbar, das iterierte Integral

[ ([ s vty)as

[ = [ ([ s )i

existiert, und
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Ist f stetig, so existieren g bzw. h und sind stetig.

Man beachte, dass aus der Existenz der beiden iterierten Integrale

/Iy(/lzf(x,y)dx)dy und /Iz</lyf(x,y)dy>dx

noch nicht die Existenz des Integrals

/I f(x.y) d(z.y) (23.20)

folgt.

23.3.2 Beweis.

Schreibweise
f(C) = f(x), x € C° falls f|C° konstant

Wir benutzen Zerlegungen
Z,={CxD|Ce€ Z,,, De Z,}

wobei Z,,, Zerlegung von I, und Z,, Zerlegung von I, mit Weite — 0. Seien

[, <f<Fa /Tn—/in—m

dazu passende Treppenfunktionen. Dann ist

9. W) = > [ (CxDyu(C)<gly), yeDEeZ,

Cean

Treppenfunktion auf I, passend zu Z,,, und

/LS/%
gsa,/ms/ﬁ

Also existiert [gund [g= [ f.
Ist f stetig, so auch g. Dazu sei n = k + [. Gegeben € > 0. Da f auf [ gleichméBig stetig
ist, gibt es 6 > 0 so, dass fiir alle ((z,y), (z/,¢') € 1
[(z,y) = (@ I <o= [f@"y) - fla,y) <e
Seien nun y,y" € I, mit ||y — ¢/|] < \%. Zerlege I, = I,, © ... ® I,,, mit I, von Weite

< \/LE‘ Nach dem Mittelwertsatz gibt es ;, &} € I,; mit

Ebenso erhalt man

f(x,y)de = f(&§5,y)po(lz,;) und [,y )de = (&, y ) uo(lz;)

I L.,
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also |(&5,y) — (&}, %')|l < 6 und somit

| f(:L‘,y)dZL‘ - f(ZL‘, y/)d‘ﬂ = |f(§]’ y) - f(fla y/)|N0(I$]) < 6/10(]35].)

Izj Izj

Da MO(Ix) = anl /’LO(ICCJ')7 fOIgt

() lg(y) —g@)| =1 [ flzy)de — [ flz,y)dz| < epo(ly)

I Iy

Somit ist g stetig und integrierbar. [J

23.3.3 Beispiele

Beispiel 1 Sei f(x,y) = cos(2z +3y) auf I = [0, 7] x [0, 75]. Die Funktion f ist auf I stetig,

so dass wir [, f(z,y) d(z,y) mit Hilfe iterierter Integrale bestimmen kénnen. Es ist

/If(xa y)d(z,y) = /(:/4 </07r/12 cos(2x + 3y)dy> dx

/4 q /12
= / = sin(2z + 3y) dx
0o 3

0

/4 T
= / = (sin(2z + —) — sin 2z)dx
o 3 4

1 1 /41
= 5 COS(2[E+£)+6 COSQxO :6(\/5—1).
Das gleiche Resultat hétte natiirlich auch die Berechnung von
w/12 w/4
/ (/ cos(2x + 3y)dx> dy
0 0
gebracht. -

Beispiel 2 Sei f(z,y,2) =x +y+ z+xz auf [ = [0,1] x [1,2] x [2,3]. Dann ist f stetig
auf I, und die zweifache Anwendung des Satzes von Fubini ergibt
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/If(xayaz) d(z,y,z) = /01 </[172}X[273}f(m,y,z) d(y,z))dw
/2/3(x+y+z+xz)dzdydx
1 J2

2 ZQ 22
/ (zz+yz+ = +z=%)
1

3
5 5 2dy dx

2
/ (9:+y+§+ga:)dydm
1

2
[t
= /Ol(gaf—l—g—l—g)d:v
= £x2+4x’;:£+4=§.

Das gleiche Resultat hétten wir beispielsweise auch aus dem iterierten Integral

3,1 g2
/ / /(x+y+z+a:z)dydxdz
2 Jo J1

gewonnen. ]

24 Messbarkeit von Mengen und Integrale

24.1 Jordan messbare Mengen
24.1.1 Definition
Sei B C R"™ nichtleer und beschrankt. Die Funktion

xB:R" =R, xB(1) =

1 wennzelB
0 wennzxz ¢ B

heilt die charakteristische Funktion von B.
Sei I O B ein abgeschlossenes Intervall und Z eine Rechteckzerlegung von I. Ist T' C Z

UT: U C, po(T) = ZMO(C)

CeT CeT
Die innere bzw. duflere Approximation von B in Z ist definiert als

U(ZB)= Y (J)<0(ZB):= >

Jez, JCB JEZ, JNB#D
Ist Z' feiner als Z so gilt

U(Z,B)<U(Z,B)<0(Z',B) < O(Z,B)
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Lemma 24.1 Fiir eine nichtleere beschrinkte Menge B C R"™, abgeschlossenes Intervall
I C B und c € R>q sind die folgenden Aussagen dquivalent

(Z) C:f]XB

(ii) Es gibt Zerlegungen Z, von I und T, C {J € Z | J C B} und T,, 2 {J € Z |
JN B # 0} mit po(T,) < ¢ < po(Tn) U”dﬂo( n) = to(L,) = 0

(#i) Fiir alle Zerlegungen Z, von I mit Weite — 0 gilt U(Z,, B) < ¢ < O(Z,, B) und
O(Zy, B) — U(Z,, B) — 0.

Das st unabhdingig von I.

Insbesondere ist ¢ dann eindeutig bestimmt und wir sagen, dass B (Jordan) messbar ist
mit (Jordan) Maf bzw. Inhalt ¢ = p(B). Fig.5.

Beweis. (i) < (i1). Fiir
inf xypg|J=0fir JZ B, supyxp|/=1fir JNB#
also
U(Z7B):U(ZJXB)7 O(Z7B):O(Z7XB)
(i71) = (4i) trivial. (ii) = (i): setze

1 fallsJeT, - ,, [ 1 fallsJ eT,
iu_{o falls J &€ T, f‘J_{O falls J ¢ T,

Dann

fo<xe<T wlL)= [ £ w@= [T,

Zur Unabhéangigkeit von I: hat man ein zweites I, so O.B.d.A. I’ C I und man betrachte
Z! mit den nichtleeren J NI, J € Z. 0O

Fiir Intervalle I folgt sofort u(I) = po(I). Man beachte aber die Abhéngigkeit vom Ko-
ordinatensystem.

Beispiel 3 Sei B={(z,y) e RxR: 0<z<1,0<y<1,zrational}, und fir I wihlen
wir das Quadrat [0, 1] x [0, 1]. Da Q in R dicht liegt, ist fiir jede Rechteckzerlegung Z von
1

U(Z,B)=0, O(ZB)=1.

Also ist B nicht Jordan-messbar, und wir konnen B keinen Flacheninhalt zuordnen. m

Bemerkung 24.2 Eine nichtleere Menge B C R"™ ist genau dann Jordan-messbar, wenn
ihr Rand 0B Jordan-messbar ist und den Jordan-Inhalt u(0B) = 0 hat.

Eine messbare Menge B ist eine Nullmenge, wenn pu(B) = 0. Zum Beweis der Bemerkung
benotigt man man den Begriff der Lebsegue-Nullmenge und die Charakteriserung der
Riemann-integrierbaren Funktionen.
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24.1.2  Vereinigungs- und Schnittmengen

Satz 24.3 Sind A, B C R™ Jordan-messbar, so sind auch AU B, AN B und B\ A
Jordan-messbar und es gilt

W(AU B) + u(AN B) = u(A) + u(B). (24.21)
AC B = puA) < p(B)

Beweis. Betrachte I O AU B und Weite(Z,,) — 0 und J € Z,,. J trifft die Menge AU B
geanu dann, wenn es entweder A N B oder nur A oder nur B oder sowohl A wie B aber
nicht AN B trifft.. Es folgt

O(Zy, AUB) + O(Zy, AN B) < O(Z,, A) + O(Z,, B)

Weiterhin
vz, AuB)+U(Z, AnB)>U(Z,, A)+U(Z,, B)

da aus J C A oder J C B folgt, dass J C AU B, und da u(J) sowohl bei A wie bei B
genau dann eingeht, wenn J C AN B. Es folgt

o<loZ,,AuB)-U(Z, AUB)|+[0(Z,,ANB)—-U(Z,, AN B)
<[0Z.,,A) -UZ,,A))+[0Z,,B)—-U(Z,,B)] -0
Wegen der Nichtnegativitdt der Summanden folgt
0(Z,,AuB)—-U(Z,,AUB)| =0, [0(Z,, ANB)—-U(Z,,ANDB)] =0

und aus (%) die Aussage iiber die MaBe.

Alternativ: x4 - xB = Xanp ist auf I integrierbar (vgl. 24.3.3), also ist AN B messbar.
xna = 1 —xa, also I\ A messbar und somit auch AUB = I\ [(I\ A)N(I\ B))]
sowie A\B=AN{\B).Ist ACB,so A=BU(A\B)und BN (A\ B) =0, also
p(B) + p(A\ B) = p(A) und daher p(B) < p(A). O

Korollar 24.4 Seien A, B wie im vorangehenden Satz und n(AN B) = 0. Dann gilt

w(AU B) = pu(A) + u(B). (24.22)

24.2 Krumme Zerlegungen

24.2.1 Definition

Sei B C R™ beschriankt und im abgeschlossenen Intervall I enthalten. Eine Zerlequng Z
von B ist dann eine endliche Menge kompakter Jordan-messbarer Mengen C', den Zellen
der Zerlegung, so dass

i BQUCGZC’QI

e u(CNC")=0firalleC#C"inZ
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d.h. die Zellen von Z sind in I enthalten, jeder Punkt von B ist in mindestens einer Zelle
enthalten und zwei verschiedene Zellen haben nur eine Nullmenge gemeinsam.

Beispiele. 1. B Kreissektor mit Radius 7 und Winkel ¢ (im Bogenma$): Zerlegung Z,, hat

n kongruente Dreiecke und n kongruente Trapeze. Es folgt mit Satz 24.6: p(B) = %7“2(?.

2. B rechtwinkliges Dreieck mit Katethen der Langen g und h. Zerlegung Z,, besteht
aus 2n rechtwinkligen Dreiecken, deren Hypothenuse zur x-Achse parallel ist und die
sich paarweise zur Rechtecken R,, ergéinzen - diese haben als Mafl dann ‘Grundseite mal
Hohe. Fiir die Summen g, bzw. h, gilt g, — ¢ und h, — h. Die restlichen n + 1-
Zellen sind rechtwinklige Dreieche, deren Hypothenuse Teil der von B ist - messbar via
Zerlegung durch Parallele zur x-Achse. Die Summe ihrer Mafle geht gegen Null - wie fiir
entsprechende einhiillende Achsenparallele Rechtecke, Es folgt mit Satz 24.6: u(B) = gh.

24.2.2 Verfeinerung, Weite und Einschrankung

7' ist Verfeinerung von Z, wenn jede Zelle von Z' in einer Zelle von Z enthalten ist. Eine
Zerlegung Z hat Weite oder Feinheit < ¢ falls es zu jedem C' € Z ein Intervall J der
Weite ¢ gibt mit C' C J.

Nach Satz 24.3 erhilt man zu je zwei Zerlegungen 7, Zs eine gemeinsame Verfeine-
rung, deren Zellen die nichtleeen C; N Cy mit C; € Z; sind.

Ist B messbar, so ist zu jeder Zerlegung Zg von B die Einschrdinkung

Zp={BNC|CeZ}

wieder eine Zerlegung von B.

24.2.3 Messbarkeit

Ist eine Zerlegung Z von B gegeben, so definieren wir

U(Z,B)= Y wl, OZB)= Y ul

Jez,JCB JeZ, JNB#£D
Offensichtlich O(Z, B) > U(Z, B).
Fiir Zerlegungen Z, Z' definieren wir die Differenz

Z'—Z={JeZ|J{ZC firalle C € Z}

Lemma 24.5 Sei Z Zerlequng fiir B auf I. Dann gibt es zu jedem € > 0 eine Gitterzer-
lequng Z° auf I so, dass
Y ul)<e

Jeze—Z, JNB#£D

und
O(Z*,B)—-U(Z°,B) <0(Z,B) - U(,B) +¢

Beweis. Wihle fiir jedes C' € Z eine Gitterzerlegung Z¢ so, dass

O(Zc,C) — U(Zc,C) < —¢

[ N
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¢ die Anzahl der Zellen von Z. Wéhle Z¢ als gemeinsame Verfeinerung aller (endlich

vielen) Zs. Dann
DOEENTC) R DD DI C)

Jeze—Z, JNB#D CeZ Jeze—Z, INC#D

<3 0(z,0) - U(z5,C) < Y 0(Ze,C) — U(Zo,C) < c% —c

CeZz CeZz

und es folgt mit T ={Je Z°|JNB#0, J< B}

Oz B)-UZB)=) )=, >, w)+ > ulJ)

JET CeZ JeT,JCC JET,YCeZ: JZC

< > wW(C)+e=0(Z,B)—U(Z,B) +¢
Cez,CZB,CNB#)

Satz 24.6 Sei B C R" eine nichtleere beschrinkte Menge. Dann ist B genau dann
Jordan-messbar, wenn es ein abgeschlossenes Intervall I C B und eine Folge Z, von
Zerlegungen gibt so, dass

lim [O(Z,, B) — U(Z,, B)] =0

n—o0

In diesem Fall gilt
w(B) = lim U(Z,,B)

n—oo

Beweis. Ist die Folge Z,, gegegen, so wéhle man Z; nach dem vorangehenden Lemma mit
1
€ = =. Dann

1

und damit die Behauptung. [J

24.2.4 Bewegungsinvarianz

Eine Bewegung ist eine Abbildung ¢ : R" — R™ mit |¢(z)| = |z|.

Ist ¢ Bewegung in R? und B messbar, so ist
auch ¢(B) messbar und u(¢(B)) = p(B)

Insbesondere ist die Rechteckfliche = Grundseite mal Hohe. Der Beweis folgt mit Satz
24.6 und 24.2.1 2. Beispiel. [J
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24.3 Riemann-Integrale
24.3.1 Treppenfunktionen

Sei B C R" eine messbare Menge f : B — R eine beschrinkte Funktion. Zu einer
Zerlegung Z von B und betrachtet man die Zwischenvektoren £ = ({c | C' € Zp) mit
¢c € intC' im Innern von C' und die Riemannsumme

R(Z,& )= fE)n(C).

CeZp

f ist eine Treppenfunktion zu X = Z, wenn f fiir jedes C' € Zg auf C° konstant ist - den
Wert bezeichnen wir mit f(C'). In diesem Fall setzt man, unabhéingig von der Wahl der
Zwischenvektoren

Af=ﬂ&§ﬁ

Fiir beliebiges beschrénktes f definiert man Unter- und Obersummen

U(Z,f)=R(Z§,[), OZ.[)=R(ZE )

mit Zwischenvektoren so, dass

¢, =inf f(O), & =sup f(C)

Fiir jede nichtleere Menge B C R™ und jede Funktion f : B — R definieren wir die
Fortsetzung (oder Erweiterung) f von f durch

. 5 {f(:c) falls v € B

0 sonst,

d.h. f setzt f durch 0 auf ganz R" fort.

24.3.2 Riemann-Intergrale auf messbaren Mengen

Satz 24.7 Sei B eine messbare Menge in R™ und f : B — R eine beschrdinkte Funktion.
Fiir c € R sind dquivalent

(i) Es gibt Treppenfunktionen ikjk : B = Rmit [ < f < £ fir alle k und
limg oo [ £, (2)da = ¢ = limy o0 [ fro(2)da

(i) Fiir alle e > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir alle Zerlegungen Z von B mit Weite < &
und alle Zwischenvektoren & gilt: |c — R(Z,&, f)| < e

(#i) Fiir alle e > 0 gibt es eine Gitter-Zerleqgung Z (alternativ: Zerlegung mit Z = Zpg)
von B so, dass fir alle Zwischenvektoren & gilt: |c — R(Z,&, )| < e

() sup, U(Z, f) = ¢ = infz O(Z, f), wobei Z 1iber alle Zerlegungen (mit Z = Zg),
alternativ alle Gitterzerlequngen lduft.

(v) Es gibt ein abgeschlossenes Intervall I 2 B, so dass die Fortsetzung f auf I Riemann
integrierbar ist und ¢ = [, fdx.
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Es gibt hichstens ein ¢, das (i) erfillt und es gilt m(b —a) < ¢ < M(b — a) falls
m < f(z) < M fir alle x € B.

Beweis. “Aquivalenz von (i) bis (iv) nach bekanntem Muster. (v) = (iv) trivial. Gelte
(v), sei 0.B.d.A. 0 < f < M. und sei Z,, Zerlegung. Wéhle Z¢ nach Lemma 24.5. Dann

O(Z;, f) = O(Zn, ), U(Z3, ) =U(Zn, f) £eM O
Definition 24.8 Gilt eine (also alle) der Aussagen (i)-(iv) fir ein ¢ € R, so heifit f

Riemann-integrierbar auf B, und der eindeutig bestimmte Wert ¢ heifst Riemann-Integral
von [ auf B. Als Bezeichnung wdhlen wir

c:/Bf(xl,...,:cn)d(ccl,...,Jcn) oder kurz /Bf(x)d:c.

Besser wiire z.B. [, f ][, dz; oder einfach [, f(Z).

Korollar 24.9 Beschrinktes f : B — R st Riemann-integrierbar genau dann, wenn es
Treppenfunktionen f, < f < f, gibt mit [} fi(x)dz — [} f, (2)dz — 0 fir k — oo.

Beweis wie fiir Intervalle. Beachte R(Z,¢&, f) = R(Zp,&, f). O
Beispiel: B Einheitskreis, f(z) =1 —|z|. [, f = 3.

24.3.3 Rechenregeln

Als néchstes geben wir einige Resultate iiber das Rechnen mit Riemann-Integralen auf
Jordan-messbaren Mengen an. Das Analogon zu Satz 23.5 lautet wie folgt.

Satz 24.10 Sei B C R™ Jordan-messbar, und f,qg: B — R seien Riemann-integrierbar.

Fiir beliebige o, 5 € R ist af + g Riemann-integrierbar auf B, und

/B(O‘f(x)+5g($))dxza/Bf(x)dx—i—@/Bg(I)dI_

Ist f(x) < g(x) fir alle z € B, so ist auch

/B fla)de < /B o(z)da.

Es ist
| [Bf<x>dx < sup|f(z)] - u(B).

zeB

fg ist auf B integrierbar.
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Beweis von (d). Wegen (a) 0.B.d.A. 0 < f und 0 < g. Die Integrierbarkeit von f bzw. g sei
bezeugt durch Treppenfunktionen mit in <f<f, und 9, <9<9,zur Zerlegungsfolge
Zp. Sei h = fg. Wir setzen

h,(C) = [, (C)g,(C), ha(C) = F,(C)7,(C) C € Z,

un erhalten

/Bﬁn—/Bhnz Y (Ful0)3.(C) = £,(C)3,(C) +7.(C)f (C) = g, (O)f (C))ule)

CeZn " o
<llglloo > (Fu= £ )1(C) + 1flloc > (G0 — g, )1(C) =0
CeZn C€Zn

Nun sehen wir uns noch an, wie das Integral bei fester Funktion f vom Integrationsbereich
abhéngt. Dazu vereinbaren wir, dass f@ fdx=0.

Satz 24.11 Ist A C B messbar und f auf B integrierbar, so ist f auch auf D Sind
A, B C R" Jordan-messbar und ist f auf A und auf B Riemann-integrierbar, so ist f
auch auf AU B, AN B, A\B Riemann-integrierbar, und es gilt

@do+ [ flayie = /A F(x)da + /B F(x)da.

f
AUB

Beweis. B\ A ist messbar, also erhalten wir zu jeder Zerlegung Z,, von B Zerlegungen Z/
von A und Z! von B\ A mit Zellen

CNA, bzw(CnNn(B\A), CeZz,
Fiir Treppenfunktionen in und f,,, die Integrierbarkeit von f auf B belegen. erhalten wir
> (T = £, (@n(CNA)+ Y (Fu(C) = £, (ONu(CN(B\A)) = / Iu- / f, =0
ceZzy, ceZy, B B

also existiert [ At
Sei angenommen, dass [, f und [, f existieren mit zugehorigen Treppenfunktionen

z:, f:: zu Z2 bzw. if, 75 zu ZB Sei zuniichst AN B = (. Dann erhilt man passende
Treppenfunktionen auf AU B als gemeinsame Fortsetzungen und damit die Behauptung.
Indem wir diesen Spezialfall auf den allgemeinen anwenden

[ b=+ L+ Lo
o AL RAS ALY NN

Korollar 24.12 Seien A, B, f wie eben und p(AN B) = 0. Dann gilt

AUBf(a:)dx:/Af(x)dij/Bf(x)da:.
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24.3.4 Summationstheorem

Ist W(C) fiir alle kompakten messbaren Teilmengen von B definiert, so nennen wir W
additiv, falls gilt

W(Cl U CQ) = W(Ol> + W(CQ) falls 01 N 02 Q 801 N 802
Theorem 24.13 Sei B C R™ kompakt und Jordan-messbar und f : I — R stetig. Dann
qilt

(i) f: B — R ist Riemann-integrierbar und zu jedem ¢ > 0 gibt es 6 > 0 so, dass fiir
alle Intervalle [c,d] C B von Weite < 6 und alle messbaren C C [c,d] und £ € C
qilt

| /C f(@)de — FE)u(C)] < en(C)

(i) Mittelwertsatz: Ist B wegzusammenhdingend, so gibt& € B mit [, f(z)dx = f(§)u(B)

(iii) Sei W(C) fir alle kompakten messbaren C' C B definiert und additiv. Sei Z,, eine
Folge von Zerlegungen von B mit Weite(Z,) — 0. Gelte weiterhin

() Fir alle e > 0 gibt es ein ng so, dass fir alle n > ng und C € Z, gilt
Es gibt § € C' mit [W(C) = f(§)u(C)] < ep(C)

Dann gilt fir alle kompakten messbaren D C B: W(D) = [ f(x)dz

Der Beweis folgt wie fiir Intervalle. In (iii) wendet man Lemma 24.5 an auf die Ein-
schrénkung Z,p und zerlegt D entsprechend Z;, in Zellen. Dann ist der Beitrag der
Zellen € D Kkleiner als e max,ep |f(z)| — 0. Etwas genauer: Wir setzen W () = 0. Gege-
ben 7 > 0 wihle ¢ < 31 so, dass eM < Zu(D) fir M = max{|f(z)| | = € B}. Wihle
0 gemiiss (i). Wihle ng geméB (%) zu € und so, dass Weite(Z,,) < ¢ fur alle n > ng. Wir
betrachten n > ng schreiben Z' = Z7 ;. Dann mit der Additividt und mit {c € C

W)=Y W(nD)= Y  [flEuC) e+ Y W)

cez’ Ccez',CCD Cez',CZD
= / fda £ 2ep(C)] + Z M - p(C)
cez',CCD Cez',CND#0,CLD
= / fdx £2ep(D)teM
cez',cCD

:/Df(:c)d:c:t > /f )dz £ 2ep(D) £eM

Cez' CND#0,CZLD

= / f(z)dx £ Z M- u(C) £2eu(D)teM
D Cez ,CAD#D,CZD

= /Df(x)da: +eM +2epu(D) £eM = /Df(iv)dz +n-pu(D)

Das gilt fiir alle n > 0. Also W(D) = [, f(z)dz. O
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24.4 Ordinatenmengen und Normalbereiche
24.4.1 Ordinatenmengen
Die Ordinatenmenge M (f) einer Funktion f:R™ O B — [0,00) ist die Menge

M(f) ={(z,y) eR"xR: ze B, 0<y < f(x)},
d.h. die Menge aller Punkte “zwischen der xz-Achse und dem Graphen der Funktion®.

Satz 24.14 Sei B C R" ein messbar, f : B — R beschrinkt und f > 0. Dann ist
M(f) C R™ Jordan-messbar ganu dann, wenn f Riemann-integrierbar ist und es gilt

_ /Bf(x)dx

In diesem Fuall ist der Graph {(z, f(x) | x € B} von f eine Nullmenge.
Fiir eine Treppenfunktion f schreiben wir wieder f(C'), falls das der kostante Wert auf
C° ist.

Beweis. Sei f < b. Sei M(f) messbar. Dann gibt es passende Gitterzerlegungen von der
Form Z, x Z/, wobei Z, durch Einschrinkung auf B eine Zerlegung Z,p5 ergibt und
7 0=2p < z1 < ...< Zp, = b Zerlegung von [0,b]. Wir definieren Treppenfunktionen
[ < f<F, brgl Z,p mit

f(C)=max{z | C x[0,2) € M(f)}, f,=max{z | M(f)Nn(C xR)CC x [0,z

=-n

Fiir die Zerlegung Z, = Z, x Z' von M(f) gilt dann

Uz, M(f)) < / /< / T < O(Z,, M(f))

also f integrierbar und inf, f = u(M(f)). B
Sei umgekehrt f integriebar, belegt durch Treppenfunktionen in und f, bzgl. Zerle-

gung Z, = Z,p. Dann gibt es Zerlegungen Z,, von M(f) mit Zellen

Cx[0,f (C)] und C x [in(C)jn(C)] (CeZ,), CxI[f,(C)}]
und es gilt
/f < U(Zn, M(f)) < O(Zn, M(f /f

Es folgt die Messbarkeit von M (f). Die Zellen zweiter Art machen den Unterschied zwi-
schen O und U aus und ihre Vereinigung umfasst den Graphen - also ist der eine Null-
menge. [

Sind allgemeiner fi, fo : B — R Funktionen mit f(z) < fo(z) fiir alle € B, so definieren
wir

M(fi, fo) ={(z,y) e R"xR: xz € B, fi(z) <y < fi(x)}

(24.23)
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Korollar 24.15 st B messbar und sind fi, fo Riemann integrierbar, so ist M(f1, f2)
Jordan-messbar und es gilt

M(M(flan)) :/ (fz(ip) _fl(x))dx
B
Beweis. O.B.d.A. 0 < fi. Dann M(fy, fo) = M(f2) \ M(f1). O
Beispiel 4 Sei (zg,y0) € R?, 7 > 0 und B = [zg — 7, zo + r]. Fiir
)=yo— V1 —(z—m)%  folr) = go+ V/r? — (v — x0)?

ist M(f1, f2) gerade die Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt (xg, 7o) und dem Radius r,
und fiir ihren Jordan-Inhalt finden wir

xo+T

w(M(f1, f2)) = 2 V12— (x — xg) da:—Q/ Vr2 —t2dt

.’EO*
r

t
= [ t\/r2—t2+ r? arcsin — ] = 72, m

rd—r

24.4.2 Relative Normalbereiche

Sei B C R™ und seien hq, hy : B — R stetig mit hy(x) < ho(z) fiir alle x € B. Dann ist
D={(z,y) |z € B,y eR, h(r) <y < hy(z)}

ein relativer Normalbereich in R™™ iiber B. Auf die Anordnung der Variablen kommt es
dabei nicht an. Aus Kor.29.3 folgt

Korollar 24.16 Ist B messbar, so auch D und

(D) = /B (ha() — ha(2))dz

Satz 24.17 Sei D relativer Normalbereich tiber messbarem B und und f : D — R inte-
grierbar. Fir alle x € B existiere

ha(z)
g:B—R, g(l‘)Z/() f(z,y)dy
hi(x

/D f(z,y)d(z,y) = /B g(z)ds

Beweis. Sei B im Intervall I enthalten und ¢ < hy < hy < d. Sei R =1 x [¢, d]. Bezeichne
f die Fortsetzung von f auf R und g die Fortsetzung von g auf I, also

d
/ f(z,y)dy = ()
Nach Fubini folgt

/D f= /R f= / ( / " gy = / §(x)ds = / gl)dz O
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Satz 24.18 Ist D relativer Normalbereich tiber B und B wegzusammenhdngend bzw. kom-
pakt, so ist es auch D.

Sei B wegzusammenhéngend. Zwischen (z,y), (/y/) € D hat man den Weg bestehend
aus der Strecke von (z,y) nach (z,hi(z)) dem Weg (¢, hy(z(t))t € [u,v] von (x,hy(x))
nach (z/, hy(2")) und der Strecke von (z/, hi(2')) nach (z/,y’) wobei z(t)t € [u,v] ein Weg
in B von x nach 2’ ist.

Sei B kompakt. Mit

a=min{h(z) |z € B}, b=max{hy(z) |z € B}

gilt D C [a,b] x B, also D beschrénkt. Sei (z,,y,) € D und (z,y) = limy,_oo(Tn, Yn)-
Dann = € B und wegen Stetigkeit

hi(z) = lim hy(z,) < lim y, < nh_)ngo ho(z,) = ho(x)

n—00 n—oo

also D abgeschlossen. [J

24.4.3 Normalbereiche

Wir definieren nun induktiv: Die Normalbereiche in R sind die Intervalle [a.b]. Ist B C
R™ ein Normalbereich und D C R" ein relativer Normalbereich iiber B, so ist D ein
Normalbereich in R™+1.

Fiir R? haben wir demnach 2 Typen von Normalbereichen. Unter einem Normalbereich
bzgl. der x-Achse versteht man eine Menge B der Gestalt

B={(r,y) eR*: a < <b, gi(2) <y < ga()}
mit stetigen Funktionen gy, ¢ : [a,b] — R, wobei ¢1(x) < go(x) fiir alle € [a,b]. Eine
solche Menge heifit auch y-projizierbar. Ein Normalbereich bzgl. der y-Achse (oder eine
x-projizierbare Menge) ist eine Menge der Gestalt

B={(z,y) eR*: c <y <d, h(y) <z < ha(y)}
mit stetigen Funktionen hy, hs : [c,d] — R, wobei hy(y) < hso(y) fiir alle y € [c,d]. Fig.10

Korollar 24.19 Sei B ein Normalbereich und f: B — R stetig. In den obigen Bezeich-

nungen gilt . o
ey = [ ([ s ) ar

falls B ein Normalbereich bzgl. der x-Achse ist und

/Bf(:r,y) d(z,y) Z/cd (/h:(j)f(x,y)dw> dy,

falls B ein Normalbereich bzgl. der y-Achse ist.
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Ist B kein Normalbereich, so versucht man, ihn in endlich viele nicht iiberlappende Nor-
malbereiche zu zerlegen.

In R? erhalten wir Normalbereiche z.B. so: Sei By := [a, b]. Auf By seien g1, g» stetige
Funktionen mit ¢g; < g9, und sei

By:={(z,y) e R*: z € By, ga(x) <y < gol) }.
Auf B, seien hq, ho stetige Funktionen mit h; < ho, und sei
B3 = {(:Evy?Z) € Rg : (xay) € B27 h’l(may) S z S hg(ﬂf,y)}

Dann ist Bs ein Normalbereich und fiir jede auf Bj stetige Funktion f ist

hg(:vy
F(a,y,2) d(.y, 2 / / / (2,7, 2) dzdy da.
Bs hi(z,y)

24.4.4 Beispiele - nur zur Illustration der Methode
Sinnvoller arbeitet man mit zur Geometrie passenden Zerlegungen.

Beispiel 5 Das Volumen V' des Tetraeders mit den Ecken (0,0,0), (a,0,0), (0,b,0) und
(0,0, c) 1aBt sich bestimmen als Volumen der Punktmenge zwischen dem Dreieck in der
(z,y)-Ebene mit den Ecken (0,0,0), (a,0,0) und (0,b,0) und der durch £ + ¥ + 2 =1,
also z = f(z,y) = c(l -z —) beschriebenen Ebene. Daher ist

Vo= /fxy (z,y) //b_m 1———E)dydx

2 b-ta “b be
— _ W _ Y — A T
SRR S A (e

Beispiel 6 Sei B = {(x,y) € R? : 22+ ¢y* < r? y > 0} mit fest gewihltem r > 0, und sei
f(x,y) = 2%y auf B. Der Halbkreis B ist ein Normalbereich sowohl bzgl. der z-Achse als
auch bzgl. der y-Achse. Wir beschreiben ihn z.B. als

BZ{(LE,y)ERQ; .TE[—T,T’L OSySM}

N 1
/ ryd(z,y) = / / z?y dy dx
B —r JO0

und erhalten

" 202 VTR 1 v

= / Y dx:—/ 23 (r* — 2%)dx
o 2 o .
1, a3 2 2 &

EELE LT
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Beispiel 7 Ein gerader Kreiskegel mit Radius R und Hohe h ist ein Normalbereich in R3.
Wir haben namlich B; = [—R, R],

By = {(z,y) €R*: 2 € By, VR —22 <y < VR2—2?}
(= Grundflache des Kegels),

h
By = {(z,y,2) eR*: (z.y) € Bo, 0 <z < h— 5 Vo + 2}

Fiir das Volumen V' des Kegels finden wir daher

VRZ=22  ph—2% 2+y
V= / (r,y,2 / / / dz dy dx
VRZ g2

R2*$2
/ / h——\/:c2+y2)dydx

VR2Z—z2
1y RZ—.T
o )
/_Ry R(2 2?2 +y? + = In(y + /22 + y?)) S

R 2 2 _ 2
—on [ (VR - o Yy,
0 2R R — R2—x2

Wir substituieren x = Rsint und erhalten

/2 R 1 t
V = 2h/ (Rcost—;sithlnﬂ>Rcostdt
0

1 —cost
/2 1 1 t
= 2hR2/ (cos2t — —sin’tcost In ﬂ)dt.
0 2 1 —cost

Das Integral [ sin?t cost In % dt kann durch partielle Integration bestimmt werden:

1+cost

der Faktor sint cos ¢ wird integriert und hat % sin® ¢ als eine Stammfunktion, und In ey

wird differenziert und ergibt ﬁ Eingesetzt erhélt man schliefllich
1 tym/2 2 (T2

o ——/ gﬁmg,
0 6 Jo

T 1
V:QhRQ(——— in¢ In - o0
4 GSm nl—cost

also

1
V = gﬂ'hRZ.

25 Transformation von Maflen und Integralen

25.1  Unabhéngigkeit des Jordan-Mafles
25.1.1 Vorbemerkung

Die Grundlage zur Behandlung des Raumes und physikalischer Grossen ist der Begriff
des euklidischen Raumes, eines affinen Raums mit zugehorigem Vektorraum, ausgestattet
mit einer Langenmessung bzw. Skalarprodukt. Fiir diese kann man das Konzept einer Or-
thonormalbasis bzw. kartesischen Koordinatensystems einfithren. Ist ein solches gegeben,
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kann man Vektoren bzw. Punkte durch Koordinatenspalten in R™ bezeichnen - also den
Raum auf diese Weise mit R" jeweils identifizieren. Dabei sollte man aber nicht vergessen,
dass diese Koordinatisierung sekundér ist, dass primér die von Koordinaten unabhéngige
vektorielle und metrische Struktur gegeben ist.

R3 kommt heraus, wenn man den Raum mithilfe der Koordinaten bzgl. ei-
nes kartesischen Koordinatensytems beschreibt. Es gibt aber unendlich viele
solche Koordinatensysteme, also unendlich viele gleichberechtigte Moglich-
keiten, den Raum als R?® aufzufassen. Berechnet man Lingen bzw. Skalar-
produkte iiber solche Koordinaten, so hdngt das Ergebnis nicht vom Koor-
dinatensystem ab, weil der Langenbegriff den Koordinaten vorausgeht.

Um Fléchen bzw. Volumen zu messen, haben wir Zerlegungen benutzt, die zwei wesent-
lichen Anforderungen geniigen mussten: Das Mass einer Zelle ergibt sich unmittelbar
aus zugehorigen Léngenmaflen; je zwei Zerlegungen haben eine gemeinsame Verfeine-
rung. Die zweite Bedingung war der Grund dafiir, ein kartesisches Koordinatensystem
a auszuwéhlen und das Jordan-Mafl p, nur iiber achsenparallele Rechteck-Zerlegungen
bzgl. dieses einen Koordinatensystems zu definieren. Allerdings hétten wir fiir Intervalle
I = [a, b] die Vorgabe [[,(b; — a;) fir das Volumen als p() notieren sollen und uns dann
iiberlegen, dass dann I im Sinne unserer Definition messbar ist und p, (1) = po(Z). Das
ist aber klar, weil fiir jede Gitter-Zerlegung Z von B =1 C I gilt: >, po(J) = po(1).

Darauf aufbauend, haben wir allgemeinere Zerlegungen definiert, deren Zellen bzgl.
des eingefithrten Mafles messbar sind, und gezeigt, dass diese dann zum gleichen Maf}
fithren. Um das anwenden zu konnen, miissen wir jedoch die Messbarkeit und das Maf}
geeigneter Zellen herleiten, insbesondere fiir Rechtecke bzw. Quader in beliebiger Lage.
Fiir diese sollte sich jedoch das Mafl als Produkt der Kantenldngen ergeben - d.h. das
Mafl unabhéngig vom gewéhlten kartesischen Koordinatensystem sein. Wir haben also
Folgendes zu zeigen.

25.1.2 Unabbéngigkeit vom Koordinatensystem

Satz 25.1 Sind o und 8 kartesische Koordinatensysteme eines endlichdimensionalen eu-
klidischen affinen Raumes R mit zugehdrigen Jordan-Mafien [, bzw. pg, so ist eine
Punktmenge B genau dann bzgl. j, messbar, wenn sie bzgl. pg messbar ist und zwar

pa(B) = ps(B).

25.1.3 FEulers Dreh

Lemma 25.2 [st dim R = n > 3 so gibt es zu je zwei ON-Basen o, von R gibt es
ON-Basen by, ..., B mit a = By, B = B und so, dass B;+1 und (; eine Achse gemeinsam
haben.

Fiir n = 3 sieht man das so: Nach Spiegelung an einer Koordinatenebene kann man
annehmen, dass a und 3 gleichorientiert sind. Haben o und [ einen Vektor gemeinsam,
so drehe man das ‘Dreibein’ o um diesen, bis die beiden anderen Beine auf die von ( zu
liegen kommen. Um auf ein gemeinsames Bein zu kommen, wéhle man ein Bein von «
und drehe o um eine seiner anderen Achsen, bis das Bein in eine der Koordinatenebenen
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von (3 zu liegen kommt. Danach drehe man das Bein in dieser Ebene, bis es auf einem
Bein von [ liegt.

25.1.4 Beweis des Satzes

Beweis. Es ist zu zeigen: Ist I Intervall bzgl. «, so ist I auch bzgl. 5 messbar und pg(l) =
o (I). Das ist offenischtlich, wenn sich o und 5 nur bzgl. des Ursprungs unterscheiden.
Fiir n = 2 haben wir das schon bewiesen (vgl. Folien). Nun geht es mit Induktion weiter.

Wir zeigen, dass sich fiir jedes kartesische Koordinatensystem « ein n-dimensionalen
Quader @) messbar ist mit Maf i, (Q) das sich aus den Seitenldngen ay, . .., a,, unabhéngig
von der Lage ergibt als

(+) (@) =ar-...-ay

Dabei spielt die Wahl des Urspungs offenbar keine Rolle, es geht also nur um die Or-
thonormalbasen. Der Fall n = 1 ist trivial und n = 2 haben wir schon behandelt (siche
Folien): Fiir ein Dreieck D mit zwei zueinander senkrechten Seiten der Langen a und b gilt
pt—a(D) = Lab unabhéingig vom Koordinatensystem. Man kan D auch in dreieckige Nor-
malbereiche zerlegen und so pio(D) = ab herleiten. Um 41,(Q) = ab fiir ein Rechteck der
Seitenlédngen a, b zu zeigen, zerlege man dieses durch die Diagonale in zwei rechtwinklige
Dreiecke.

Sei nun n = 3. Ist eine Kante des Quaders () achsenparallel, 0.B.d.A. a3 in z-Richtung,

so kann @) als Ordinatenmenge
{(z,y,2) | (z,y) € B, 0 < z < as}

aufgefasst werden und nach dem Fall n = 2 hat man u(B) = ajas also

Q) = / asd(z,y) = azu(B) = ayanas

(+) folgt nun zunéchst fiir den Fall, dass 8 aus a durch Drehung um eine Koordinatenachse
oder Spiegelung an einer Koordinatenebene von o hervorgeht, nach Euler dann auch
allgemein. Fiir n > 3 geht’s dhnlich weiter.

Damit ist (+) gezeigt. Seien nun « und [ kartesische Koordinatensysteme und B
bzgl.ae messbar. Um B bzgl. 5 zu messen, betrachten wir Gitter-Zerlegungen von B bzgl.
B, d.h. mit Zellen @, die zu 3 achsenparallele Quader sind. Nach (+) sind die @ bzgl.
a messbar und p,(Q) = ps(Q). Also bilden die @ eine (krumme) Zerlegung bzgl. o und
nach Satz 24.6 ist B bzgl. a messbar und und p.(B) = pg(B). O

25.1.5 Polyeder

Lemma 25.3 Konvexe Polyeder sind messbar.

Beweis. Jeder konvexe Polyeder ldsst sich in Simplices zerlegen. Also geniigt es, diese zu
betrachten. Im Falle n = 2 haben wir ein Dreieck und nichts zu tun. Fiir n = 3 haben
wir einen Tetraeder T' mit Ecken pq,po, ps, ps. Wéhle das Koordinatensystem so, dass
P1, P2, p3 in einer Koordinatenebene £ liegen. Sei ¢ der Fupunkt des Lotes auf E. Liegt
q in Dreieck D mit Ecken py, ps, p3, so ist T' ein Normalbereich, also messbar. Andernfalls
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ist wird das von pq, pe, p3, ¢ aufgespante konvexe Polygon z.B. durch die Strecke ps, p3 in
die Dreiecke D und ps, p3, q zerlegt und und durch 7" und den Tetraeder 7} mit Ecken
D2, D3, P4, ¢ erhalten wir eine Zerlegung der Pyramide 75 mit Ecken py, ps, p3, pa, q. Diese
wird aber andererseits durch die Tetraeder T3 mit Ecken pq, po, ps, q. und Ty mit Ecken
1, D3, P4, q zerlegt. T7, T3 und T, sind nach dem schon behandelten Fall messbar, also
auch Ty und T3 \ T7. Weiter so fiir n > 3. O

25.2  Affine Abbildungen

Eine dquivalente Sichtweise ist, dass Messbarkeit und Mafl einer Menge unter ldngener-
haltender Abbildung erhalten bleiben. Allgemeiner studieren wir Abbildungen o, fiir die
p(o(B)) aus p(B) bestimmt werden kann und wenden das auf die Berechnung von Inte-
gralen an.

25.2.1 Affine Abbildungen und ihre Determinanten

Eine affine Abbildung ¢ : V' — V ist von der Form ¢(Z) = ¢o(Z) + ¢ mit einer linearen
Abbildung ¢y und konstanten ¢ € V', also bezgl. einer Basis «

o(X)" = Az* + ¢
(wir fassen hier V als affinen Raum mit Ursprung 0 auf). Wir definieren

det(¢) = det A

was nach dem Produktsatz von der Basis o unabhiingig ist. In der Tat det(#T,A%Ty) =
det A da PT, = O‘TB_l.

Lemma 25.4 Affine Abbildungen sind stetig. Eine affine Abbildung ¢ ist umkehrbar ge-
nau dann, wenn det ¢ # 0. Die Umkehrung ¢~ ist dann auch affin und es gilt det(¢p~1) =

(det @) 1.

Beweis. Die Stetigkeit folgt aus der Matrixbeschreibung. Die Umkehrbarkeit von ¢ ist
gleichbedeutend zur Invertierbarkeit von A - und die Inverse hat Matrix A~!. O

25.2.2 Bewegungen
Eine affine Abbildung mit ¢y d.h. A orthogonal, so handelt ist eine Bewegung, d.h. es gilt

p(x) —d(y)| = v —y| firall z,y e R”

Namlich |[Az + ¢ — (Ay + ¢)] = |[A(x —y)| = |z —y| = |z + ¢ — (y + ¢)|. Umgekehrt
folgt aus dieser Bedingung, dass ¢ in dieser Form beschrieben werden kann. ¢ hat eine
Umkehrabbildung ¢! und diese ist ebenfalls eine Bewegung. Hier |det ¢| = +1.

Ist ¢9 = id die identische Abbildung, also ¢(Z¥) = Z + ¢ so ist ¢ eine Verschiebung oder
Translation.
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25.3  Mafitransformation bei affinen Abbildungen
25.3.1 Bewegungsinvarianz des Jordan-Mafles

Ist Z Zerlegung einer Menge B C R™ und o : R" — R" eine Abbildung, so sei
0(Z)={a(C) | Ce Z}

Korollar 25.5 Ist o eine Bewegung von R™ und B C R™ messbar, so ist auch o(B)
messbar und p(o(B)) = u(B).

Beweis. Ist p bzgl. der ON-Basis « definiert, so sei # das Bild von « unter o. Ist nun
Z,, eine Folge von Gitterzerlegungen B bzgl. a mit Weite — 0, so ist o(Z,) eine Folge
von Gitterzerlegungen von o(B) mit Weite — 0 und p(o(C)) = u(C) fir C € Z,, da
C und o(C) Quader mit gleichen Kantenlingen sind. Also pg(o(B)) = pa(B) und die
Behauptung folgt aus der Basisunabhéngigkeit des Jordan-Mafles. [J

25.3.2  Volumen eines Spats

Lemma 25.6 Ist S das von den unabhdngigen Vektoren d.,...,d, aufgespannte Paral-
lelepiped (Parallelogramm bzw. Spat) und A die Matriz, deren Spalten die Koordinaten
der @; sind, so gilt

w1(S) =det A
Beweis. Wir zeigen
e Entsteht S’ aus S durch Vertauschen zweier Vektoren, so gilt S’ = S.

e Geht S” aus S durch Scherung hervor und ist S” messbar, so ist auch S messbar und
es gilt u(S) = p(9).

Das Erste ist Definition. Beim Zweitem wird in S’ ein @; ersetzt durch @ = a@; + ra; mit
einem j # i. O.B.d.A @, = dy+rd;, 0 < r < |d;| und Winkel zwischen @; und ds héchstens
90°. Dann wird das Dreieck D O, rd,ds bzw. (schiefe) Prisma mit 3 parallelen Kanten
in Richtung @3 von S abgeschnitten und nach der Verschiebung 7 um a@; auf der anderen
Seite wieder angesetzt umd S’ zu erhalten. Also

S=(S"\r(D))uD
D ist nach Lemma 25.3 messbar, p(D) = p(7(D)) und daher

p(S) = (u(S") = u((D))) + (D) = (")

Ist nun A die Matrix, deren Koordinaten die Spalten der @; sind, so ist det A # 0 und
A kann durch Spalten-Scherungen und Vertauschungen in Diagonalgestalt A’ iiberfiihrt
werden mit |det A| = |det A’|. A" beschreibt dann einen achsenparallelen Quader () mit
Volumen

w@Q)=dy ... a, =det A =det A

Fithrt man riickwért diese Scherungen und Vertauschungen von () ausgehend aus, so
erhilt man S, die Messbarkeit von S und u(S) = p(Q). O
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25.3.3 Affine MaBitransformation

Satz 25.7 Ist 0 : R" — R" eine affine Abbildung mit deto # 0, so ist B genau dann
messbar, wenn o(B) messbar ist und es gilt

p(o(B)) = u(B)|det ol

Dies kann man auch so interpretieren: misst man bzgl. des schiefwinkligen, durch die
Vektoren 7, . .., U, gegebenen Koordinatensystems /3, so gilt

ps(B) = pu(B)det(v, ..., 0,)

Beweis. Wegen det o # 0 ist Bild S = ¢(C') eines Rechtecks bzw. Quaders ein Paral-
lelogramm bzw. Spat der durch unabhéngige Vektoren gegeben ist. Nach obigem Lemma
ist o(C') messbar mit p(o(C)) = pu(C)|deto|. Sind nun die Z, Gitter-Zerlegungen von
B mit Weite — 0, so sind die 0(Z,,) Zerlegungen von ¢(B) mit Weite — 0 und bei der

Bestimmung von u(o(B)) bzgl. dieser Zerlegungen haben wir jeweils den Faktor | det o.
O

25.4 Integralsubstitution

Sei B C R? messbar und kompakt und Z, eine Folge von Zerlegungen von B mit Weite
— 0. Seien ¢ : B — R¢ Abbildung, o(u) = z, und 7 : B — R Abbildung, 7(u) € R, so,
dass gilt

(i) o(B) ist messbar und kompakt

(i

i) 0: B— R" und 7 : B — R sind stetig
(iii) o(C)No(C) ist Nullmenge fiir alle C' # C” in Z,,, alle n - das is in (iv) enthalten
)

(iv) Die o(Z,) bilden Zerlegungen von o(B) mit Weite — 0 und O(o(Z,),0(B)) —
U(o(Z,),0(B)) =0

(v) Zu jedem n und C € Z, gibt es &, mit p(o(C)) = 7(&ne)pu(C)
Dann bestimmen o, 7 eine Substitution fiir B.

Satz 25.8 Ist B messbar und kompakt, bestimmen o, eine Substitution bgzl. passender
Zn, und ist f: o(B) — R stetig, so gilt

/B F(o(w) - 7(u) du = / L@

Beweis. Mit &, = 0(&nc)

[ o) du=lin 37 folcr(@elu(©)

n—00
CeZ,. CCB

- nh—>r£lo Z f(&up)(D) = /U(B) f(x)dz O

D€o(Zy), DCa(B)
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Korollar 25.9 Ist o affin mit det o # 0 so erhdlt man eine Substitution bzgl. beliebiger
Gitterzerlegungen Z durch

T7(&c) = |deta| und es gilt / f(x)dz = |det 0]/ f(o(u))du
o(B) B

Bei allgemeineren Substitutionen o spricht man auch von krummlinigen Koordinaten,
wobei in der Ebene ein Koordinatengitter gegeben ist durch die “Koordinatenlinien”

{o(u,) |u€R, (u,b) € B}, {o(a,0)|veR, (a,v)< B}
mit geeigneten a, b und die “Flachenelemente”
{o(u,v) | a1 <u<as, by <v<by}

welche man sich gern “infinitesimal” denkt. Analog im Raum mit “Volumenelementen”.
Durch die Abbildung o(u, v) = (z,y) wird ein Rechteck-Netz iiber B in ein ,krummliniges“
Netz iiber o(B) iibersetzt:

Fig.11

25.5  Polarkoordinaten
25.5.1 Polarkoordinaten

Der Zusammenhang zwischen den kartesischen Koordinaten (z,y) und den Polarkoordi-
naten (r, ) eines Punktes im R? ist gegeben durch (Fig.6)

T =Trcosy, Y =rsine.

25.5.2 Kreisringsegment

Um die Flidchenelemente fiir Polarkoordinaten zu bestimmen betrachten wir zuéchst Kreis-
sektoren B mit Radius R, Winkel ® und Zentrum O. Um die Messbarkeit zu zeigen und
die Flédche zu bestimmen, teilen wir zu jeder Zweierpotenz n den Sektor in n kongruen-
te Sektoren B, mit der zugehorigen Sehne der Lénge s,. Sei h,, die Hohe durch O im
Sehnendreieck. Wahle eine Zerlegung von B, in der jedes Sehnendreieck dur dquidistante
Parallelen zur der Sehne in n Teile zerlegt wird und zusétzlich den gleichschenkligen Tra-
pezen mit der Sehne s, als einer Seite, der anderen tangential zum Kreis und senkrecht
zu h,, und mit radialen Schenkeln. Also mit Fliche

S
—h 2 (R—h)?
Sp(R— hy) + th(R n)

Wegen h,, — R folgt und ns,, — r® (Bogenliange) folgt
O(Zy, B) — U(Zy, B) = nsn(r — hy) + +%(R )20
und fiir die Summe der Sehnendreiecke

.1 1
U(Z,,B) = nh,% = Shans, = SR*® = p(B)
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Fiir das Kreisringsektor

B={(rcos¢, rsing) |r <r <rq, ¢1 < ¢ <o}
folgt

1+ 7o

B A?"A¢ mitA?":?"Q—Tl, A¢:¢2—¢2

n(B) =

In der Tat, B ist die Differnz zweier Kreisektoren, also u(B) = —T2A7rgz5 — —r N =
%(7‘1 +79) (11 — 1r2)Ad.
25.5.3 Polarsubstitution
Auf Polarkoordinaten zu transformieren, heifit also, die Substitution

(x,y) =oc(r,p) =(rcosp, rsing) r>0, 1 <p <@y
mit @9 — 1 < 27 vorzunehmen. Ist beispielsweise

B={(r,p) €R*: r| <r <y, 1 <<}

ein Rechteck, so ist o(B) ein Teil eines Kreisringes. Fig. 7.
o(B) ist Jordan-messbar und es gilt mit Ar =7y — 11, Ap = g — @1, 1 = %(7’1 +79)
p(a(B))) = 5(r3 =) (2 — 1) = 1-Ar-A¢

Korollar 25.10 Ist o durch die Polarkoordinaten gegeben und 7(r, ) = r, so erhdlt man
eine Substitution. Insbesondere gilt fiir messbare kompakte B 1m Definitionsbereich von o
und stetige f : o(B) — R

f(u)du = / f(rcos¢, rsing) - rd(r, o)
o(B) B

Ist B=A{(r,9) | ri(¢) <r <ry(p), o1 < ¢ < ¢} ein Normalbereich bzgl. der ¢-Achse so

B2 rr2(9)
) f(z)dz = /1 (/T f(rcos¢, rsing) - rdr)de

1(9)
Ist B=A(r,¢) | r <r <9, ¢1(r) < ¢ < ¢a(r)} ein Normalbereich bzgl. der r-Achse so

r2  rea(r)
. f(z)dz = /T,1 (/1(7”) f(rcosé, rsing) - rde)dr

Beispiel 8 Sei 0 < ¢ < g < 27, und die Funktion p : [¢1, pa] — (0,00) sei stetig. Dann
ist der Flicheninhalt von B = {( YER?: o <<y, 0< 7 < p(p)} gleich (Fig.12)

1W(B) = /lmy /i/wrww /Wﬁfh@
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25.6 Zylinderkoordinaten
25.6.1 Zylinderkoordinaten

Die Zylinderkoordinaten (r, ¢, z) eines Punktes P € R3 mit kartesischen Koordinaten
(x,y, z) sind gegeben durch

T =7rcosyp, Yy=rsiny, z=2=z.
(Fig.8) d.h. die Transformationsfunktion ist
(x,y,2) = o(r,¢,2z) = (rcosp, rsing, z)
Ist B ein Quader
B =[r1,rs] X [p1,02] X [21,20] mit 0 <1 <719, o1 < o, 2 — 1 <27

so gilt nach Archimedes mit Az = 25 — z; und wie oben r = $(ro —r — 1)

1(o(B)) = 5(r5—ri)(wa—p1)(za—21) = r-Ar-Ap-Az

25.6.2  Zylindersubstitution

Ist B ein Kreisringsektor so ist
D=DBX|z,2], Az=2z2—22>0

ein Hohlzylindersektor und man erhélt

1+ 1

(D) = 5 ArA¢Az mit Ar =1y =1y, Ad = ¢y — ¢

indem man von den ebenen Zerlegungen mit polygonalen Zellen C' zu raumlichen (Prisma)
Zellen C' X [z1, z5] iibergeht.

Korollar 25.11 Ist o durch die Zylinderkoordinaten gegeben und 7(r, ¢, z) = r, so erhdlt
man eine Substitution. Insbesondere gilt fiir messbare kompakte B im Definitionsbereich
von o und stetige f : o(B) — R

f(z)dx = /Bf(rcosgb, rsing, z) - r d(r, ¢, z)

o(B)

Ist B ein Normalbereich, so kann man die rechte Seite entsprechend durch Dreifachinte-
grale ausdriicken.
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25.6.3 Schwerpunkt

Sei B C R"™ messbar und kompakt. Die Koordinaten des Schwerpunktes von B sind
gegeben durch

7,
v, = —— [ x;dx
b w(B) Jp

25.6.4 Rotationskorper

Sei B C {(r,z) | r > 0, z € R} kompakt und messbar mit Schwerpunkt rp bzgl. der
r-Achse. Sei 0 < ¢ — ¢ < 2. Durch Rotation (im Sektor von ¢; bis ¢9) der Fliche um
die z-Achse entsteht der Rotationskéorper

D ={(rcos¢, rsing,z) | (r,z) € B}

Dieser ist kompakt und messbar und es gilt

p(D) = rpp(B)(d2 — ¢1)

also Fliche mal Lénge des vom Schwerpunkt der Fliche durchlaufenen Kreisbogens.

Zum Beweis betrachten wir Gitter-Zerlegungen Z,, von B mit Weite — 0. Zu C € Z,
bezeichne r¢ die (nicht polare!) r-Koordinate des Schwerpunkts, also hat der Schwerpunkt
von B die r-Koordinate

1 1 .
rg = M/Brd(r, z) = (B) nh_{{.lo Z rep(C)

CceZ,,CCB

Fir den Hohlzylindersektor

C'={(rcose, rsing,z) | (r,z) € C, ¢1 < ¢ < ¢}
haben wir
1(C) = rop(C)(d2 — ¢1)
Dann ist Z) = {C" | C € Z,} eine Zerlegung von D und es gilt

O(Z;w D) - U<Z7/w D) = Z TCM(C)(¢2 - ¢1)
C€Zn,CLB,CNB#)

= (¢2 — 1) Z rop(C) — 0
CeZn,CZLB,CNB#D
Also ist D messbar und

p(D) = lim U(Z,, D) = (ga—d1) Y rep(C) = (2 —¢1)rpu(B) O

n—o0
cez,,CCB
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25.7 Kugelkoordinaten
25.7.1 Kugelkooridnaten

Wir kombinieren hier die Polarkoordinaten der z-y-Ebene mit der Polarkoordinaten der
Ebene durch die z-Achse (als erster Achse) und den Punkt P

Die Kugelkoordinaten (r,v,¢) sind mit den kartesischen Koordinaten (z,y, z) verkniipft
durch

x =rcospsind, y =rsiny sind, z = rcosv
wobei r >0, 0 < ¥ <7 und 0 < ¢ < 27. Die Substitutionsfunktion ist (Fig.13)

(z,y,2) = o(r,¢,9)
(rcos sind, rsing sind, rcosv)

25.7.2 Kugelschalensektor
D ={(rcosy sind, rsinp sind, rcos?) | ry <r <y, o1 <o <o, ¥ <V <}
ist Rotationskorper des Kreisringsektors
B ={(rsind, rcos?) | r <r <ry, ¥ <1<y}

Hat der Schwerpunkt von B die Polarkoordinaten (rg,vpg), so ist der Abstand von der
z-Achse
rgsinvg

und es folgt mit Ar =7y — 71, Ap = o — 7 und AY = 95 — 4

w(D) = A¢-rp-sindp - u(B) =risindp - ArApAd

Ist A¢ im Verhéltnis zu Ar hinreichend klein, so liegt der Schwerpunkt im Inneren von
B. Damit folgt

25.7.3 Substitution

Korollar 25.12 Ist o durch Kugelkoordinaten gegeben, so erhdlt man eine Substitution
mat
7(r, p,9) = r?sin¥

Insbesondere gilt fiir messbare kompakte B im Definitionsbereich von o und stetige f :
o(B) =R

/ flx)dx = / f((rcosy sind, rsinyp sind, rcosd)) - r*sind d(r, ¢,9)
o(B) B

Ist B ein Normalbereich, so kann man die rechte Seite entsprechend durch Dreifachinte-
grale ausdriicken.
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Beispiel 10 Die Kugel B mit Mittelpunkt (0,0,0) und Radius R > 0 ist das Bild des
Quaders T' = [0, R] x [0,27] x [0, 7] unter der oben beschriebenen Transformation. Fir
das Kugelvolumen finden wir daher

2
u(B) = /d(:c Y, 2 / / /r sin ¥ dddedr
2m
= // -7 Cosﬁ“ dedr
o Jo
R
= // 2r2dpdr

R
= / Arr?dr = - 7rR3
0

25.7.4 Kugelkoordinaten, alternativ

Die Kugelkoordinaten (7,4, ¢) sind mit den kartesischen Koordinaten (x,y, z) verkniipft
durch
x =rcostcosp, y=rcosdsingp, z =rsind,

wobei 7 > 0, =7 <9 < 7 und 0 < ¢ < 27. Die Transformationsfunktion ist (Fig.9)

(z,y,2) = h(r, 0, p)
= (rcosv cos g, rcosVsin p, rsind)

Das Kugelvolumen mit Radius R ist 2 R? 02” dp = 3TR3.

25.8 e-Substitution

Es geniigt, wenn die Bedingungen fiir eine Substitution nur asymptotsich erfiillt sind (und
das kann man dann fiir eine bekannte hinreichende Bedingung ausnutzen).

Sei U C R? offen, B C U messbar und kompakt. o, 7 : U — R? bilden eine e-Substitution
fiir B falls gilt

1. 0 und 7 sind stetig
2. o(B) ist messbar

3. Es gibt eine Folge Z,, von Zerlegungen von B mit Weite — 0 und Zellen C' C U so,
dass gilt

(a) die 0(Z,) sind Zerlegungen von o(B)
(b) Weite — 0 fiir die 0(Z,)

(c) zu jedem g( gibt es ein kg so, dass fiir alle k > ko und C € Z, ein §,c € C
existiert mit

1(0(C)) = 7(Enc)(C)] < € - u(C)
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Es folgt mit Satz 4.6, dass o(B) kompakt ist.

Satz 25.13 Ist B messbar und kompakt, bestimmen o, 7 : U — R eine e-Substitution fiir
B und ist f : 0(B) = R stetig, so gilt

| oty du= [ L@

Beweis. Sei M = max{|f(z)| | x € B}. Ist n > 0 gegeben, so setze

U

T Mu(B)

und wihle ky und &,c geméf (c). Dann folgt
> feGeNue(@) = > fo((&e)) - T(éne) - (O]

Ce€Zn,CCB cez,,CCB

cez,, CCB

Mit Satz 24.7 folgt die Behauptung. [

25.9 Funktionaldeterminante
25.9.1 Substitutionsregel

Satz 25.14 Sei U C R? offen, und o : U — R? sei stetig differenzierbar und injektiv.
Sei det Do(u) # 0 auf U entweder dberall positiv oder iiberall negativ. Weiter sei B
eine kompakte und Jordan-messbare Teilmenge von B, und f sei eine auf o(B) stetige
reellwertige Funktion. Dann erhdlt man eine e-Substution fiir B mit

o und 7(u) = |detDo(u)]

Insbesondere ist dann o(B) Jordan-messbar, f auf o(B) Riemann-integrierbar, und es ist

/U(B)f: /Bfoo—- | det Dol (25.24)

det Do (u) ist die Funktionaldeterminante von o, d.h. = det J,(u) unabhingig von der
Basis.

Man beachte bei der Anwendung des Satzes, dass man diese Regeln wegen der geforderten
Umkehrbarkeit oft nicht direkt anwenden kann, z.B. wenn man die Substitution fiir Polar-
oder Kugelkoordinaten herleiten wollte.

Die Beweisidee ist, dass sich ¢ in der Nihe jedes Punktes von B durch jeweils eine affine
Abbildung approximieren ldsst und daher

w(o(C)) =~ | det J,(u)|pu(C) fireinue C e Z,

Der Beweis erfordert eine eingehendere Disukussion des Jordan-Mafles und wird auf Kap.
28 verschoben.
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25.9.2 Beispiele

verallgemeinerte Polarkoordinaten
(x,y) =0o(r,p) = (arcosp, brsiny) mit a,b > 0.

Dann ist det J, (7, ) = abr

Zylinderkoordinaten
(x,y,2) =o(r,p,z) = (rcosp, rsing, z)

cosp —rsine 0
deto'(r,p,2z) =det | sinp rcosp 0] =r.
0 0 1

Kugelkoordinaten
(x,y,2) = o(r,,9) = (rcosp sind, rsine sind, rcosd)

cospsiny —rsinpsind  rcospcos
det o’ (r, 0,9) = det | sinpsind rcosgsing rsingpcosy | = —r*sinv.
cos v 0 —7rsin
In der Tat mit
a=sinp, b=-cosy, c=siny, d= cosv
gilt
A+ =1, E+d=1

und man erhilt die Determinante durch Herausziehen von r und Entwickeln nach der
zweiten Spalte als

bc —rac rbd bc —ac bd ac ad be bd
det | ac  rbe rad | =r*det | ac be  ad | = r2(ac det <d —c) +bc det <d —c))
d 0 —rc d 0 —c

= r?(ac(—ac® — ad®) + be(—bc* — bd?)) = r*(—a’c(c® + d*) — b*c(c* + d?))

= —r?(a’c + b’c) = —ric(a® + b*) = —r’c

26 Integralsitze in der Ebene

In diesem Kapitel ist ‘R?’ eine Abkiirzung fiir: 2-dimensionaler orientierter eukildischer
Vektorraum. Wenn von einem x; — x5-Koordinatensystem gesprochen wird, ist die Basis
€1, €5 positiv orientiert.
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26.1 Wege
Wir betrachten zunéchst einfache Wege
D:t— Z(t)eR? tea,b] CR

die stetig differenzierbar sind. Eine Umparametrisierung wird gegeben durch eine bijektive
stetige Abbildung
u s t(u), [c,d] — [a,b]

die im Inneren von [c, d] stetig differenzierbar ist mit 2 > 0. Der so entstandene Weg ist
Ty u— Z(t(w) u€ e d

In der Literatur spricht man von reguliren C'-Wegen und orientierungserhaltender C*-
Umparametrisierung.

Zwei einfache Wege der Form I', I', sind dquivalent, geschrieben I' ~ I',. Das ist eine
Aquivalenzrelation auf der Menge der einfachen Wege.

Die Wegldnge von I' ist gegeben durch
b or
s(t) = [ 15 r)lar

Ist |‘3—f| # 0 fiir t # a, b so erhélt man durch die Umkehrfunktion eine Umparametrisierung
von I’

namlich

0s _0x 0% 0T 0t
ot ot 9s Ot Os

Fiir diese gilt dann

In diesem Falle sind einfache Wegeéquivalent genau dann, wenn sie dieselbe Umparame-
triserung auf Weglénge haben.
Die Umkehrung eines einfachen Weges I" ist

ol': ei(t) =Z(a—t+b)teal]

Wir definiert nun induktiv: Einfache Wege sind Wege. Sind T'; : Z;(t), t € [a;, b;] Wege
und gilt

Z1(by) = Z2(ag)
so ist auch die Summe ein Weg

Z(t) t € lay, by

Iyoly:2(t) = { To(t + (az — by)) t € [b1, by + by — as]

In der Literatur: stiickweise C'-Wege. Wege sind dquivalent, I' ~ T, wenn es T; ~ I; gibt

mit

Eine Aquivalenzklasse L von Wegen ist eine Plinie (‘P’ steht fiir ‘Parametrisierung).
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26.2 Wegintegrale
Sei ein Weg I' mit Bahn oder Spur

Spur(T") = {Z(¢t) | t € [a,b]}

und eine stetige reellwertige auf der Bahn definierte Funktion f gegeben. Dann existiert

/Ff(f)dxk /ff %dt

wobei ax’“ die k-te Komponente von g—f ist. Statt dzj, sollte man besser d#*®) schreiben,

um Konfusmn mit dem Differential der unabhéngigen Variablen z; zu vermeiden.
Dieses Integral ist invariant unter Umparametrisierung von I'; da

al‘k _8a:k ou al’k
ot = Gu = g v

Seinun F = @) {Z(t) | t € [a,b]} — R?

stetig. Wir definieren

/FFZ/FF Z/Fk dmk_/abF(f()) %dt

(wir schreiben hier das Skalarprodukt als Z-wy. Wer sich noch mit infinitesimalen Groen
wie d2 auskennt, darf auch so schreiben

Also

Jorn= [('7). foreme= [ (sis)

Wegen der Invarianz unter Umparametrisierung konnen wir bei einem Wegintegral fr das
I' als Reprisentanten seiner Aquivalenzklasse L auffassen, d.h. wir haben das Pflinienin-

tegral
/ﬁ::/ﬁ fir ' € L
L r

/f )y, = /f )z

Da die Definitionen von Weg, Tangentialvektor und Wegintegral sich nur auf den eukli-
dischen Vektorraum beziehen gilt:

Insbesondere gilt

e AusT'~ &l folgt

o Wegintegrale sind vom Koordinatensystem abhéngig.

Die “halben Wegintegrale” fr fdxy bzgl. z,-Achse sind dagegene essentiell vom Koordi-
natensystem abhéngig.
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26.3 Normalbereiche bzgl. x1-Achse

Sei I' ein Weg so, dass es stiickweis stetig differenzierbare

a, B:]a,b] >R, a<pB, at)<pt) fira<t<bd

gibt mit

'~Ihoelypl'sd Iy
wobei

i (ofy) 1€ lot

r, (a(b§)+t> S te [0,80) — a(d)
el (ﬂét)) , t€la,b]
o1 (o) 44) - 11050 = aa)]

Dann ist

B = B = {(2) | 1 € [a,b], a(zy) < x5 < B(21)}

der durch I" definierte Normalbereich bzgl. der x1-Achse und I' bzw. seine Bahn wird etwas
missverstandlich auch als Rand 0B notiert. Beachte, dass 9B durch I' positiv orientiert
durchlaufen wird.

Zu gegebenen o und £ sind die I'; offensichtlich Wege, also auch I' . Auch aus Umparame-
trisierungen von I'; und I's kann man die urspriinglichen o und S bis auf eine gemeinsame
Substitution eindeutig zuriickgewinnen und damit auch B. Schliesslich kann man auch aus
einer Umparametrisierung von I' die Summanden I'; bis auf Umparametriserung zuriick-
gewinnen - da I's und I'y vertikal verlaufen. Es folgt

Br hingt nur von der Aquivalenzklasse von I' ab

26.4 Halbgriin

Lemma 26.1 Sei (I', Br) Normalbereich bzgl. der x1-Achse und f: U — R? stetig diffe-
renzierbar, U C R? offen, und Br C U. Dann gilt

/Brax2 /f Yday

Beweis. Mit Fubini und Hauptsatz

BraxQ //:1)0_@2 day = /j(f(mﬁ(a))—f(xl,a(xl))dxl

(z1)
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Nun gilt fiir I'; in der ersten Komponente % af“ =1, also dz; = dt und somit

[ st = [ st - e

3961 _

Andererseits gilt fiir I's in der ersten Komponente <5t = —1, also dr; = —dt und somit

/abf(:cl,ﬁ(xl))dxl = /abf(f(t))dt = _/1“3 F(@)day

Fir I'y und I'y g1lt axl =0, also
F(@)dar = 0 = / F(@)day
FQ F4

Es folgt
b
/ (o1, B() — flan, alzr))des

[ s@an — [ s@an - [ s@an - [ s@an - / J(@)de: O

26.5 Normalbereich bzgl. der xo-Achse

Sei
oc:R> 5 R? & Ty _ (P2
' ’ To T

Der Weg I' definiert den Normalbereich (I', B) bzgl. der zo-Achse genau dann, wenn oo T’
den Normalbereich (o o T, 0(B)) bzgl. der x;-Achse definiert. Beachte, dass 0B von I'
negativ orientiert durchlaufen wird. Es folgt mit f wie oben

9f 4=

. a{,(,’l /f dl’g o f(f)dxg

26.6 Griiner Bereich

Ist (T, B)s Normalbereich bzgl. z;-Achse und (f‘, B Normalbereich bzgl. x9-Achse und gilt
[' ~ el soist (I', B) ein griiner Bereich.

Lemma 26.2 Sei B = Br durch «, als Normalbereich bzgl. x1-Achse gegeben. Seien
a<a; <b <b so, das

Oa
8301

<0 a<t<ay 03 >0 a<t<a
t)y=<¢ =0 ay<t<bh 5 —()=¢ =0 ax <t<b
>0 by<t<bd 1 <0 by<t<bd

Dann ist (I', B) ein griner Bereich.
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Beweis. Setze

c=ala), d=p(az), 1 =ala), dy = P(a), ca=«ab), do = [(d)

Sei ¢ Umkehrung von « auf [c, ¢;], von 8 auf [dy,d] und konstant = a auf [c, d;]. Sei 9
Umkehrung von « auf [c, ¢s], von S auf [dy, d] und konstant = b auf [ca, d2]. Wenn man
in der Definition von Normalbereich bzgl. x-Achse x; und Ty vertauscht, ergibt sich als
definierter Bereich wieder B. Und fiir den zugehorigen Weg I gilt T' ~ &T". O

Satz 26.3 (Green) Sei U C R? offen, f: <]]::1> : U — R? stetig differenzierbar, B C U
2
und (', B) griiner Bereich, Dann gilt

[F- [ F- [ (o
8x1 (9952
/ﬁ.df
9B

ist nicht definiert und kann auch nicht ohne Weiteres sinnvoll definiert werden. Daher sollte
er nicht benutzt werden. Manche Autoren meinen damit wohl irgendwie ein Wegintegral
wie im Satz. Der Ausdruck stammt aus der Infinitesimalen Analysis und hat dort seine
exakte Bedeutung: Summation, iiber die infinitesimalen Linienelemente d§ der ‘Linie’ 0B,
der infinitesimalen Skalare F - d§ , F' der Feldvektor am Ort von d3.

Der Ausdruck

Beweis. Wie oben gezeigt

- F 2
/F(f)df = /F1d$1 + / Foday, = /F1dx1 — / Foday = — @ — (= 9 2)
r r r r er Br 0%2 Ber Oy

OF} OF, oF, O0F

Br axQ Br aml B axl axg

26.7 Orthogonal

In einen 2-dimensionalen eukidischen Vektorraum gibt es eine eindeutig bestimmte Ab-
bildung & — 7+ mit

7t Lz |7t = ||, det(Z, &) > 0 fiir £ £ 0
(die 90°-Drehung). Diese Abbildung ist linear und es gilt

= g #g=—z-g*
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26.8 Divergenz

Fy

Sei U C R? offen und F = (
Fy

) : U — R? stetig differenzierbar. Dann
6F1 - 8F2

dwﬁ@yZEZ@»+a%(

#) = SpurDF (&)

also unabhéngig vom Koordinatensystem. Die physikalische Interpretation ist unmittelbar
klar, wenn man zu einem Feldvektor das Koordinatensystem so wéhlt, das eine Achse zum
Vektor parallel ist.

Die Spur einer Matrix A € R™*™ ist die Summe der Diagonaleintrige und man rechnet
nach, dass Spur(AB) = Spur(BA). Es folgt Spur(S~1AS) = Spur(A).

26.9 Rotation
@ = 8F1( 7) =
8x1 o 31‘2

also ebenfalls unabhéngig vom Koordinatensystem und auch die physiklaische Bedeutung
ist sofort klar.

rot F(Z) = div (—F)(Z)

26.10 Griiner Gauss von Scharfenburg
Satz 26.4 Fir grinen Bereich (I', B) und Fe CY(U), U D B offen gilt nach Green bzw.

Ostrogradski-Gaufl
/ rotF = / —dt

div F = Fﬂw—bﬁ(ﬁ)—& %ﬁ@y4@fa
B r a ot a ot

- [ Faw) w5

Hier ist
div F = rotF, N(t) := —(%')l
auffer Normalenvektor an I' und der normierte dazu ist
mw:{ﬂlﬁw iﬁf@zo
IN@)

Fiir das letzte Integral findet man auch die folgende héchst problematische Schreibweise:

/ﬁﬂ@
OB

In der Infinitesimalen Analsysis hat man zu jedem infinitesimalen Linienelement ds die
normierte Normale 77, kann das Skalarpodukt bilden und dann iiber die Linienlemente
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aufsummieren und so den Fluss durch den Rand 0B erhalten. Demgegeniiber beschreibt
div F (Z) den infinitesimalen Fluss an der Quelle Z und [, div F' die Summe dieser Fliisse
an Quellen in B. Das Divergenztheorem von Ostrogradski-Gaufl besagt die Gleichheit
beider Summen.

Korollar 26.5 Ist (I', B) ein grimner Bereich, so gilt
1, .
w(B) = | =2-dz

r2

Beweis.

26.11 Allgemeinere Bereiche

Den Begrift griiner Bereich B mit Rand I" kénnen wie so erweitern;
e (B,TI') ist griin, wenn es das bzgl, eines passenden ON-Koordinatensystems ist.
e Ist (B,I") griin und I' ~ I so ist auch (B,T) griin
e Sind (B;,I';) griin und gilt

- Ii=Tpod i

- TI'n=06l'y

— B; N By die Bahn von I'y;

~ B=BiUByund I' =1"15 ® Ty

so ist auch (B,T') griin
Korollar 26.6 Der Satz gilt fiir griine Bereiche in diesem allgemeineren Sinne.

Auch eine Erweiterung mit nicht zusamenhéingendem Rand ist moglich z.B. so: Sind
(B;,T;) grin und gilt

o I'i=Tp@® ool
o 'y =0Tl und I'iy = OI'y
e B; N B, die Vereinigung der Bahnen von I';5 und I'y4
e B=BiUBy, I =T ®To3, I?=T136 Ty
so ist auch (B,T' UT?) griin.

Hier ist dann im Satz zu lesen

Jow™ k7,
riur2 rt 2
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27 Integralsitze im Raum

In diesem Kapitel steht ‘R3’ fiir: 3-dimensionaler orientierter euklidischer Vektorraum.
Bei einem Koordinatensystem xq, xo, X3 ist die Basis €7, €3, €3 stets als positiv orientiert
vorausgesetzt.

Bei Parameterdarstellungen ¢ werden die Komponenten als ¢ notiert. Bei Vektor-
feldern F jedoch als F;.

27.1 Vektorprodukt

vgl. 13.8. Bzgl. positiv orientierter ON-Basis é; kann man es so ausrechnen: Stehen die
Koordinaten von @; in der ersten, die von ds in der zweiten Spalte von

a11 Qa2
A= |an ax
a3z; as2

so bilde man die Matrix A; durch Streichen der k-ten Zeile und hat dann fiir @; x dy die

Koordinaten
det Al

—det A2
det Ag

Lemma 27.1
(0252 + 6353) : (alzC_fl - CL116_L)2) = (0352 - 6253)(51 X 52)

Beweis. Ist ¢ = 1, ¢3 = 0 so ergibt sich links det As. Ist ¢o = 0, ¢3 = 1 so ergibt sich
—det AQ. 0.

Lemma 27.2 Ist 51 = 6116_1:1 + 02162 und gg = 01261 + 02262 SO fOlgt
by X by = (det C)(@; x @)

Beweis durch Ausmultiplizieren

-

b1 X 52 = 011622(6_1:1 X 52) + 021612<52 X 61) O

27.2 FEinfache Parameterdarstellungen

Sei G C R? offen und ¢ : G — R3, stetig differenzierbar. Ist K C G kompakt und
messbar, so ist (¢, K) bzw. (¢, K) eine einfache Parameterdarstellung und G = dome.
Die dargestellte “Fliache” ist

Spur(¢, K) = {¢(u) | u € K}

Die einfache Parameterdarstellung (¢, H) ensteht aus (¢, K) durch die Umparametrisie-
rung o : domiy — dom¢ falls gilt

1. o ist Differomorphismus
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2. 0(H) =K
3. =¢oc0
4. det Do(v) > 0 fir allev € H

Die einfachen Parameterdarstellungen (¢, K) und (¢, H) sind dquivalent, wenn (1, H) aus
(¢, K) durch Umparametrisierung entsteht. Das bestimmt offenbar eine Aquivalenzrela-
tion auf der Menge der einfachen Parameterdarstellungen.

27.3 Tangenten und Normalen

Sei eine einfache Parameterdarstellung (¢, K') gegeben. Man kann die Spalten der Jaco-
bimatrix Js(u)=D¢(u) als Tangentialvektoren verstehen:

O™
Fp(u) = | Hho® |, k=1,2
ak¢(3)

Der Normalenvektor ist dann L . .
N:N¢281¢X82¢
Er ist # 0 genau dann, wenn D¢(u) Rang 2 hat, d.h. die Tangentialvektoren sind un-

abhéngig. Dann wird er normiert zum Normaleneinheitsvektornis(u) und ¢ ist an u reguldr.
Die so bestimmten Vektoren des Raumes héngen nicht vom Koordinatensystem ab.

Korollar 27.3 FEntsteht (1, L) aus (¢, K) durch die Umparametrisierung o, so gilt

Ny(s) = det Do(s) Ny(o(s)), ity =iiyo0, Spur(t, L) = Spur(¢, K)

Beweis. Nach der Kettenregel

Di(s) = Dé(a(s)) o Do(s)

also
I(s) = c1x019(s) + cardo(s), C = J,(s)
und die Behauptung folgt mit mit Lemma 27.2.00 Im Fall det Do < 0 gilt 77y, = —7i4 0 0.

27.4 Zusammengesetze Parameterdarstellungen

Induktive Definition: Eine Parameterdarstellung ist eine einfache Parameterdarstellung
oder eine Zusammensetzung, d.h. eine Liste

((b’ K) = (¢17K1)7 R (¢H7Kn)

von Parameterdarstellungen so, dass

p{r € K; |35 #i3y € K;. ¢i(x) = ¢pj(y)} =0 fiir alle ¢



27.5 Pflachen 181

Wir definieren
Spur(¢, K') = Spur(¢y, K1) U ... USpur(¢,, K,)

Die Aquivalenz ist definiert als die feinste Aquivalenzrelation, die die Aquivalenz einfa-
cher Parametrisierungen einschliefit und mit Zusammensetzung vertréglich ist: zugehorige
Umparametrisierung o ist dann eine Liste oy, ..., 0, von Umparametrisierungen (¢;, K;)
zu (v;, H;). Wir schreiben 1) = ¢ o 0.

Nach passender Umparametrisierung durch Verschiebung, kann man die K; oder auch
die domg; als disjunkt ansehen und K als die Vereinigung der K; auffassen. Wir schreiben
dann

(0, K) = (1, K1) D ... D (¢, Kp), domp =dome¢; U...Udomep,

Die (¢;, K;) konnen wir auch als einfach voraussetzten. Dann gibt es zu jedem u € K
einen wohldefinierten Punkt ¢(u) € Spur(¢, K). Ist ¢ mit ¢(u) € Spur(¢;, K;) eindeutig
bestimmt, so sind auch die Vektoren

5k¢(u) = 5k¢z(u>7 ]\7¢>(u) = N@(”)

eindeutig bestimmt. Andernfalls setzen wir sie = 0.
Auf gleiche Weise konnen wir eine Umparamteriserung auf

<¢aH> - (¢17Hl) ©...0 (¢H7Hn)

als o : domy) — dom¢ verstehen.

27.5 Pflachen

Die Klassen S dquivalenter Parametrisierungen nennen wir Pfldchen - insbesondere haben
je zwei Parametrisierungen in S dieselbe Spur und wir setzen

SpurS = Spur(¢, K) (¢, K) € S

d.h. anschaulich: wir erhalten dieselbe Fliche im Raum. Tritt, eventuell nach passender
Umparametrsierung, der Fall ein, dass ¢ injektiv ist, so konnen wir jedem & € SpurS
eindeutig den Normaleinheitsvektor zuordnen

fig(u), T= d(u)

27.6 Pflachenintegrale

Sei nun (¢, K) eine Parameterdarstellung f : Spur(¢, K) — R stetig. Dann existiert das
Integral

JECILATIES S O]

wobei

(¢7 K) = (¢17K1> S...0 (¢n7Kn>
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Korollar 27.4 Sind (¢, K) und (¢, H) dquivalent so gilt

[ FotnINatl = [ ) Fe)

Beweis. Kor. 27.3 und Substitutionsregel fiir Bereichsintegrale. [J Wir diirfen also fiir eine
Pflache S das Pflichenintegral der Funktion f definieren als

/f /f DIN,(w) mit (6,K) € §

/ 1
S

Zur Motivation: Das von den Vektoren in Tangentialrichtung
AU151¢, Au252¢
im Punkt ¢(u) aufgespannte Parallelogramm (Awy, > 0) hat die Fliche
A1 016 x Ausdad| = Auy - Aus - [ Ny(w)]

die ndherungsweise als Flacheninhalt von ¢([uq, u; +Au;] X [ug, us+Aus] angesehen werden
kann.

In alten Zeiten als konnte man die Summation der Skalare fdo mit infinitesimalen
Fldachenelementen do verstehen (die man sich als infinitesimale Parallelogramme denken
durfte). Von daher datiert die Notation |, ¢ fdo. Die Dekoration mit do ist unschédlich,
solange man sich klar macht, dass das Integral nicht aus der Spur von S definiert ist,
sondern dass die Parametrisierung bzw. ihre Aquivalenzklasse notwendig in die Notation
des Integrals eingehen muss. Also: [ o Jdo ist fiir Mengen M C R3 nicht definiert, auch
dann, wenn M die Spur einer Pflache ist. Wenn man statt M den Buchstaben S benutzt,
wird die Sache nicht besser.

27.7 Rotationsflachen

Satz 27.5 Sei ' : t — Z(t) € R? auf offener Umgebung U von [a,b] stetig differenzierbar
mit % 0 und x5(t) > 0 auf [a,b]. Dann ist (¢, K) mit

ZEl(t)
b (t) = [ cos(u)za(t) |, t €U, u € [—¢,2m +¢|, K = [a,b] x [0,27]
Y sin(u)zs(t)

eine Parameterdarstellung mit Flicheninhalt

b

wobei L die Linge und S der Schwerpunkt des Weges I ist, d.h. nach Umparametriserie-
rung auf Weglinge
1 L
Sy = Z/ xo((t(s))ds
0
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-

Lemma 27.6 |d@ x b2 = |a@|2 - |b]2 — (@ - b)?
Beweis. O.B.d.A. |@| = 1. Dann hat man
h=0b—(a-b)

als Hohe des Parallelogramms mit Grundseite @ und Seite b, nach Pythagoras |l;|2 =
|b]> — (@ - b)* und die Behauptung nach Definition des Vektorprodukts. [J

Beweis des Satzes

B GE(t . 0
Do(t,u) = [ cos(u)22(t) |, Ohg(t,u) = | —a(t)sinu
sin(u) 22 (t) xo(t) cosu

also

—

01¢(t,u)|* = —m(t)|2, 100t u)[* = 22(t)2, i Do =0
also mit dem Lemma

or

[No(t,u)| = 1016t u) x Dag(t,u)| = as(t) prdl

Der Flacheninhalt ist nun

/<¢,K) . /()K Nt )] = /0%(/; (0] (0)de)u

b 7 L
= 27?/ xo(t) g—( t)|dt = 27?/0 zo(t(s))ds = 2 LS,

nach Umparametrisierung auf Weglinge s(¢), d.h |8wt 2 =1.0

27.8 Normalenintegral

Sei (¢, K) eine Parametrisierung und F ein auf Spur(¢, K) definiertes stetiges Vektorfeld.
Dann es existiert

/K F(o(w) - No(u)

Korollar 27.7 Sind (¢, K) und (¢, H) dquvalente Parametrisierungen

Beweis. Kor. 27.3 und Substitutionsregel fiir Bereichsintegrale. L1 Wir diirfen also fiir eine
Pflache S das Normalenintegral des Feldes F' definieren als

/SJ— / ) - wNy(u) mit (¢, K) € S
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Man findet oft folgende Schreibweise

/ﬁ‘ﬁdo
s

wobei do auf ein infinitesimales Flachenelement, 7 auf den (ihm zugeordneten??) Norma-
leneinheitsvektor verweist. Nun gilt ja |rido| = ||, sinnvoller wére also allemale

/FJV
S
27.9 Rotation

7Zu einem normierten Vektor d des Raumes sei
={7 |7 Ldad}

und 7z die Orthogonalprojektion des Raumes auf Uz. Die positive Orientierung von Usz
wird durch eine Basis b ¢ festgelegt, fiir die b ¢,d im Raum positiv orientiert ist.
Sei nun F ein differenzierbares Vektorfeld im Raum. Wir definieren die Rotation bzgl.
der Achse @
rotzF = (roty, (7 F|U))a

mittels der skalaren Rotation des Feldes ’/Ta'ﬁ |U in Uz. Damit ist klar, dass diese Definition
basisunabhéingig ist.

Sei ein « : €1, €3, €3 positiv orientierte ON-Basis des Raumes. Wir definieren

rot, F = Zrot F —rotJl/\lq rotJ2A262+rotJ3/\3*

(beachte, dass €}, €3, €, negativ orientiert ist) vgl. Kap. 14.5. Es folgt

oF OF
_ a(; ~on, aT; . B
(ot F)*= | 5 |+ 0 |+ [-2B] fir F*= | F,
ok OFy 0 ' F,
axz Ox1

vgl. Merkregel rotF = V x F. Entsteht B aus « durch zyklische Vertauschung der Basis-
vektoren, so ergeben sich die S-Koordinaten von rot BF durch entsprechende Vertauschung

aus den a-Koordinaten und es gilt rot,, F= rot/gF

Achtung: Die Definition von roto /' durch Koordinaten (wie hier angegeben) ist basi-
sabhéngig. Der Bezug zur basisunabhéngigen Rotation um eine Achse ist nur ein Hinweis
auf eine mogliche Unabhéngigkeit. In der gdngigen Literatur zur Analysis wird die Frage
nicht diskutiert. Das soll im Folgenden geschehen (vgl. Skript Mathe II fiir MB von U.
Reif).

Im Raum, d.h. einem orientierten 3-dimensionalen euklidischen Vektorraum sei eine li-
neare Abbildung ¢ gegeben. Ist k eine positiv orientierter ON-Basis €71, €5, €3. und A die
zugehorige Matrix von ¢ so definieren wir die lineare Abbildung p4 durch

pa@)" = (A - A"
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pa héngt aber nicht von der Basis ab: ist A eine zweite positiv orientierte ON-Basis und
7 = ST, so gilt

pa(@) = Stpa(Z)" = SH(A — AH)SF = (S'AS — SLALS)* = (S'AS — (STAS)*

und S*AS ist die Matrix von ¢ bzgl A. Also hat man wohldefiniertes p, = pa.
Andererseits hat man zu jeden Vektor 7 die lineare Abbildung pz definiert durch

pr(T) =7 x T
und 7 ist durch py eindeutig bestimmt: ist 7 x & = § x & fiir alle Z, so (F— §) x @ = 0 fiir
alle ¥ und somit 7 — 5= 0.

Definieren wir nun bzgl. x den Vektor rot, A durch

32 — 23

K
(l"OtHA) = a13 — Q31
Q21 — Q12

so gilt, wie man leicht durch Einsetzen der é; nachpriift,

Py = PA = Prot, A
Also ist rot, A nur von ¢, nicht jedoch von k abhéngig und wir haben

e zu jeder linearen Abbildung ¢ des Raumes einen wohldefinierten Vektor rot¢ so,
dass bzgl. jeder positiv orientierten ON-Basis  gilt: ist A die Matrix von ¢ bzgl. &,

so gilt
32 — (23
(rotd)” = [ a13 — az
21 — Q12

Korollar 27.8 Ist F ein C*1_Vektorfeld F auf der offenen Menge U des Raumes, so
haben wir auf U das wohldefinierte C*-Vektorfeld

(rot F)(Z) = rot((DF)(Z))

Ohne Matrizen geht es so: Zu ¢ gibt es die eindeutig bestimmte adjungierte Abbildung
¢* mit ¢(Z) - ¢*(¥) = ¢*(Z) - #(¥) fiir alle Z, § (mit Matrix A*) und man hat p, = ¢ — ¢*.
Zur Motivation:

1 1 .
¢:§(¢+¢)+§(¢—¢)

ist eine Zerlegung ¢ = 1 + y mit selbstadjungierten (symmetrischen) ¢ und antisym-
metrischem y, d.h. x* = —x. Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld F' hat man die
entsprechende Zerlegung

DF = DG + DR
und erhilt DG wegen der Symmetrie als Gradientenfeld. D.h. alle Rotation steckt in DR.
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27.10 Schwarze Produktregel
In der Ebene gilt fiir ein C'-Vektorfeld F und C'-skalare Funktion h nach der Produktregel

- hF;
div (hF) = 0 L =

= (gradh) - F' = hdiv F

8ZL‘Z‘

rot(hF) = div (=hF*) = (gradh) - (—F*) + hrotF
Mit Schwarz folgt

e Ist F ein Gradientfeld, so gilt rotF = 0 und rot(hF) = (gradh) - (—F2L)

27.11 Stokes

Satz 27.9 Sei o : €], €, €3 ein positiv orientiertes ON-Koordinatensystem des Raumes
und (T', K) ein griner Bereich bzgl. {€1, €y} in der von diesen aufgespannten Ebene, (¢, K)
eine Parametriserung mit ¢ zweimal stetig partiell differenzierbar. Sei U C R? offen,
Spur(¢, K) C U und F: U — R3 stetig differenzierbar. Dann gilt

—

/ueK rota F(é(u)) - No(u) = /¢>orF dF

/ rot F = / P
(¢,K)+ ¢ol’
/rotﬁ‘ﬁdOZ/ F.dz
s a8

kurz

mystifiziert zu

Beweis. Sei

(]
F=10
0
Dann /
o(2(t
= 0 dt  Definition
0
22Ty
f 5 ) dt  Skalarprodukt

:/ f(gb(f(t)))gradgb(l)(f)-%dt Kettenregel

_ / (f o ¢)gradg®(#)dT  Definition
r
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— [ votl(f o 0)gradsV)(u)  Green
ueK

Nun
rot((f o ¢)grad¢(1))
_A(fop) 20N O(foo) I

B 01 01y 0o Oy schwarze Produktregel

- 9o - 9o
= (gradf - 01¢) 8(12 — (gradf - 020) ;;1 Kettenregel
o (1) o (1)
= gradf - (81¢a¢ — ébqﬁa(b ) Linearitat des Skalarprodukts
833'2 8371
0
= % - (010 x 02¢) Lemma 27.1
_9f
Oxo

= (rotﬁ) . ]\7¢ Definition

Da Skalarprodukte, Normalenvektor und Integrale vom Koordinatensystem unabhéngig
sind und rot von positiver Permutation der Koordinatenachsen, folgt die Behauptung
ebenso fiir F' der Form

0 (0
F=\1f|, wie F=|0
0 f

und damit wegen der Linearitét fiir alle F.O

28 Divergenz und Normalenintegrale im Raum

Der Satz von Ostrogradski-Gaufl in Raum besagt, dass (unter geeigneten Voraussetzun-
gen) das Normalenintegral (Oberflachenintegral zweiter Art) eines Vektorfeldes iiber eine
Oberflache gleich dem Integral der Divergenz dieses Feldes iiber das durch die Fliche
begrenzte Volumen ist.

Eine addquate Behandlung ist auf Untermannigfaltigkeiten und Differentialformen zu
griinden. Eine Ann#&herung dazu findet man in Hildebrandt, Analysis II. Alternativ kann
man versuchen, nur solche Volumina und Oberflichen zu betrachten, die in bestimmter
Form beschrieben sind. In der Lehrbuchliteratur der letzten 40 Jahre werden solche Ver-
suche unter dem Stichwort “C!'-Normalbereiche” gemacht. Die beiden Hauptprobleme,
die dabei auftreten sind

(i) Offensichtlich nicht schliissige “Beweise” bzw. falsche “Satze”

(ii) Mangelnde Anwendbarkeit auf naheliegende Beispiele, auch wenn zusammengesetzte
Bereiche benutzt.
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Die “Beweise” behandeln korrekt den Fall, dass das Feld nur in einer Komponete von
0 verschieden ist, und benutzen dazu die durch den Normalbereich in dieser Richtung
gegebene Parametrisierung der “Oberflache”. Und stellen dann lakonisch fest, dass al-
les bewiesen sei. Das Defizit liasst sich leicht durch eine Zusatzforderung beheben: Die
3 sich kanonisch ergebenden Parametrisierungen der Oberfliche miissen als dquivalent
vorausgesetzt werden.

Die Voraussetzung, dass die “Deckel” durch C'-Funktionen gegeben werden sollen ist
ebenso hinderlich wie tiberfliissig: Knicke in Deckeln sind bei der Diskussion von Beispielen
kaum zu vermeiden und sind fiir den Beweis unschédlich.

Im Folgenden wird versucht, ein Konzept von “Normalbereichen”, genannt “griine
Bereiche” zu entwickeln, das erlauben soll, Standardbeispiele korrekt und vollstéandig zu
diskutieren.

Um eine einfacher zu beweisende Version der Integralsubstitutionsregel anwenden zu
konnen, miissen wir mit der oben eingefiihrten unhandlichen Begriff von Parametrisierung
arbeiten. Einen handlicheren Begriff, der aber mehr Aufwand bei der Substitutionsregel
erfordert, findet man in Walter, Analysis 2.

28.1 Diffeomeorphismus

Wir erinneren an das folgende Ergebis aus Kap.16 - vgl. Skript von Prof. Hieber, Analysis-
IT-ss08.

Korollar 28.1 Sei U C R"™ offen und o : U — R™ injektiv und stetig differenzierbar mit
det Do # 0 . Dann ist o(U) offen und o : U — o(U) ein Diffeomorphismus und fir die
Umkehrabbildung gilt D(c~) = (Do)~!. Diese ist insbsondere ebenfalls stetig.

Beweis. Nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung gibt es zu jedem x € U offenes = €
U, C U so, dass o(U,) offen ist und o|U, : U, — o(U,) Diffeomorphismus. Also o(U) =
U, Uz offen und 07! = J,;(0|U;) ™" Diffeomorphismus und D(c~') = (Do)~" nach
der Kettenregel. [

zelU

28.2 Treue Parametrisierungen
Eine einfache Parametrisierung (¢, K) ist treu, wenn
e ¢ injektiv ist
e RangD¢(u) = 2 fiir u € domg
e es gibt wegzusammenhéngende offene Menge K mit K CK C dom¢o

Beachte, dass WiNW, O K wegzusammenhéngend und offen ist, wenn das fiir die W; O K
gilt. Die Definition von treu iibertragt sich entsprechend auf Zusammensetzungen.
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28.3 Umorientierte Pflache

Zu einer Parameterdarstellung (¢, K') definieren wir die umorientierte

(0. K) = (¢o7,7(K)) mit 7 (Zl) N ( u )

2 —Ug
Dann gilt
o Spur© (¢, K) = Spur(¢, K)
o Noor(¢07(r(u)) = =Ny((u)) ueK

/K F - Ny(o(w) = - / T Ne@o7(0)

e Sind (¢, K1) und (¢9, K3) dquivalent, so sind auch &(¢q, K1) und ©(pq, Ko) dquva-
lent.

Wir konnen demnach auch fiir eine Pflache S die umorientierte definieren

(¢, K) €S & o(¢,K) €S

/ P _/ fa
SL (@S)J‘

28.4 Graphen und Zylinder

Sei k ein Koordinatensystem des Raumes mit positiv orientierter ON-Basis €}, €5, €3.
Sei U eine wegzusammenhéngende offene Teilmenge in der zq, xo-Ebene bzgl. x und
B : U — R eine stetig differenzierbare Abbildung

und haben

Dann ist ¢(U) ein offener x-1-2- Graph, und, fiir kompaktes K C U, (¢, K) eine einfache
treue Parametrisierung, die zugehorige kanonische Parametrisierung von ¢(K) als k-1-2-

Graph. Mit U’ = {( o > | <x1> € U} und kompaktem K’ C U’ und

—T9 i)
T
T —x
()|
p i

erhélt man die kanonische Parametrisierung von ¢ (K') als k-1-2- Anti-Graph.
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Sei U eine offene Teilmenge in der x1, xo-Ebene bzgl. x und o, 8 : U — R stetlg differen-
zierbare Abbildungen, a < 8. Sei V C R, v : V — U stetig differenzierbar und T+ # 0 fiir
allet € V. Sei ¢ > 0 und

W:{(i) (tEV, ay(t) —e < = < Byt +e), g(i) — (Zf) (@ e W)

Dann ist ((WW) ein offener k-1-2-Zylinder. Sei [a,b] C V', I' = v|[a, b]. Dann ist

((,K), K= {(i) eW |te€lab], ay(t) <z < pyt}

eine treue Parametriserung, die kanonische Parametrisierung von ((K) als k-1-2-Zylinder
bzgl. T', o, 8. Entsprechend werden offene k-2-3 und x-3-1 Graphen, Anti-Gaphen und
Zylinder und ihre kanonischen Parametrisierungen definiert.

Zum Beweis der Treue: Injektivitdt und Rangbedingung sind offensichtlich erfiillt. Zu
K: Zylinder kann man problemlos noch oben und unten verlingern. Bei den Graphen
wéhle man eine Darstellung von U als Vereinigung offener Kreisscheiben. Wegen der
Kompaktheit gibt es dazu eine endliche Teiliiberdeckung von K, deren Vereinigung ist
das gewiinschte K.O

28.5 Drittel-griin

Fiir die Zusammensetzung griiner Bereiche (I';, B;) der Ebene nach Kap.26.11 benuzten

wir die Notation

(Fa B) = @(Flv Bl)
Gegeben sei nun ein positiv orientiertes ON-Koordinatensystem « : O, €1, €5, €3 des Raum-
es. Sei (I', B) eine griine Teilmenge der x-1-2-Ebene, «, 5 : B — R stetig, a < (. Das
durch (T, a, B) definierte Volumen ist

V(o) = { [ s (

z

1) e B}

U
Uz

Sei (¢, K) eine aus einfachen (¢}, K7), (i € I;,j = 1,2,3) zusammengesetze treue Para-
metrisierung (¢, K). Dann ist das Quadrupel (¢, K), T, o, B) k-1-2-griin, wenn gilt

o (I'B) = @,.,,(I7, K7?) mit griinen (T7, k7)

177

e Die (¢7, K?) sind kanonische Parametrisierungen von x-1-2-Graphen f; mit 5| K? =
BilK?

e (IT',B) = @ieII(F},TK,}) mit griinen (T}, 7K})

e Die (¢}, K}') sind kanonische Parametrisierungen von r-1-2-Anti-Graphen «; mit
at|K} = o;7| K}
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o I'=P,., T} DDA, wobei ey, = A, und es zu jedem i € I3 i; € I; gibt mit T}
Teilstiick von ng furj=1,2

e Die (¢?, K?) sind kanonische Parametrisierungen von k-1-2-Zylindern bzgl. I'?, a;, 3;
mit o; "7 = al} und B,I? = BT3

2 —3 und 3 — 1 grine Quadrupel und zugehorige Volumina werden ananlog definiert.

28.6 Mini-Gauf

Lemma 28.2 Sei ((¢, K),T', a, ) ein k-1-2-griines Quadrupel mit Volumen V' und ﬁ(f) =
f(Z)es stetig differenzierbar auf offener Umgebung von V. Dann gilt

/divF:/ F
|4 (¢,K)+

Beweis. Wir nehmen Koordinaten bzgl. .

0
F@=| 0 |, alsodivF = S_f
/(@) "

Mit Fubini und Hauptsatz haben wir

[awi= [ /B(“ 2L [ (7t ) = Fu )

(¢, K7) = D], KI)

i€l y

[ s = [ - N - /(%Wﬁ

da der Normalenvektor 3.Komponente 1 hat (abgesehen von Nullmenge, wo er Null ist).

Andererseits
- [ twaty= [ Fo)Naw=[ F
K K1 (¢p1,K1)+

da hier der Normalenvektor 3.Komponente —1 hat. Schliesslich

/ F=0
(¢3,K3)+

da hier der Normalenvektor 3.Komponente 0 hat. Also

3
div P — / o / PO

Wir setzen
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Korollar 28.3 Gegeben sei ein Koordinatensystem des Raumes mit positiv orientierter
ON-Basis €;, €;, €, und bzgl. dieser ein i-j-grines Quadrupel ((¢, K).I', o, ) mit zugehori-
gem Volumen V. Seien f,g auf offener Umgebung von V' stetig differenzierbare skalar-

wertige Funktionen. Dan gilt
N )®)
5$k / oy’ / Jo(No)

Beweis. Betrachte F(Z) = f(&) - g(Z)é&),. Dann

0 0
99 | 9f

div F' = =L
v f(‘)xk 8Ikg7

F- Ny = fg(Ng)®
und der Beweis ergibt sich nun aus dem von Satz 28.5. [J

28.7 Griine Bereiche

Sei S eine Pfliche und V' C R3. Dann ist (S,V) bzgl. k : O, ¢}, é,¢e3 ein griner Ele-
mentarbereich des Raumes mit der Oberpfliche S und dem Volumen V', wenn es k-i-
j-grine Qadrupel (¢;;, K;j),I'ij, oz, bij gibt mit Volumen V und (¢;;, K;;) € S fiir alle

(1,7) €{(1,2),(2,3),3, 1)}
Induktive Definition: (S, V) ist griner Bereich des Raumes

o falls (S,V) griiner Elementarbereich bzgl. eines (passenden) Koordinatensystems
des Raumes

e oder falls es griine Bereiche (S;,V;), (i € I) gibt mit
Si = Djer Sijs ¢ij» Kij € Sij
— S;; dquivalent ©95;; oder pu(K;j) =0 = p(Kj; fiir i # 5
— u(K;; N Ky) =0 fir (4,5) # (k,1).
~ VinV; CSpurS;; und p(V; NV;) =0 fitr i # j
- (5, V) = (@ie[ Sy Uie] Vl)
Im zweiten und dritten Fall ist (S, V') durch Verklebung entstandener griiner Bereich und

wir notieren (S,V) = @,,,(5;, Vi) was aber auch die Erinnerung an die Bereiche (S;, V;)
und die Wahl der S;; einschlieft.

Korollar 28.4 Sei [ bzw. F auf einer offenen Umgebung von V' stetig differenzierbar.
Ist (S,V') Verklebung der griinen Bereiche (S5, V;) so gilt

RS REN RS I

el
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28.8 GauB
Satz 28.5 Ist (S,V) ein griiner Bereich des Raumes, U C R3 offen, V. C U und F:U—

R3 stetig differenzierbar, so gilt
/ div F = / F
1% St

Beweis. Es geniigt griine Elementarbereiche zu betrachten. Sei also (S, V') griiner Ele-
mentarbereich bzgl. €1, €5, 5. Wegen der Linearitat von div, Skalarprodukt und Integra-
len geniigt es F = fé; zu betrachten. Sei z.B. i = 3. Da wir zu jeder Koordinatenebene
eine Parametrisierung in S haben, konnen wir uns die passende aussuchen: die durch den
griinen Bereich (I', K') der Ebene und das griine 1 — 2-Quadrupel (¢, K),T', o, ) gegebene
mit (¢, K) € S. Dafiir folgt die Behauptung aus Lemma 28.2. [J

28.9 Aquivalenz bei Graphen und Zylindern
Es bleibt die Aufgabe, die Griinheit jeweils nachzuweisen. Dabei hilft das Folgende.

Einfache treue Parametrsierungen. (¢, K) und (¢, H) sind stark dquivalent, wenn
® Spur(¢, K) = Spur (¢, H)
e cs gibt offene wegzusammenhéngende K und H mit

~ K CK Cdom¢ und H C H C dom)

- qﬁ(f( ) = w(ﬁ ) k-i-j-Graph, -Anti-Graph oder -Zylinder bzgl. eines geeigneten
Koordinatensystems ist

) ]\7¢(u) = )\]\7¢(U) mit A > 0 falls fiir mindestens ein Paar w,v mit ¢(u) = ¥(v).
Entsprechend fiir Zusammensetzungen.
Lemma 28.6 Stark dquivalente Parametrisierungen sind dquivalent
Beweis. Es genugt, dem einfachem Fall zu betrachten. Wir betrachten den Fall eines

offenen 1-2-Graphen G von . Nach Voraussetzung haben wir G als bijektives Bild von
K unter ¢. Setze

_ (¢V(u) : _( ou)
o(u) = (¢(2) (1) u€ K, also ¢(u) = B(o(w))
Dann ist ¢ injektiv und stetig differenzierbar und nach der Kettenregel gilt

g
%—(%%>

Wegen RangJ, = 2 folgt det J, # 0 und es gilt

(]\7¢)(3) = (51¢ X 52¢)(3) =det J, = det Do
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Da K wegzusammenhéngend ist, gilt auf ganz K entweder det Do > 0 oder det Do < 0.
_ Entsprechend gibt es 7 definiert auf H. Dann ist p = o~ ! o 7 Diffeomorphismus von
H auf K und fiir das obige Paar u, v gilt

Ny(v) det p = Ny(u) = ANy(v)

also det p > 0 und es liegt Aquivalenz vor.

Im Falle der Anti-Graphen benutzt man, dass der 1 — 2-Antigraph im entgegengesetzt
orientierten Koordinatensystem €5, €1, €5 zum 2-1-Graphen wird und dass bei diesem Uber-
gang der Normalenvektor ]\7¢ umgekehrt wird zu —]\7¢. Dann folgt der Beweis nach dem
Graphen-Fall. Im Falle eines 1-2-Zylinders haben wir den Diffeomorphismus ¢ mit

Die Aquivalenz folgt nun wie eben. OJ

Korollar 28.7 Sei bzgl. eines Koordinatenssystems ein fir eine Wahl ig-jo-grines Qua-
drupel ((¢, K), T, «v, B) mit Volumen V' gegeben, und finde man ein neues Koordinatensy-
stem Kk so, dass die (gzﬁj Kj) bzgl. jeder der 3 Koordinatenebenen in 1-1-Entsprechung zu
den Bausteinen eines i-j-grinem Quadrupels stehen so, das entsprechende Parametrisie-
rungen stark dquivalent sind. Dann ist ((¢, K), V') griner Elementarbereich.

Korollar 28.8 Seien (¢, K) wie im Lemma 28.6 und U 2O Spur(¢, K) offene Teilmenge
des Raumes und f auf U stetig. Seien die Basisvektoren €;,€;, €, aus Kk positiv orientiert
und Spur(¢, k) k-i-j Graph bzgl. B, Anti-Graph bzgl. « bzw. Zylinder. Dann gilt jeweils

/uerw)( & Ny(u /fxﬂ
/uerw)( & Nylu / F(z, ol

/ _ F(@) - Nofu) =0

Hier wird nur die Stetigkeit von « bzw. [ benotigt. Beweis. Fiir 3 liefert die Anwendung
der Substitutionsregel auf g(x) = f(x, 5(z)) die Behauptung

/ 7o / f(o(u), B(o(w))) - det Do(u /f:cﬁ

und der Fall des Anti-graphen folgt wegen der Umkehrung der Normalenvektoren. Im
Falle eines 1-2-Zylinders betrachten wir fiir festes ¢, den Weg

y L'(to))
e =007 (12) = [T | . al(e)) < < 500

Hier gilt
9y

Oxs

—

= €3 und somit 53-]\7¢:O O
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28.10 Anwendbarer Gauf3

Will man z.B. die Sphéare durch Kugelkoordinaten parametrisieren und diese Parametri-
sierung bei der Bestimmung der Oberflichenintegrals 2. Art benutzen, so hat man erstens
zu zeigen, dass die Sphére die genannten Bedingungen des Satzes von Gauss erfiillt, und
zweitens, dass das die dazu geeigneten Parametrisierungen zu demselben Wert des Inte-
grals fiihren.

Sei (S, V) ein griiner Bereich des Raumes und (¢, K) = @,(¢;, K;) € S eine treue Para-

~

metrisierung so, dass ¢;(K;) Graph, Anti-Graph oder Zylinder ist (also z.B. zu einem bei
der Konstruktion von (S, V) benutzten Elementarbereich gehort). Ist (¢, H) zu (¢, K)
stark dquivalent, so ist (¢, H) eine grine Parametrisierung von (S,V).

Satz 28.9 Sei (S,V) griner Bereich des Raumes und F auf offener Umgebung von V'
stetig differenzierbar. Dann gilt fir jede grime Parametrisierung (¢, H) von (S, V)

/ ﬁ:/ ﬁ:/divﬁ
(w,H)l SiL \%

Beweis. Es geniigt, Elementarbereiche zu betrachten. Nach Lemma 28.6 ist (¢, H) zur
kanonischen Parametrisierung dquivalent. Das ergibt die erste Gleichheit. Die zweite ist
Sazt 28.5. [

Korollar 28.10 Sei (S,V) ein griner Bereich des Raumes und (¢, K) € S eine treue
Parametrisierung. Sei (v, H) eine Parametrisierung mit Spur((, H) = V. Zu jedem n €
N gebe es Zerlegungen

(¢7 K) = (¢n17 Knl) ¥ (¢n2a Kn1)7 (¢7 H) = (¢n17 Hnl) S% (¢n27 Hnl)
so, dass gilt
o die (¢ni, Kpni) sind griin fir grine Bereiche (Sp;, Vi) mit

(Sa V) = (Snla an) % (Sn27 Vn2>

o (n1, Hpp) ist grime Parametrisierung von (Sp1, Vi)

n—00 n—00

n—o0

Dann gilt fir jedes auf offener Umgebung von V' stetig differenzierbare Vektorfeld F

/ F= / div F
(v,H)*+ 14
Beweis. Nach griinem Gauf3

/ P / P / div
(d)nlanl)l (CbnlyKnl)J‘ Vi
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Wegen Linearitdt des Integrals

ol

("Z},I{)L (wnLHnl)l (Qan,EInQ)l
/divﬁ:/ divﬁ+/ div F
\% Va1 V2

Nach Voraussetzung, gehen die Werte der zweiten Summanden jeweils gegen 0 und die
Bauhauptung folgt. [

28.11 Alternativen zur Flachendefintion

Statt bei der Definition einer Parameterdarstellung (¢, K') zu verlangen, dass ¢ auf einer
offenen Umgebung von K definiert und stetig differenzierbar ist, kann man ¢ nur auf K
definiert annehmen und verlangen (vgl. Walter, Analysis II, Kap.8)

e K messbar und beschrankt
e ¢ auf dem Inneren K° von K injektiv und stetig differenzierbar mit RangJ, = 2
o G(K°) N G(OK) =0
e ¢ auf K Lipshitz stetig
Aquivalenz wird dann gegeben durch
e 0 : H° — K° Diffeomorphismus

e det Do > (0 oder det Do < 0
e )=¢ocC

und kann fiir Parametrisierungen mit derselben Spur bewiesen werden. Schwieriger wird
dann der Nachweis, dass Oberflichenintegrale erster (bzw. zweiter Art) bei dquivalenten
Parametrisierungen {ibereinstimmen. Zusammensetzungen kann man wie gehabt einfiihren.
Réumliche Normalbereiche bzgl. einer Koordinatenebene kann man auch mittels stetiger
Abbildungen «, § einfithren, deren Graphen Parametrisierungen erlauben - das einen Gra-
phen entsprechende Oberflichenintegral zweiter Art ist dann (bei gegebener Orientierung)
fiir ein Feld F parellel zur Koordinatenebene durch « bzw. § eindeutig bestimmt.

Fiir beliebige stetig differenzierbare Felder bleibt aber das Problem, dass die bei der
Definition des Volumens V' als Normalbereich bzgl. jeder der 3 Koordinatenebenen be-
trachteten 3 Parametrisierungen der Oberflache in der Tat dquivalent sein miissen - das
muss man im Satz von Gaufl als Voraussetzung fordern und im Einzelfall nachpriifen.

29 Beweis der Substitutionsregel

Wir haben zu zeigen, dass in der Tat eine e-Substituion vorliegt. Dazu benotigen wir
zunédchst eien Charakterisierung der Messbarkeit. (Beachten Sie die Korrekuren in Kap.25
- die Raumdimension sollte stets d sein).
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29.1 Charakterisierung messbarer Mengen

vgl. Walter, Analysis 2, Kap.7.5. Wir beziehen uns auf ein beliebiges ON-Koordinatensystem
von R,

Lemma 29.1 Ist C' = [a,b] ein Intervall in R und C N B # () so gilt entweder C C C°
oder CNOB # 0. Gilt C C B, so gilt fiir jedes € > 0

C.=la+ee,b—ce] CB° e+ |:
1
Beweis. Sei BN C # (), C € B° und CnNoB = (0. Da B disjunkte Vereinigung von B°
und 9B ist, C N B° # ) und C NR?\ B # (. Wihle
peECNB°, geCNRI\ B
L=A{z(t)|te0,1]} mit 2(t) = (1 —t)p + tq
Da C konvex ist, gilt L C C'. Setze
so =sup{s € [0,1] | Vt < s. z(t) € B°}

Dann z(sg) € 9B, also C N IB # (), ein Widerspruch.
Sei nun C C B. Ist p € C., so Uﬁ(p) C(C°C B° Also C. C B°. O

Eine Wiirfelzerlequng der Weite 0 ist eine Gitterzerlegung mit Zellen
C= D+ [07 5]d

Ist Z eine Folge von Zerlegungen 7, feiner Z, ; von B mit Weite — 0, so existieren nach
dem Monotoniekriterium

U(B,Z) = lim U(B, Z,) < O(B,Z) = lim O(B, Z,)

n—oo n—o0

B ist messbar genau dann, wenn U(B,Z) = O(B, Z).
Lemma 29.2 Ist B messbar, so ist auch jedes A mit B C A C B messbar.

Beweis. Sei Z eine Folge von Gitterzerlegungen 7, feiner Z,,_; mit Weite — 0.

U

CeZy,,CNB#D
enthilt B und ist abgeschlossen, enthilt also auch B. Es folgt
O(B, Z,) = O(B, Z,), O(B,Z)=0(B,Z)

Ist B Nullmenge, so ist die Behauptung trivial. Andernfalls gibt es zu jedem € > 0 ein ng

so, dass
0<U(B,%Z,), OB, Z, —U(B, Z,) < ¢ fir alle n > ng
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Sei Z, die gemeinsame Verfeinerung von Z,, und einem Wiirfelgitter der Weite 157- Nach
Lemma 29.1 liegt eine Zelle C' C B von Z,, bis auch einen beliebig schmalen Randstreiten
in B, also

U(B,Z,—U(B,Zy) < ¢

und es folgt
O(B,Z,) —U(B°, Z,) < 2¢

Somit folgt die Behauptung aus
U(B°,Z)=0(B,Z) O

Satz 29.3 FEine beschrinkte Menge B ist genau dann messbar, wenn thr Rand OB eine
Nullmenge 1ist.

Beweis. Sei Z eine Folge von Gitterzerlegungen 7, feiner Z,_; mit Weite — 0. Nach
Lemma 29.2 gilt
U(B° Z,)+ O0(0B, Z,) = O(B, Z,)

und somit

U(B° Z)+0O(0B,Z) = 0O(B, zz)

Ist B messbar, so nach Lemma 29.2 auch B° und U(B°,Z) = O(B, Z) also O(0B,Z) =0
undc damit 0B Nullmenge. Ist umgekehrt 0B Nullmenge, so (0B, Z) = 0 also U(B°,Z) =
U(B,Z) = O(B,Z) und somit B messbar. [J

29.2  Uniformer Rest
Sei U C R? offen, o : U — R? stetig differenzierbar und K C U kompakt. Setze

R,(z,h)=0(x+h)—o(z) — Do(z)(h) z,o+helU
(1) Zu jeden £ > 0 gibt es ein § > 0 so, dass

| Bo(, h)|

] < e fir alle |h| < § mit [z,z+ h] C K

Beweis. Nach Voraussetzung ist x +— J,(x) auf B stetig, also wegen Kompaktheit gleichméBig
stetig, d.h. es gibt zu € > 0 ein § > 0 so, dass

| () = Jo(z+ h)||leo < e falls |h| < 9§
bzgl. der Matrixnorm ||A|« = max;; |a;;|. Es folgt

|| / To(@ + Th)dT) — Jo(2)) oo < / 1o+ 7h) — T (@) Joedr < &

Nun nach dem Mittelwertsatz

olx+h)—o(z) = (/O Jo(z + Th)dT)(h)
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Ist nun C eine Konstante so, dass fiir die Operatornorm |A| nach dem Satz iiber die

Norméquivalenz gilt
Al < C|Alw

so folgt

[Bow. ] _ [ vy o < o 6
In] _W/O Jo(x +Th)dT) = Jo ))(|h|)\§CI|AHOO§C [

(2) Ist a linear, 8o Ryos(x, h) = a(R,(x, h))
Beweis.

a(R,(x,h) = a(oc(x+h)—oc(x)—Do(x)(h)) = (eoo)(x+h)—(aoo)(z) = D(aoo)(h) O

(3) Sei nun Do (z) fiir alle x € U invertierbar. Dann gibt es jeden £ > 0 ein § > 0 so,
dass fiir alle « = (Do(x))™!, x € B gilt

WSgﬁiraﬂe || <6 mit [z,2+h] € K

Beweis. x — Do (z)! ist stetig (Satz 15.1), also also existiert M mit |Do(z)~'| < M fiir
alle z € B. Es folgt fiir @ = Do(x)~! mit Matrix A sowie € und |h| < § aus (1)

’Raoa(x7 h)| _ |A - Ry (, h)|
Al A

Ry (a,h)]

<M-¢ O
|h|

< |A]

29.3 Bilder von Wiirfeln

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 25.14.

(4) Fiir messbares C' C B mit messbarem ¢(C) und fiir o = (Do (u))™! mit u € C gelte
[0 o (C) — u(C)] < ep(C)
Dann folgt

(o (C)) — | det Do (u)|p(C)] < ep(C) max|det Do ()|

Beweis.
ep(C) = |p(aoo(C) — p(C)| = || det afu(o(C)) — [ det o] - | det Do(u)[p(C)]

= |det o] - |u(o(C)) — | det Do(u)|u(C)]
Die Behauptung folgt mit

= D U
Tota det Do (u)
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(5) Fiir alle e > 0 gibt es § > 0 so, dass fiir alle Wiirfel C' = p+[0,6]¢ C B und u € C
gilt: ist o(C') messbar, so

(o (C)) = [ det Do (u)|u(C)] < ep(C)

Beweis. Sei zundchst Do(u) = id. Nach Verschiebung O.B.d.A. p = 0 und ¢(0) = 0. Sei
1 > e > 0 gegeben und ¢ nach (3) bestimmt. Es folgt

|o(h) — h| < |hle falls |h] < §
Also ist 0(C') in einem Wiirfel W der Kantenlidnge

§ + 2V dde

enthalten. und somit

1(a(C)) = u(C)| < (6 +2Vdoe) — 64 =) (Z) 5*(2V/doe )"k — §¢

k=1

d

< 5(5dz (Z) (2Vd)** = ep(C) - Konst.

k=1
Mit (3) und (4) folgt der allgemeine Fall. (J

29.4 Bilder von Nullmengen
(6) In (5) gilt ohne die Voraussetzung der Messbarkeit:

Weite(o(C)) < dMS(1 4 2V/de)
wobei M > |J,(z)| (euklidische Matrix Norm) fiir alle z € B.

Beweis. Fiir affines a ist a(IV) ein Spat aufgespannt von den da;, wobei die @; die Spalten
der Matrix A von « sind. Die Raum-Diagonale hat Lange < . dd; < dd|A| und ist eine
obere Schranke fiir die Weite des Spats. Die Behauptung folgt wie in (5). O

Korollar 29.4 Seio : U — R? wie in Kor.28.1. und B C U kompakt und messbar. Dann
gilt: Ist D C B Nullmenge, so ist o(D) eine Nullmenge.

Beweis. Wir wahlen Z,, als Gitterzerlegung fiir B mit Zellen
C=p+[0,6,]°CU, §,—0

Nach Voraussetzung gilt

> ue) =0

CeZn, CND#D

Nach (6) haben wir fiir ¢(D) eine Uberdeckung mit affinen Bildern der Wiirfel W,
CeZ,CNnD#0
u(We) < Konst.u(C)
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also

Y. w(We) =0

CeZyn,CND£D

Die zu den affinen Abbildungen gehorenden Determinanten sind beschrinkt, also (o (D)) =
0.0

Korollar 29.5 Sei 0 : U — R®* wie in Kor.28.1. Dann qilt: Ist B C U kompakt und
messbar, so ist o(B) kompakt und messbar

Beweis. o(B) ist wegen Stetigkeit auch kompakt. Nach Satz 29.3 ist 0B = B\ B° Null-
menge - B = B wegen Kompaktheit. Nach Kor.28.1 ist o : U — ¢(U) Hom6omorphismus
der topologischen Riume U und o(U) (wegen der Offenheit von U bzw. o(U) in R ist
das Innere einer Teilmenge dasselbe, ob mans im Teilraum oder in R? nimmt) also gilt

do(B) =0(B)\o(B)’=0(B\ B?) =0(0B)

Nach Kor,29.4 ist also auch do(B) Nullmenge und daher nach Satz 29.3 ¢(B) messbar.
4

29.5 Beweis der Substitionsregel

Wir haben zu zeigen, dass o und 7 = |det Do| aus der Regel fiir passende Z,, die Bedin-
gungen einer e-Substitution erfiillen. Zunéchst bemerken wir, dass die Voraussetzungen
von Kor.28.1 gegeben sind. Nach Kor.29.5 ist o(B) messbar und kompakt und somit Be-
dingung 2 erfiillt. Bedingung 1: Stetigkeit von o folgt aus Differenzierbarkeit, die von 7
folgt aus der vorausgesetzten Stetigkeit von u +— Do, det und Betrag.

Wir wahlen nun Z,, als Gitterzerlegung fiir B mit Zellen
C=p+[0,6,]°CU, 65,0

Dann sind die C' messbar und kompakt, also mach Kor.29.5 auch die o(C). Ist D # C' in
Zn, so C'N D beschrankte Nullmenge, also nach Satz 29.4 auch o(C' N D) Nullmenge und
wegen der Injektivitiat gilt o(C' N D) = o(C) N o (D). Also ist 0(Z,,) eine Zerlegung fiir
0(B) und Bedingung 3(a) erfiillt. Die Bedingungen 3 (b) und (c) sind nach (6) und (5)
in 28.2 erfiillt. [
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