5 Differentialrechnung im R"

5 a.) Definition der Ableitung

Es soll der Begriff der Ableitung von reellen Funktionen auf Funktionen von n Verdnder-
lichen verallgemeinert werden. Die Grundidee dabei ist folgende: Seien U C R" offen,
f:U — R™und a € U. Unter der Ableitung von f an der Stelle a versteht man diejenige
lineare Abbildung, die f in einer Umgebung des Punktes a ,am besten approximiert*.
Ich betrachte als Beispiel Abbildungen der Form f : R> — R. Der Graph dieser Abbildung
ist eine Fliche im R3. Der Graph einer linearen Abbildung T : R? — R ist eine durch
den Nullpunkt gehende Ebene. Man bestimme nun diejenige lineare Abbildung 7', deren
Graph parallel ist zu der Tangentialebene an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)).
Dann heifit 7", Ableitung von f im Punkt a “, und die Funktion

z— fla)+T(x—a)

approximiert f in einer Umgebung von a .

tangential plane

(af(@)

Diese auf der Anschauung beruhende Idee wird in der folgenden Definition mathematisch

genau gefasst:

Definition: Sei U C R” offen. f : U — R™ heif}t differenzierbar an der Stelle a € U,
wenn es eine lineare Abbildung 7' : R™ — R™ und eine an der Stelle a stetige Abbildung
r:U — R™ mit r(a) = 0 gibt derart, daf fiir alle x € U gilt

f(x) = fla) + T(x —a) +r(z)llx—al.
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Um zu priifen, ob f an der Stelle a € D differenzierbar ist mufl man zuerst eine geeignete
lineare Abbildung 7T finden und dann priifen, ob fiir
f(@) = fla) = T(x —a)

[ = all

r(z) =

lim, ., 7(x) = 0 gilt. Ich werde spéter angeben, wie man 7 findet. Es kann hochstens ein

solches T" geben. Denn es gilt:

Lemma: 7T ist eindeutig bestimmt.

Beweis: Seien T1,T5 lineare Abbildungen mit

f(x) = fla) + Th(x = a) + ri(z)|z - al
, limr(z) = limry(x) =0

r—a r—a

fx) = fla)+To(z —a)+r(x)]|z —al.
Dann folgt
(T = To)(x = a) = (r2(2) = r1(@)) o = al.
Sei h € R™. Fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 gilt dann = = a + theU , und es folgt
(T1 — Ty)(th) = t(T1 — To)(h) = (Tg(a +th) — ria + th)) Ithl]
also
also Ty =T, da h beliebig gewéhlt war. |

Definition: Sei U C R" offen und f : U — R™ sei in a € U differenzierbar. Dann heif3t
die eindeutig bestimmte lineare Abbildung 7" : R" — R™ mit

f(&) = f(@) + T(e = a) + r(&) o~ al i r(x) = 0.

die Ableitung von f an der Stelle a. Bezeichnung: T'= f'(a) .
Bei linearen Abbildungen 148t man héufig die Klammern um das Argument weg und

schreibt T'(h) = Th = f'(a)h.

Ist f reellwertig, dann ist f’(a) eine lineare Abbildung f’(a) : R™ — R. Solche lineare
Abbildungen nennt man auch Linearformen. In diesem Fall bezeichnet man f’(a) auch als

Gradienten von f und schreibt gradf(a) := f’(a). Aus der linearen Algebra weifl man,
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daf jede Linearform auf R™ mit Hilfe des Skalarproduktes in eindeutiger Weise durch
einen Vektor im R" dargestellt werden kann: Es gibt ein eindeutig bestimmtes y € R™,
so dafl fiir alle h € R™ gilt

gradf(a)h=y-h.

Oft wird auch der Vektor y mit grad f(a) bezeichnet. Man muf sich aber im klaren dariiber
sein, dafl dies unprézise ist, weil man fiir zwei verschiedene Dinge dieselbe Bezeichnung
benutzt. Der Vektor grad f(a) zeigt in die Richtung des grofiten Zuwachses der Abbildung
f'(a), und damit auch in die Richtung des grofiten Zuwachses der Abbildung f an der
Stelle a, weil f'(a) die Abbildung f in einer Umgebung von a approximiert.

Die Tangentialhyperebene der Abbildung f : U — R im Punkt a € U wird definiert durch

{(:L‘, z) € R"

z= f(a) + [f’(a)} (x—a), we€ R"}.

Der Vektor (—gradf(a),1) € R™™! steht senkrecht auf dieser Hyperebene. Denn fiir zwei

Vektoren (1, 21) und (x9, z2) aus dieser Hyperebene gilt

(72,22) — (w1,21) = (152 — T, [f/(a)} (22 —a) — [f’(a)] (z1 — a))
= (2o [f@] @ =),

also

(— gradf’(a), 1> . [(xg,zg) — (1, zl)}
= ( — gradf’(a)) (w2 —71) + [f/(a)} (w2 — @1)
= — <gradf’(a)> (w9 —x1) + (gradf’(a)) (zg—x1) =0.

Ist insbesondere U C Rund f : U — R eine reelle Funktion, dann ist die lineare Abbildung
T = f'(a) : R — R gegeben durch
df

T dr

Th (a)h, heR,
mit der klassischen Ableitung % (a) € R von f an der Stelle a.
Es gilt:

Lemma: Die Abbildung f : U — R™, U C R", ist differenzierbar in a € U, genau
dann wenn jede der Komponentenfunktionen fy, ..., f,, : U — R differenzierbar ist in

a € U. Es gilt dann



Beweis: Wenn f'(a) existiert, ist (f'(a)); : R® — R linear, und es gilt

i S0+ @) = £i(0) = (@)l
A1

h£0

=0,

also ist (f'(a)); = fj(a) . Ist umgekehrt fi(a) die Ableitung von f; fiir j = 1, ..., m, dann

wird durch

fila)h
Th = : R — R™
fr(a)h
eine lineare Abbildung definiert fiir die gilt
— -T
i Jlath) = fla) = Th ~0.
i Il
also ist T'= f'(a). ]

Um f'(a)v fiir v € R™ zu bestimmen, setze man x = a +tv mir t € R, ¢ # 0. Es gilt

dann

fla+tv) = fla) + f'(a)(tv) +r(tv + a)[t] o],
also

flay = 10Ty o) M,
somit

F(a)o = lim f(a)o = lim L5 ) = fla)
t#0 10

Der rechtsstehende Grenzwert heifit Richtungsableitung von f an der Stelle a in Richtung

von v € R™. Fiir die Richtungsableitung benutze ich die Bezeichnung

Dufla) o= iy L0 = 10)
t#£0

Zur Bestimmung der linearen Abbildung f’(a) geniigt es, die Richtungsableitungen
D, f(a) fiir eine Basis vy, ...,v, von R"™ zu berechnen, weil man jedes v € R" als Li-

nearkombination v = Z?:l o;v; schreiben kann mit «; € R™, also

fla)y = f/<a>(z Qv;) = Z o f'(a)v;.

Es ist naheliegend, als Basis die Standardbasis ey, ..., e, zu wihlen. Die dabei benétigte
Richtungsableitung D., f(a) nennt man i-te partielle Ableitung. Partielle Ableitungen

bezeichnet man durch
aof

a_ Dia T; ) /-7
oo Dl L 1
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manchmal auch durch fj; oder f;. Hierbei konnen aber Verwechslungen auftreten. Es gilt:
flay, ...,z oooyan) — flay, .o ai, ..o ap)

of
pu— ]_.
al‘i (CL) Zz‘lllt}i ZT; — G ’

zjFag

d.h.

I

%(a) _ lim fj(al,...,:r;l-,...,an)—fj(al,...,ai,...,an)
1=1,...,n; 7=1,....m
Zur Bestimmung der partiellen Ableitungen von f an der Stelle a geniigt somit die Diffe-

rentialrechnung einer reellen Variablen.

Sei U C R" eine offene Menge und sei f : U — R™ differenzierbar an der Stelle a € U .
Zur Bestimmung von f’(a) geht man nun folgendermaBen vor: Weil f im Punkt a diffe-

renzierbar ist, existieren alle partiellen Ableitungen D, f(a) = % (a) an der Stelle a . Fiir
beliebiges h € R™ gilt h =Y | hse;, h; € R, also

Fah = @)Y hie) = 3 (£/(@e:) b =~ Dif(a)h,

i=1

oder, in der iiblichen Matrizenschreibweise,

[f'(a)h]: Difi(a) ... Dyfi(a) h
f(a)h = =
Lf'(a)h]m Difw(a) ... Dyfula) ho,
Also ist
D1f1 (CL) . anl(a)
lem(a) anm(a)
die zu den Standardbasen ey, ..., e, in R"” und ey, ..., e, in R™ gehérende Darstellung

von f’(a) also m x n Matrix. Diese Matrix heifit Jacobi-Matrix von f an der Stelle a .

Um zu priifen ob f an der Stelle a differenzierbar ist, priift man zuerst, ob alle partiellen

Ableitungen % (a) existieren. Dies ist eine notwendige Bedingung fiir die Differenzier-

barkeit. Wenn alle partiellen Ableitungen existieren braucht aber f nicht differenzierbar

zu sein. Daher mufl man mit der Matrix



priifen, ob
iy Jlath) = fla) = Th
o 17|

h#0

gilt. Falls dies richtig ist, ist f'(a) := T die Ableitung von f an der Stelle a .

=0,

5 b.) Beispiele

1.)Sei f:R? 5> R?, z=(z1,79) — f(x) = (fi(x1,72), falx1,22)), definiert durch
filzr, ) = o — 23

fz(Ith) = 2z129.

Falls f an der Stelle a = (a1, az) € R? differenzierbar ist, muf} gelten

2@1 —26L2
f'(a) =
2@2 2@1
Sei r(z) = (m(x),rz(:c)> _J@) - f(ﬁ;:J;H(a)(l" —a) _
Dann gilt
r(z) = 12 — 22 — a2 + a3 — 2a1 (v — ay) + 2az(wy — ay) _ (21— a1)? — (22 — a2)?
[z — all |z — al
2w — 24402 — 2a2(wy — ay) — 2aq(x2 — ag)  2(x1 — a1)(z2 — az)
ro(z) =

I = all N [ = all

Mit der Maximumsnorm ergibt sich

r(z)] < 2flz —af
ra(2)] < 2|z —all,
also
lim ||r(2z)|| < lim 2|z —a| =0,

also ist f an der Stelle a, und weil a beliebig war, in ganz R? differenzierbar.
2.) Sei A:R™ — R™ linear, und sei f : R"” — R"™ deffiniert durch
flx) =Ax+c, ce R™.

Dann ist f in ganz R" differenzierbar, und es gilt f’'(a) = A. Denn

fla+h)—fla) —Ah _ A(a+h)+c— Aa—c— Ah _0
7] 7] '
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3.) f: R? — R sei definiert durch

0, fir (z1,22)=0
f(x1,22) = L122

)
Vi + a3

f ist an der Stelle a = 0 nicht differenzierbar, aber die partiellen Ableitungen existieren

fir (z1,29) #0.

im Nullpunkt und es gilt
9f
81'1

Wiére also f in 0 differenzierbar, miifite

s - ()

(0) =0, g—i(m:o.

sein. Es gilt aber fiir

T(h) _ f(h) — f(O) _ h1h2 _ h1h2
Id N RNV
auf der Diagonalen h = (hy, hy)
: . hi 1
lim [r(h)| = }{lgg)Q—h% =570,

5 c.) Einfache Eigenschaften und Rechenregeln fiir differenzierbare Abbil-

dungen

Zur Vorbereitung bendétige ich ein Resultat {iber lineare Abbildungen:

Lemma: Sei A:R"” — R™ linear. Dann ist A stetig, und es existiert eine nicht negative
Konstante, die mit ||A|| bezeichnet wird, so daf ||Az|| < ||A||||=] gilt fiir alle z € R™.

Beweis: Es existiert eine m x n Matrix (a;;)i=1....m , so daf fur y = Az gilt

Jj=1,...,n

Y1 = anTi+...+ a1pTy
Yn = Om1T1+ ...+ QupTy -

Jede dieser Abbildungsgleichungen definiert eine stetige Abbildung von R™ nach R, also
ist A stetig.

Sei £ = {z € R"|||z|| <1}. Dies ist eine kompakte Menge. Also existiert

|| Al == sup [[Az]|,
zel
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da A stetig ist. Fiir alle z € R” gilt nun

Izl = (et ) | = [[ta ()| = e A G| < 14l

wegen o € E. |

vaH

Definition: Die Zahl [|A[| := sup|,<; [|Az|| heifit Norm der linearen Abbildung A.

Lemma: Es gilt fiir alle z € R", ¢ € R und fiir alle linearen Abbildungen
A B:R"— R™
(i) [Al=0,
A=0<+=[|A] =0,
(i) [leAll = [e[ Al
(iii) [[A+ B[ < [|Al+ 1B,
(iv) ([ Az] < [[A] [l

Beweis: (ii) ist klar, (iv) wurde schon gezeigt. Zum Beweis von (iii) beachte, daf

I(A+ B)z|

[Az + Ba|| < [[Az| + || Bx||
[AH ]+ 1181 =]l = LA+ [1BID ]l

IN

gilt. Hieraus folgt

[A+ Bl = sup [[(A+ B)z| < sup (|A]| + [[BI)llz]| = [[All + [|B]|

[[=]I<1 [lzf|<1

Zum Beweis von (i) sei ||A|| = 0. Fiir alle z € R™ folgt dann aus (iv), daf§ 0 < ||Az|| <
| Al ||| = 0 gilt. Somit ist A = 0. Die anderen Aussagen von (i) sind klar. ]

Die Menge L(R™, R™) der linearen Abbildungen von R™ nach R™ bildet einen Vektorraum,
und dieses Lemma zeigt, daf || A|| wirklich die Eigenschaften einer Norm besitzt. Also wird

L(R™,R™) mit dieser Norm zu einem normierten Raum.
Wir studieren nun wieder differenzierbare Abbildungen.

Seien U C R" offen, f : U — R™, a € U. Wenn fiir f alle Richtungsableitungen im

Punkt a existieren, braucht f doch nicht stetig zu sein. Ein Beispiel ist

f:R*—>R,
0, (xhxg):O
T1,T9) =
) Ty , (z1,22) #0.
x? + 2§
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Die Richtungsableitungen existieren alle im Nullpunkt, weil fiir v = (v, v2) € R?, v # 0,

gilt
2 2
_ lim ———=—=, v #0
D, f(0) = lim f(t"’)t FO) _ =0 5 eng b
0 0 y v1=0.
Aber fiir
h = (hi,\/h1), h1 >0,
gilt
h? 1
h) = 1 = 1 0
fir hy — 0.

Es gilt aber

Satz: Sei U C R", und f : U — R™ sei an der Stelle a € U differenzierbar. Dann

existiert ¢ > 0, so daf§ fiir alle x aus einer Umgebung von a gilt

1f(z) = fla)] < cllz —all.
Insbesondere ist f in a stetig.
Beweis: Es gilt
f(x) = f(a) + f(a)(z —a) + r(z)|lz —all,
also
1f(z) = f@)ll < I (@)l |z = all + [Ir(@)]| [l — all
Wegen lim,_, 7(z) = 0 folgt

1f(z) = fa)ll < ellz = all,

also

lim [| f(z) — f(a)[| = 0.

r—a

Satz: Sei U C R" offen, f : U — R™, g : U — R™ seien beide an der Stelle a € U
differenzierbar. Dann sind auch f + ¢g und ¢f (¢ € R) an der Stelle a differenzierbar und
es gilt

(f+9)(a) = [f(a)+g(a)
(cf)(a) = cf'(a).



Beweis: Es gilt

fla+h) = f(a)+ f'(a)h+ri(a+ h)|h], Illiir(l)ﬁ(a—i-h):(]
gla+h) = gla)+g(@h+raa+h)hll,  limry(a+h)=0.

Also folgt
(F+a)a+1) = (7 +9)a) + (@) + (@) )+ (4 )+ B[R]
Hieraus resultiert (f + g)'(a) = f'(a) + ¢’(a) . Die andere Aussage ergibt sich ebenso. m

Satz (Produktregel): Die Funktionen f: U — R und ¢g : U — R seien beide an der

Stelle a € U differenzierbar. Dann ist auch f - g an der Stelle a differenzierbar mit

(f - 9)'(a)h = f(a)g'(a)h + g(a) f'(a)h.

Bewers:
(- g)a+h) = (fla) + f'(@h+ria+n)A])
(9(@) + g'(@)h + rafa+ b))
= (/- 9)(@) + f(a)g'(@)h + gla)f (@) +r(a+ R)|A],
mit
ra+ )Rl = fa@)hg(@h+ (9(a) + g/ (@h)ri(a+ )l
+ (@) + (@) rala+ )B] +r1(a+ R)ra(a+ B A

Es gilt

fim (a0 < Jimy o [5G ') 2
+ (lg(@)! + lg' @) 141 I (a + B [
+ (1@ + 1/ @I ] Iraa+ B)] 1]

+ I+ B lra(a+ B [B]F] = 0.

Bemerkung: Natiirlich kann man die Produktregel auch in der Form

grad(fg)(a) = f(a)gradg(a) + g(a) gradf(a)
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schreiben.

Satz (Kettenregel): Sei V' C R” offen, g : V' — R™ sei an der Stelle b € V' differen-
zierbar. Sei U C RP offen, f : U — V sei an der Stelle a € U differenzierbar, und es sei
b= f(a). Dann ist g o f an der Stelle a € U differenzierbar, und es gilt

(90 (@) = (f(@)) o f'(a).

Beweis: Zur Abkiirzung seien

und fir h € R?, ||h|| geniigend klein, sei
R(h) = (go fila+h)=(go f)a) = ToT1h.

Es mufl gezeigt werden, dafl

o B
lim ——— =0
vZe IRl
ist. Es gilt
f@) = fla) =Ti(z —a) = n(r—azr—al, lmrz)=0
9y) —9(b) = To(y —b) = oy —0)lly—0f,  lmry(y) =0.

Somit folgt

By = g(fla+n)-9(f@) - B(fa+h) - f(a))
4Ty (f(a h) — fla) — Tlh)
= n(fla+n) = f@)lfa+n) = fl@)l + T (rm)l])
d.h.

o BRL
fim et < Jim [l (fa+ ) = (@) [+ b) = @]l

h—0 h—0
+lim 175 (n (1)) ]
Wegen der Stetigkeit von T folgt limy, o T2(r1(h)) = 0. Wegen || f(a+h) — f(a)|| < c||h||
ergibt sich

: ” hH 3 —
—_ < —
llllr% 17 clllm%Hrg (f(a—i—h) f(a))H 0.

Damit ist der Satz bewiesen. [

88



Fiir die Jacobi-Matrizen von f: U CRP - R", ¢g: VCR" - R"und h=go f:U C
RP — R™ ergibt sich also

dxry ~ Oxy oy Oy, dxy Oz,
Ohyy, Ohun gm gm Ofn Ofn
dry 0wy oy Oy, ory Oz

wobei die partiellen Ableitungen von h und f an der Stelle a, von g an der Stelle b = f(a)

zu bilden sind.
Es ergibt sich also

Oh,; " dg; O fr ) .
— —ZJ =1, ... =1, ... )
axi (a’) P ayk <b> axl (CZ) Y ? Y 7p j 9 9 m

Folgerung: Sei U C R” offen, f : U — R sei in a € U differenzierbar, und es gelte
f(a) # 0. Dann gilt

1 VU S
mrad £ (@) = (@) = = 705 1ad f1a).
Beweis: Betrachte die Abbildung g : R\{0} — R, g(z) := . Dann gilt
1
? =g° f7
also ) . .
grad 5 (a) = (3 ) (0) = ¢ (£(@) (@) = =5y grad S (0)

n
Man kann die Ableitung der Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung f : U — V,
U,V C R" offen, mit der Kettenregel berechnen.

Denn sei g : V — U, die Umkehrabbildung zu f, sei f an der Stelle a € U und g an der
Stelle b = f(a) € V differenzierbar. Dann gilt

go f=idy,

also

folglich



oder
-1
g0 =[1(sm)] -
Wenn man voraussetzt, daf§ die Umkehrabbildung der linearen Abbildung f’(a) existiert,
geniigt es sogar vorauszusetzen, dal g stetig sei. Nach einem Satz der linearen Alge-
bra existiert die Umkehrabbildung von f’(a), wenn die Determinante det f'(a) der f'(a)

reprisentierenden n x n—Matrix von Null verschieden ist. Man nennt det f’(a) Jacobi—

Determinante.

Satz: Sei U C R” offen, f : U — R" sei umkehrbar, an der Stelle a differenzierbar,
und die Jacobi-Determinante det f’(a) sei von Null verschieden. Sei f(U) offen und die
Umkehrabbildung ¢ : f(U) — R™ sei an der Stelle b = f(a) stetig. Dann ist g an der
Stelle b differenzierbar, und es gilt

Bewers: Zunéchst zeige ich: Es gibt eine Umgebung V' von b und eine Konstante ¢ > 0
mit
lg(y) —g(b)| <e.
ly — bll
firalley e VN f(U).
Es gilt
f(@) ~ fla) = Fa)(z —a) + r(@)z—al, limr(x)=0.

Also folgt mit der umgekehrten Dreiecksungleichung

lgCy) —g®) _ — llg(y) — g(b)
ly —bll 1/ (g(y)) = fg(®))]l
lg(y) — (@)

1f/(a)(g(y) — g(®)) + r(g(W)llg(y) —g®) |

< (/" (@)~ f"(a) (9(y) = g(B))]
= (a)g(y) = gD = lIr (gD (@) (@) (g(y) — 9 ()l

)
< (" (@) "ML (@) (g(y) — g(B))]
— (@) (g(y) = gD = [lr gD (@) =)
(

17 ()~
L= r(g)IHL (@)=

Wegen lim,_, 7(g(y)) = 0 folgt die Behauptung. Hierbei wird die Stetigkeit von g benutzt.

Nun ergibt sich der Satz folgendermaflen:
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Es muf} gezeigt werden, dafl

g(y) — g(b) — f'(a) ' (y — b)

PR Ty — bl -
ist. Es gilt
i 9@ —g(b) = f'(a) " (y — b)
v=b |y — 0]
_ i 9W) = 9(0) = f(a)H(f(9(y) — f(9(0)))
v—b ly — bll
. 9(y) = 9(b) = f'(a) ! (f’(a)(g(y) = 9(0) +r(9(y)llgy) - g(b)H>
T Ty — bl
P lg(y) —g®)
= lyulggf (a) (7”(9(?/))) R 0.

m
Beispiel (Polarkoordinatenabbildung): Seien ¢ > 0 und ¢ > ¢; > 0, und fir
c1<r<cy, 0<p <21 —¢ sei

x = fi(r,p) = rcosyp
y = fa(r,p) = rsing.

/ o(x,y)
)

Diese Abbildung ist injektiv, differenzierbar, die Jacobi-Determinante ist von Null ver-

schieden, und die Umkehrabbildung ist stetig, weil f auf einer kompakten Menge definiert
ist. Ohne die Umkehrabbildung bestimmen zu miissen, kann die Ableitung der Umkehr-
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abbildung bestimmt werden. Im Punkt (x,y) = f(r, ¢) gilt

. -1
I = feet = |

sing  rcosp

. T Y
Ccos sin iy Joig
- 1 1 - —y x

——sin — cos
, ¥ , g 22 1 ¢ 22 1 42

5d.) Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz fiir reelle Funktionen kann auf reellwertige Funktionen verallgemeinert

werden.

Satz: Sei U C R" offen, f : U — R sei differenzierbar, und die Verbindungsstrecke der
beiden Punkte a,b € U sei ganz in U enthalten. Dann gibt es einen Punkt ¢ auf dieser

Verbindungsstrecke mit

f() = fla) = fi(e)(b—a).
Beweis:  Definiere die Abbildung v : [0,1] — U durch t — ~(t) := a+t(b—a) . Hierdurch
wird [0, 1] auf die Verbindungstrecke von a und b abgebildet. v ist differenzierbar mit

Y(t)=b—a.
Auf die differenzierbare Funktion F': [0,1] — R,
F=fon,
wende man den Mittelwertsatz fiir reelle Funktionen an. Es folgt mit geeignetem 9 € (0, 1)
f(a@) = fb) = F(1) = F(0) = F'(9) = f () )7/ (9) = f/()(b —a).
mit ¢ = (). ]

Natiirlich kann man den Mittelwertsatz auch folgendermafien formulieren: Zu x, x+h € U
gibt es ¥,0 < ¥ < 1, mit

f(x+h)— f(x)= f'(x+Ih)h.

Folgerung (Schrankensatz): Sei U C R" offen, f : U — R™ sei differenzierbar, und die
Ableitung von f sei auf der Verbindungsstrecke von a und b beschriankt, d.h. es existiere

eine Konstante S > 0 mit

17l <5
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fiir alle ¢ aus der Verbindungsstrecke. Dann gilt
If (@ +h) = f(x)ll < S|h]l.

Beweis: Wegen der Aquivalenz aller Normen auf R™ geniigt es, diese Folgerung fiir die
Maximumsnorm auf R™ zu beweisen. Wendet man Mittelwertsatz auf die j—te Kompo-

nentenfunktion f; von f an, dann folgt wegen f; = (f');, daf
[fi(@ + h) = fi(@)| = |fi(z + 0;h)h| = |(f);(x + V;h)h]
< Nf' @+ 9mhllee < (1 (z + ;R IA] < SRl
also

ceay

m
Satz: Sei U C R" offen und wegzusammenhéngend. f : U — R™ sei differenzierbar.

Dann gilt: f ist konstant, genau dann wenn f’(x) = 0 ist fiir alle z € U .
Zum Beweis beniitzen wir folgendes

Lemma: Sei U C R” offen und wegzusammenhéngend, und seien a, b € U . Dann kénnen

a,b durch einen ganz in U verlaufenden Streckenzug mit den ,Eckpunkten
g =a, Ay, ...,a_1, ap =20
verbunden werden.

Dieses Lemma beweise ich nicht. Man findet einen Beweis im Buch von Barner—Flohr,
Analysis II, S. 56.

Beweis des Satzes: Falls f konstant, ist f' = 0. Zum Beweis der Umkehrung sei f'(x) =0
fiir alle z € U . Es geniigt, die Behauptung fiir Funktionen f : U — R zu beweisen, weil
man im allgemeinen Fall die Komponentenfunktionen fi, ..., f,, von f betrachten kann.

Sei also f reellwertig.

Seien a,b € U. Man verbinde diese Punkte durch einen Streckenzug in U mit den an-
gegebenen Eckpunkten, und wende den Mittelwertsatz auf jede der Strecken mit den

Endpunkten a;, aj1; an, j =0,1, ...,k —1. Es folgt

flaja) = f(aj) + fl()aj —a;) = f(a;),

also



n
Wenn f differenzierbar ist, existieren alle partiellen Ableitungen. Wenn die partiellen Ab-

leitungen existieren, braucht f aber nicht differenzierbar zu sein. Es gilt jedoch:

Satz: Sei U € R” offen. Wenn die Funktion f : U — R™ sémtliche partiellen Ableitun-
gen %, 1=1,....,n, 7=1,...,m, besitzt, und diese an der Stelle a € U stetig sind,

dann ist f an der Stelle a differenzierbar.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dafl jede der Komponentenfunktionen fi, ..., f,, differen-

zierbar ist. Also kann man annehmen, dafl f : U — R gilt. Es ist zu zeigen, dafl

fla+h)— f(a)—Th

lim =0
ho [172]] oo
ist mit of of
T:= | — . )
(2@ p)
Fir h € R" setze
ap = a,
ap = ap-+ h161
ay = ay+ hoey

a+h = ap = anfl—i_hnen;

wobei ey, ..., e, € R" die kanonische Basis sei. Es gilt dann

fla+h)— f(a)
_ (f(a ) — f(a,H)) + (f<an,1) - f(an,Q)) N (f(al) - f(a)) L™

Lauft x auf der Verbindungsstrecke zwischen a;_; und a;, dann variiert nur die Kom-
ponente x; von x. Da die Abbildung z; — f(x1,...,x;, ...,2,) nach Voraussetzung
differenzierbar ist, kann der Mittelwertsatz auf jeden Summanden in der Formel (x) an-
gewendet werden. c; sei der Zwischenpunkt auf der Verbindungsstrecke von a;_; und a; .

Dann gilt

fa+h) = @) = 3 (Fla) = o) =30 35 @b

j=1 j=1
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Also folgt

fla+h) = fla) = Th= % (¢j)hj —Th
J=1 /
= > ZLiem-3 Lim =3 (2L ) - Lw)n,
j=1 j=1 g=1

somit

Flah) = f(a) - Th|<||h||oo2) (©) = 5 @)].

Wegen ||¢; — all < ||h]| folgt die Behauptung aus der Stetigkeit aller partiellen Ablei-

3f

tungen -~ n a. [

Dieser Satz liefert eine einfache hinreichende Bedingung fiir die Differenzierbarkeit einer
Abbildung
f:U—-=R" UCR".

Beispiel: f:R™\{0} — R sei definiert durch
flz)=(z7+...+22)°, seR.

Diese Abbildung ist iiberall differenzierbar. Denn die partiellen Ableitungen

of
al'j

=s- (234 ... +a22) 2

sind stetig.

5 e.) Stetig differenzierbare Abbildungen

Sei U C R” offen, f : U — R™ sei in allen Punkten x € U differenzierbar. Dann wird
durch
z— f'(zr): U — L(R",R™)

eine Abbildung von U in die Menge der linearen Abbildungen von R™ nach R™ definiert.
Wendet man die lineare Abbildung f’(x) auf einen beliebigen Vektor h € R™ an, dann

erhélt man einen Vektor in R™ :
f'(z,h) = f'(x)h € R™.
Also kann man f" auch als Abbildung von U x R™ nach R™ auffassen:
(x,h) — f'(z,h) : U x R" - R™.
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f' ist beziiglich des zweiten Arguments linear. Welche Auffassung man verwendet, ist eine

Frage der ZweckméBigkeit.

Weil L(R"™, R™) mit der am Anfang dieses Abschnittes eingefithrten Norm ein normierter
Raum ist, ist f’ bei beiden Auffassungen eine Abbildung zwischen normierten Rdumen.
Fir Abbildungen zwischen normierten Raumen ist der Begriff der Stetigkeit definiert,
und man kann daher untersuchen, ob f’ bei einer der beiden verschiedenen Auffassungen
eine stetige Abbildung ist. Das folgende Lemma zeigt, dal es bei der Untersuchung der

Stetigkeit nicht darauf ankommt, welche Auffassung man zu Grunde legt:

Lemma: Sei U C R” eine offene Menge. Genau dann ist ' : U x R" — R™ stetig, wenn
f U — L(R",R™) stetig ist.
Beweis: Auf R™ und auf U x R™ C R" x R" verwende ich die Maximimsnorm. Sei [’ :

U xR" — R™ stetig und sei a € U. Wihle ¢ > 0 mit K = {z € R" |||z —al|oc < ¢} CU.
Weil f" auf der kompakten Menge

K x {h e R"| ||l < 1}
gleichméfig stetig ist, existiert zu jedem € > 0 ein 6 > 0 mit

1f(z, k) = f(a,h)|| < e

fir alle z,h € R" mit ||z — alloc < 6 und |||l < 1, weil dann |[(z,h) — (a,h)]w =
|(x—a,h)||e = ||z —all < 0 gilt. Also folgt fiir diese x und fiir die Norm || f'(z) — f'(a)||
der linearen Abbildung f'(z) — f'(a) € L(R™,R™) :

1 () = f(a)ll = sup ||| f'(x) = f'(a) Al

[[RlI<1

= sup [|f'(x)h = f(a)hl] = sup |f'(x,h) = f(a,h)]| <e.

[hll<1 [[RlI<1

Dies bedeutet, da} f: U — L(R",R™) in a stetig ist. Weil a beliebig gew#hlt war, ist
diese Abbildung stetig.

Sei umgekehrt ' : U — L(R™,R™) stetig und sei (a,h) € U x R". Zu jedem ¢ > 0 gibt
es dann eine Zahl § > 0, die kleiner oder gleich min(e, 1) gewéhlt werden kann, so dafl
|f'(x) = f'(a)]] < e gilt fir alle 2z € U mit ||z — a|lee < §. Fiir (x,hy) € U x R* mit
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|(z,h1) — (a,h)|| < 0 folgt dann

1 (s hn) = £ @, )| = I @)hi = f'(a)h]
= @ =@ - e e -n]
< 1@ = F@I IRl + 1@ e = B
< (Il + 11 = Blloe) + 1/ @6 < (Il + 1+ I/ @])
wegen ||z — al|oo, ||h1 — hlle < 6 < min(e, 1). Weil ||Aljs + 1 + ||f'(a)|| unabhingig von

(x,hy) ist, folgt hieraus die Stetigkeit der Abbildung f’ : U x R" — R™ in (a, h). Da
dieser Punkt beliebig gewahlt war, ist diese Abbildung stetig. |

Definition: (i) Sei U C R” offen und sei f : U — R™ differenzierbar. Ist f: U x R" —
R™ beziehungsweise ' : U — L(R™, R™) stetig, dann heifit f stetig differenzierbar.

(ii) Seien U,V C R™ offen und sei f : U — V stetig differenzierbar und umkehrbar. Ist
die Umkehrabbildung f=! : V — U ebenfalls stetig differenzierbar, dann heiit f Diffeo-

morphismus.

Der folgende Satz gibt ein handhabbares Kriterium, mit dem man nachpriifen kann, ob

eine Abbildung stetig differenzierbar ist:
Satz: Sei U C R” offen. Die Abbildung f : U — R™ ist stetig differenzierbar, genau
dann wenn alle partiellen Ableitungen 6%1_ fj in U existieren und stetig sind.

Beweis: Die Abbildung f': U x R"® — R™ ist stetig, genau dann wenn jede der Kompo-

nentenfunktionen
(z,h) — fi(x,h) Z (9 (%)

stetig ist. Wahlt man fiir h den Einheltsba81svektor e; , dann folgt aus der stetigen Diffe-
renzierbarkeit von f, dafl die partielle Ableitung

(2) = fi(z,e;) : U - R

stetig ist. Wenn umgekehrt alle partiellen Ableitungen von f in U existieren und stetig
sind, dann ist f in U differenzierbar und die j—te Komponente der Ableitung ist gegeben
durch die rechte Seite von (*) . Man sieht sofort, dafl diese rechte Seite eine stetige Funktion

von (x, h) ist. ]
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5 f.) Hohere Ableitungen, Taylorsche Formel

Die Ableitung von f : U — R™ ist eine Abbildung f : U — L(R™,R™). Die Ableitung
von [ wird man als zweite Ableitung f” von f bezeichnen. Also ist die zweite Ableitung
f"(x) von f an der Stelle x eine lineare Abbildung von R" in den Raum der linearen
Abbildungen L(R™ R™) :

U — L(]R”, L(R”,Rm)> .

Es ist moglich, die zweite Ableitung von f so zu definieren, weil L(R"™, R™) ein normierter
Raum ist (sogar ein Banachraum). Denn man kann die Definition der Ableitung einer
Funktion von R” nach R™ ohne Anderung auf Funktionen zwischen allgemeinen normier-
ten Rdumen iibertragen. Jedoch will ich die zweite Ableitung weniger abstrakt aber in

dquivalenter Weise folgendermafien definieren:

Definition: Sei U C R" eine offene Menge und sei f : U — R™ differenzierbar in U .
Die Funktion f heifit zweimal differenzierbar in einem Punkt x € U , wenn zu jeden festen
h € R™ die durch

gn(x) = f'(z,h) = f'(x)h
definierte Funktion g, : U — R™ in z differenzierbar ist. Als zweite Ableitung von f im

Punkt z bezeichnet man die durch

[, h, k) = gp(2)k
definierte Funktion (h,k) — f"(z,h,k) : R* x R" — R™. Ist f in jedem Punkt von U
zweimal differenzierbar, dann gilt f” : U x R” x R® — R™.
Fiir jedes z € U ist
(h, k) — f"(z,h, k) : R" x R" — R™
eine bilineare Abbildung, d.h. eine Abbildung, die in beiden Variablen linear ist. Denn da
Ghitho (1) = [/(2)(hy + ha) = f(x)h1 + /(@) ha = gn, (€) + gny(2) gilt, folgt
f’l(iﬂ, hl -+ hg, kl + k’g) = g;llJth (33)(]{1 + k‘g)
/
= [giu (@) + gy (@) | (k1 + k2) = gh, (@) (k1 + k2) + gh, (2) (k1 + k2)
= f”('xv h’17 kl) + f//(xa h’17 k?) + f//(xa h’27 kl) + f//(xy h’27 k2> .
Ebenso folgt
(@ ch k) = cf'(hk),
f"(x, h,ck) = cf'(hk).



Seien h = (hy, ..., h,) und k = (ky, ..., k,). Dann gilt

(b, k) = gi(x k—Z—gh

= Oz,
Wegen
SN
(@) = f1@h =3 - f(h
i=1 !
folgt also
"L 0 = O
" o _ 7 . .
) =@k = 3 axj(; 5 @)
j=1 =1
Hierbei sieht man, dafl die zweiten partiellen Ableitungen f 9 o [(2) alle existieren,

indem man fiir & und k die Standardbasisvektoren e; und e; Wahlt. Es gilt

o 0
0 f 9 9 a2, 9w 1
- = : R™.
90 )
(933'j 8352 "
Man setzt auch
0% f o*f

8_:Uj2- (z):= 0z ;0x; (z)-

Fiir reellwertiges f : U — R erhilt man in Matrizenschreibweise

it I\ [
0107, 03,0,
(@b k) = (koo k) :
0 f % f
02,01, (@) . 0x,0x, (z) B

= k-Hh,

wobel man

2
H = (azgx)w:l"””

als die Hessesche Matrix bezeichnet. Fiir beliebiges f : U — R™ erhélt man
@b k)| =k Hh,
J
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wobei H; die Hessesche Matrix der j—ten Komponentenfunktion f; ist. Insbesondere folgt
hieraus
(f")j(x, hok) = (f;)" (@, h, k),
d.h. die j-te Komponente von f” ist die zweite Ableitung der Komponentenfunktion f; .
Falls f : U — R™ differenzierbar ist, und f in a € U zweimal differenzierbar ist, dann ist
H beziehungsweise H; eine symmetrische Matrix, d. h. es gilt
02 f; 02 f;
(%sléf;k @)= &Ekgxl (a).

Dies ergibt sich aus dem folgenden Satz. Man beachte aber, daf} alle zweiten partiellen Ab-

leitungen in a existieren konnen, ohne dafl f diese Voraussetzungen erfiillt. Dann braucht

H nicht symmetrisch zu sein.

Satz von H.A. Schwartz: Sei U C R"” offen, f:U — R™ sei differenzierbar und in

einem Punkt x € U zweimal differenzierbar. Dann gilt fiir alle b,k € R"
f"(x,h k) = f"(z,k,h).
(Die bilineare Abbildung (h, k) — f"(x,h, k) : R® x R" — R™ ist symmetrisch.)

Beweis: Die Bilinearform (h, k) — f”(x,h,k) ist symmetrisch, genau dann wenn jede
ihrer Komponenten (h, k) — (f");(z,h, k) = (f;)"(z, h, k) symmetrisch ist. Es gentigt
also, die Symmetrie fiir die Komponentenfunktionen f; zu beweisen, wobei ich den Index
7 weglasse und voraussetze, dafl f : U — R gilt. Zum Beweis des Satzes zeige ich, daf fiir
alle h, k € R"

St sh ot sk) — fla + sh) — f(z 4 sk) + f(2)

s—0 82
s>0

- f//($=h7 k) (*)

gilt. Hieraus folgt die Behauptung, weil sich die linke Seite bei Vertauschen von h und &
nicht dndert.
f"(x,h, k) ist die Ableitung der Funktion x — f'(z,h). Also gilt
f'(x+k,h)— f'(z,h) = f"(x,h, k) + R (h, k)| k|
mit
lim R,(h, k) =0.
k—0

R.(h, k) ist linear beziiglich h, weil f'(z + k,h), f'(z,h) und f”(x,h,k) linear in h sind,
und es existiert eine von h und k abhéngige Zahl ¥ mit 0 < ¥ < 1, so dafl

fle+h+k)—flx+h)— flz+Ek)+ f(x)
= f"(x,h, k) + R.(h,9h + k)||O0h + k|| — Rx(h, 9h)||0A]|
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gilt. Zum Beweis dieser Gleichung betrachte man die Hilfsfunktion
F:0,1] =R, F(t):= f(x+th+k)— f(x+th).
Wegen
F'(t)=f(x+th+ k)h— f'(x+th)h = f'(x +th+k,h) — f'(x + th,h)

und wegen

F(1)=F0)=f(x+h+k)— f(r+h)— flx+k)+ f(x)

folgt nach dem Mittelwertsatz

mit geeignetem 9,0 < 9 < 1, also
flx+h+k)— flx+h)— flzr+k)+ f(z)
= fl(x+9h+k,h)— f'(x+ Ih,h)
- (f’(x +Oh+ k h) — f(z, h)) - <f’(x Ok h) — f(a, h)) .

Mit
f(x+9h+kh)— f(x,h) = f"(x,h,0h+ k) + R.(h,9h + k)||9h + k||
Fo+0h ) = fFla,h) = f"(x,h,0h) + Ry(h, o) |[9h]
und mit
f"(z,h,Oh + k) — f"(x, h,0h) = f"(x, h, k)
folgt ().

Sei s > 0. Ersetzt man in (%) den Vektor k& durch sk und den Vektor A durch sh, dann
kann man auf der rechten Seite wegen der Bilinearitdt oder Linearitdt der Terme den

Faktor s herausziehen und erhilt

f(x+ sh+ sk)— f(x+sh) — f(x+ sk)+ f(x)
— g [f”(;c, hy k) + Rx<h, s(Oh + k)) [9h + E|| — Ra(h, s9R)|[0R]|| .

Wegen
lim <h, s(Oh + k)) =0, lim Ry(h, s0h) =0

folgt (x).
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Beispiel:
[iR? =R, f(ry,3) = 23wy + a1 + 23 .
Die partiellen Ableitungen jeder Ordnung existieren und sind stetig, also ist f zweimal

differenzierbar. Es gilt

of
radf _ 8_.1'1 B 2:Ull'Z +1
g -1 5 -1, .
0_@ €7 + 31’2
82f 82f , 2
f//<m> =H = 8$% aanl'l _ T2 1
0*f o2 f

233'1 6%2

011014 3

Hohere Ableitungen: Hohere Ableitungen definiert man induktiv. Die p—te Ableitung
von f: U — R™ ist eine Abbildung

fP . UXxR"x...xR"* - R™,
p Faktoren
die man folgendermafien aus f®=Y erhilt: Sind z € U und AV, ... AP € R*, dann ist
f®) definiert durch

FO@nD @) = [y fe Dy hO, ) ’| (h®) .

y=x
f®) ist linear in den letzten p Argumenten und ist total symmetrisch: Fiir 1 <i < j <p
gilt
Pz, hD LAYy = P (g, A9 RO )
Ist f() stetig, dann heiBt f p-mal stetig differenzierbar. Wenn f®) fiir alle p € N existiert,
heifit f unendlich oft differenzierbar. Wie fiir f” sieht man, daf3

n n apf
@ (p B )y — L SRR O RN ()
Pz, h ,...,hp)_z...Z TR, (@)hy,) .. byt
gilt.

Satz (Taylorformel): Sei U C R" eine offene Menge f : U — R sei (p + 1)-mal
differenzierbar und die Verbindungsstrecke der beiden Punkte z und x + h gehore zu U .
Dann existiert v/, 0 <9 <1, mit

1 1
Flo+h) = f@)+ @ h) + o @b h) 4 o = [P )+ Ry(w, b)),

p! ——
p mal
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wobei 1
p(xv ) ( 1)| f ([E ) ) ) )

p+ 1 mal
sel.
Beweis: Sei vy :[0,1] - U, ~(t)=xz+th. Auf F = fo~v:[0,1] — R wende man den

Taylorschen Satz fiir reelle Funktionen an:

por SV AR i O
Wegen
Fi)y = f(v0)rm = (0,7 ®) = £ (+0)n)
Fi(t) = (10 h A1) = £ (2(0).h.2)
Fe(f) = f(P+1)(7(t), h ... h )
(p+ 1) mal
folgt hieraus die Behauptung. |

Man kann die Taylorformel auch in folgender Form schreiben:

flat+h) = Z [Z Z@x . (’33: -y

ij
11=1

"L Pt f(x 4+ Oh)
p-l—l ' Z Z 8@1.. ox; ., hiy o iy

Ip+1=

Zur Abkiirzung fithrt man die folgenden Bezeichnungen ein: Fiir o = (aq, ..., a,) € Nj
und fir z = (zq, ..., z,) € R" sei

la] = o+ ...+ ay,

al = ol

¢ =zt

ol f
D~ = a).
f(a) 0%y ... 0%, (a)

Man bezeichnet v € Nj als Multiindex und |a| als Lénge von «. Bei vorgegebenem

Multiindex o mit |a] = j gibt es in
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—2L_ Glieder, die aus dem Glied D*f(x)h® durch Vertauschen der Reihenfolge, in der

oq!...apn!

die Ableitungen gebildet werden, entstehen. Also folgt

faen = 3% iD"f(x)ho‘jL 3 éDo‘f(ijﬁh)ho‘

=0 |al=j jal=p+1

1 « (6% 1 « (6%

= > —Df(a)he + > — D f(w+ OR)he.
lol<p lal=p+1
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6 Lokale Extrema, Sitze von der inversen und der impliziten
Funktion.

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse von Kapitel 5 angewandt.

6 a.) Lokale Extrema

Definition: Sei U C R" offen, sei f : U — R differenzierbar und sei a € U. Gilt
gradf(a) = 0, dann heifit a kritischer Punkt von f .

Satz: Sei U C R" offen und sei f : U — R differenzierbar. Ist a lokale Extremalstelle

von f, dann ist a kritischer Punkt von f.

Beweis: O.B.d.A. habe f in a ein Maximum. Dann gibt es eine Umgebung V' von a mit
f(z) < f(a) fur alle z € V. Sei h € R™. Wihle 6 > 0 so klein, dafl a +th € V ist fiir alle
t € Rmit [t| < 6. Sei F': [-9,6] — R definiert durch

F(t) := f(a+th).
Dann hat F' ein Maximum in ¢ = 0, also folgt
0=F'(0)= f'(a)h.
Weil dies fiir alle h € R™ gilt, resultiert f'(a) =0. m

Dies ist eine notwendige Bedingung an f fiir eine lokale Extremalstelle, aber keine hin-
reichende. Zum Beispiel ist der Sattelpunkt in der folgenden Skizze zwar ein kritischer

Punkt, aber keine lokale Extremalstelle:

X2
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Wie fiir reelle Funktionen kann man mit Hilfe der zweiten Ableitung hinreichende Bedin-
gungen erhalten. Hierzu benotigt man Resultate iiber quadratische Formen, die ich hier

ohne Beweis angebe:

Vorbemerkung iiber quadratische Formen: 1.) Sei @ : R" x R" — R eine bilineare
Abbildung. Dann heifit die Abbildung h +— Q(h,h) : R — R quadratische Form. Man

teilt quadratische Formen folgendermafien ein: Sei

Q(h,h) >0 fiiralle h#0 : Dann heifit @ positiv definit
Q(h,h) >0 furalle h#0 : Dann heifit @ positiv semidefinit
Q(h,h) <0 furalle Ah#0 : Dann heifit @ negativ definit
Q(h,h) <0 firalle h#0 : Dann heifit () negativ semidefinit.

@ heif3t indefinit, wenn ) sowohl positive wie negative Werte annimmt.

2.) Eine quadratische Form kann man immer in der Form

n

Q(h,h) =Y cizhih; =h-Ch

ij=1

darstellen mit einer symmetrischen Koeffizientenmatrix

3.) Ein Kriterium dafiir, daf @) positiv definit ist, ist

€11 C12 (13
€11 Ci12
Cc11 > 0, det > 0, det Ca1 Co2 Ca3 > O7 . ,det(cij)i7j:1

Co1, C22
C31 C32 (33

4.) Fiir eine in @ € U zweimal differenzierbare Abbildung f : U — R ist h — f"(a,h, h)

eine quadratische Form. Wegen

f"(a,h,h) = Z

i,j7=1

h .

893183: j

ist die Koeffizientenmatrix dieser quadratischen Form die Hessesche Matrix

2
- (8;?81‘]- f(a>>i,j:1,...,n.
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Mit diesen Definitionen und Resultaten fiir quadratische Formen kann ein hinreichendes

Kriterium fiir Extremalstellen formuliert werden:
Satz: Sei U C R” offen, f : U — R sei zweimal stetig differenzierbar und sei a € U
kritischer Punkt von f. Ist dann die quadratische Form f”(a, h,h)

(i) positiv definit, so ist a Minimalstelle von f
(i) negativ definit, so ist « Maximalstelle von f

(iii)  indefinit, so ist a keine Extremalstelle von f .

Beweis:  Aus der Taylorformel ergibt sich

f(z) = f(a) + f'(a,z —a) + %f”(a—l—ﬁ(w—a),x—a,x—a),

mit geeignetem 0 < 9 < 1, also, wegen f’(a) =0,
1
f@) = fla)+ 5§ (a+ 9@ —a)o—az—a)

= f(a)—|—%f”(a,x—a,x—a)—i—R(a:,x—a,x—a),

mit
_ Loy . . Lo,
R(w,hk) = 5 f <a—|—19(m a),h,k) 2f(a,h,k;>.
Es ist R(a, h, k) = 0, und es gilt sogar, dal zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit
|R(x,h,h)| < el|h]?, (%)

fiir alle x € U mit ||z — a|| < § und alle h € R™. Zum Beweis wéhle man 7 > 0 so klein,
daf die abgeschlossene Kugel K,.(a) = {x € R"
Voraussetzung ist (x,h) — f"(z,h,h) : U x R" — R stetig, also ist diese Funktion auf

|z — al|| < r} ganz zu U gehort. Nach

der abgeschlossenen und beschrinkten, folglich kompakten Teilmenge

K.(a) x {h € R"

[A]] =1}

sogar gleichméfig stetig. Dies bedeutet, dafl zu € > 0 eine Zahl § > 0 existiert mit
1
5 ‘ (@, b, k) — f(a, b, 1) ’ <e

fir alle h € R™ mit ||h|| = 1 und alle z € U mit ||z — al| < . Weil fir 0 < 9 < 1 auch
la 4+ J(x —a) — a|| =I||x — al| < I gilt, folgt

h h
(B, by b)) = (182 | R (2 ) |
(o )
1 hh h h
= |nl*z|fa+d(x—a), —, —) — f'(a,—, — )| <el|h|?.
211 e ) 7 )|
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Dies beweist (xx) .

Sei nun h +— f”(a, h, h) eine positiv definite quadratische Form. Dann gilt f”(a, h,h) > 0
fiir alle h € R™ mit h # 0, und da die stetige Abbildung h — f”(a,h,h) : R" — R auf
der abgeschlossenen und beschrénkten, also kompakten Menge {h € ]R”’ |h]| = 1} ihr
Minimum an einer Stelle hy annimmt, folgt fiir alle h € R

h

h
,/a,h,h: h2/l U > h2 : " .1, — h27
£"(as ) = 10177 (@ s ) 2 AP i, £, ) =l

mit
c= min f"(a,n,n) = f"(a,hy,hy) > 0.

lInll=1

Wé&hlt man nun € = ¢/4, dann folgt hieraus und aus (%), (*x*), dal § > 0 existiert mit

1
f(a:)—f(a) = §f"(a,x—a,x—a)+R(x,x—a,x—a)
> Sle—al?=Sle—al*=7lle—al? >0,

fir alle z mit ||z — a|| < §, also ist a ein lokales Minimum.

Entsprechend beweist man, dafl bei negativ definitem f”(a,h,h) ein lokales Maximum
vorliegt. Wenn f”(a, h, h) indefinit ist, gibt es hy € R™, ky € R™ mit || ho|| = ||ko]| = 1
und mit

f”(aa h07 h(]) > 07 f”(a’v k07 kO) <0.

Hieraus folgt, dafl auf der Geraden mit Richtungsvektor hy bzw. kq fiir geniigend kleines
|x — al|,z # a die Differenz f(x) — f(a) positiv bzw. negativ ist. Dies beweist man wie

oben. Also ist a kein lokales Extremum. ]

Beispiel: Sei f : R? — R definiert durch f(z,y) = 6zy — 3y* — 223 . Fiir jeden kritischen
Punkt (x,y) gilt

af(rc y)
, B dx [ 6y —62* )
ay Jy

Hieraus konnen die kritischen Punkte bestimmt werden. Man erhalt fiir die kritischen
Punkte (z,y) = (0,0) und (z,y) = (1,1).

Um festzustellen, ob diese Punkte Extremalpunkte sind, mufl die Hessesche Matrix

mn=( % )
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von f an den kritischen Punkten untersucht werden. Die durch die Matrix

won - () )

definierte quadratische Form f”(0,0, h, h) ist indefinit. Denn es gilt fiir h = (1, 1)

roann-()-(0 2 (1)-()-(4)-

und fiir h = (0, 1)

ponsr(2) (2 2) (2)- () (2)

also ist (0,0) keine Extremalstelle. Dagegen ist die durch die Matrix

H(1,1) = ( _12 _2 )

definierte quadratische Form f(1,1, h, h) negativ definit. Denn nach dem oben angegebe-
nen Kriterium ist die Matrix —H (1, 1) positiv definit wegen 12 > 0 und

12 —6
det =72-36>0.
-6 6

Somit ist H (1, 1) negativ definit und (1, 1) ein lokales Maximum.

6 b.) Lokale Umkehrbarkeit von Abbildungen

Frither wurde gezeigt, dal wenn f invertierbar und in einem Punkt a differenzierbar ist,
wenn auflerdem det f'(a) # 0 gilt und die Inverse g in b = f(a) stetig ist, dann ist g in
b differenzierbar. Man kann sich fragen, ob aus det f’(a) # 0 bereits folgt, dal f in einer
Umgebung von a invertierbar ist. Das folgende Beispiel zeigt, dafi dies im Allgemeinen

nicht richtig ist.
Gegenbeispiel: Sei f: (—1,1) — R definiert durch

1
r + 32%sin — , x#0
flx) = 5”
0, x=0.

f ist fiir alle |z| < 1 differenzierbar, f'(x) ist beschrankt, f’(0) = 1, aber f ist in keiner

Umgebung des Nullpunktes invertierbar.

109



Jedoch ist in diesem Beispiel f’ nicht stetig im Nullpunkt, weil der Grenzwert von

1 1
() =14 6xsin — — 3cos —
T T

an der Stelle 0 nicht existiert. Setzt man auch noch die Stetigkeit der Ableitung voraus,

dann kann man folgern, daf} eine lokale Inverse existiert:

Satz: Sei U C R" offen und a € U, f : U — R" sei stetig differenzierbar, und
es sei det f'(a) # 0. Sei b = f(a). Dann existieren offene Mengen V,W C R™ mit
acV, beW sodaB f:V — W bijektiv ist, und so daff die Inverse g : W — V stetig
differenzierbar ist. (Natiirlich gilt dann ¢'(y) = [f'(g(y))]~*.)

Beweis: Setze A := f'(a) und \ := m . Die Inverse A~! existiert, weil nach Voraus-

setzung det A # 0 ist. Da nach Vorasusetzung f': U — L(R™ R") stetig ist, existiert eine

offene Kugel V' um a mit

1/ () — All < 2A
fir allex € V.
1.) Zunéchst soll gezeigt werden: Fiir beliebige x,z + h € V gilt
1
If (@ +h) = flz) — AR| < S [ AR, (%)

also, wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung,

1
If(@+h) = f@)| = ALl = [If(z +h) = fz) — AR = 5[ AR]
(%)
= 2M|ATH[ | AR]| = 2A| AT AR = 2[R,
woraus dann folgt, dafl f in V injektiv ist.
Hierzu definiere man F' : [0, 1] — R"™ durch
F(t) = f(x + th) — tAh.

Da V eine Kugel ist, gehort mit 2 und = + h auch die Verbindungsstrecke {x + th |0 <
t <1} zu 'V, und es gilt

'O = f"(x +th)h — AR|| < [|f'(z + th) — Al [|h]] < 2A[1A]
_ . 1
= 2M|AT AR < 2XAT[[[|AR] = 3 [[AR].

Aus dem Schrankensatz folgt nun ||[F(1) — F(0)|| < L ||AR|, also (x).

Somit existiert die Inverse g : W — V mit W = f(V).
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2.) Es ist zu zeigen, dal W offen ist. Sei xyp € V und sei K, eine offene Kugel mit
Mittelpunkt zo und Radius 7 > 0, so daf8 K, C V ist. Es soll gezeigt werden, da f(K,)

eine offene Kugel um f(xy) mit Radius Ar enthilt.

Hierzu wéhle y € R” mit |ly — f(zo)|| < Ar. Es wird das Urbild von y unter f in K,
konstruiert. Wihle z* € K, mit

ly — f(@")[| = min [ly — f(2)].
rzeK,

Es wird sich zeigen, dafl x* das Urbild ist. Zundchst mufl gezeigt werden, dafl ein solches
x* existiert. Hierzu beachte man, daff die durch ¢(z) := ||y — f(x)|| definierte Funktion
¢ : K, — R stetig ist. Denn es gilt fiir z € K,

lim [6(2) = 9()] = i |y = f@)]l = ly = FG]

< lim [y = /@) = (v= ()| € Iim | £ (@) = £(=)]| =0,

wobei wieder die umgekehrte Dreiecksungleichung verwendet wurde. Also nimmt ¢ auf
der kompakten Menge K, das Minimum in mindestens einem Punkt z* an. Es soll nun
gezeigt werden, daf |y — f(z*)|] = ¢(z*) = 0 ist. Hierzu zeigt man, da ein € K,
existieren wiirde mit ||y — f(2)|| < ||y — f(z*)]], falls ||y — f(z*)|| # O wére. Dies ist ein

Widerspruch zur Definition von x*.

Sei h = A~'(y — f(z*)) . Fiir hinreichend kleines ¢ € (0,1) ist
T=a"+theV.

Es gilt nun nach (%) wegen z*,z* +th e V :

7"+ th) | = "+ th) = F(a") = Ath + f(a) —y + Ath|
7"+ th) = Fla*) — Ath] + | £(*) —y + At
5 Ath] 4 15 (x) —y + Ath|

Slafta (v - s I+ 176~y + Afa (v 5]

IA

IN

1 * * _ t * *
= Sty = F@)+ 10 =D (@) =y)l = (1=3) Iy = F@) < ly— FI,
falls y # f(z*). Weil diese Ungleichung fiir alle ¢ € (0,1) mit =* + th € V gilt, bleibt

nur noch zu zeigen, daB & = z* + th € K, ist fiir alle hinreichend kleines ¢. Dann ist
der Widerspruch konstruiert. Hierzu geniigt es zu zeigen, daf§ «* nicht auf dem Rand der

Kugel K, liegt. Fiir einen Randpunkt  von K, gilt || — x|l = r. Aus (xx) folgt somit
2xr < |[f(2) = fzo)ll < lly = f(@) |+ lly = flzo)l| < &(z) + Ar,
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also
P(zo) = |ly — f(zo)|| < Ar < é(2),

so dafl ¢ in keinem Randpunkt das Minimum annehmen kann. Also ist z* innerer Punkt

von K, .

Damit ist bewiesen, dafl y = f(z*) gilt, somit gehoren alle y € R mit ||y — f(xo)|| < Ar
zu f(V), also ist W = f(V) offen, weil xy € V' beliebig gewéhlt war.

ly — f(zo)| < Ar

3.) Es bleibt zu zeigen, dafl die Inverse g : W — V stetig differenzierbar ist. Da f stetig

differenzierbar ist, sind die partiellen Ableitungen gj:? : V. — R stetig. Da det f'(z) =
J

ceey

R stetig, also gibt es eine Umgebung von a in der det f'(x) # 0 ist, in der also f'(z)
invertierbar ist. Man verkleinere die Umgebung V' soweit, daf§ f’(z) invertierbar ist fiir
alle x € V. Nach einem Satz aus Abschnitt 5 c¢.) folgt dann, dafl die Inverse g : W — V
in jedem Punkt von W differenzierbar ist, wenn sie stetig ist. Die Stetigkeit von g folgt

unmittelbar aus (xx). Denn es gilt fir y,y + k € W :

Ikl = lly + & =yl = 1f (9w + £)) = £ (90)) Il = 2\ 9y + k) — 9wl

also
1
i - < — i =0.
lim [lg(y + k) — g(y)|| < 5y lim [|%]| =0
Somit ist g stetig, also differenzierbar mit ¢'(y) = [f'(g(y))]~*.

Aus dieser Formel folgt auch, daf ¢ stetig ist. Denn in Abschnitt 5 e.) wurde gezeigt, dafl
g stetig ist, wenn die Elemente der Matrix ¢'(y), also die partiellen Ableitungen von g,
stetige Funktionen von y sind. Weil ¢/(y) die Inverse der Matrix f’(g(y)) ist, werden die
Elemente von ¢'(y) aus den Elementen von f’(g(y)) durch Bildung von Determinanten
und Quotienten berechnet (Cramersche Regel!), also sind die Elemente von ¢'(y) stetige

Funktionen der Elemente der Matrix f'(g(y)), die selber wieder stetige Funktionen von y
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sind, weil f’ und g stetig sind. Also ist g stetig differenzierbar. ]

Beispiel: f:R3 — R3 sei erklirt durch

filzr, 20, 23) = z1+ 22+ 23
fa(x1, 29, x3) = woxs + w371 + T129
f3(9517$2,1'3) = T1T273 .

WEeil die partiellen Ableitungen alle existieren und stetig sind, ist f stetig differenzierbar

mit
1 1 1
fll@)=1 a3z ws+21 a2+a1 |,
ToX3 T1T3 1T
also
1 0 0
det f'(x) = | a5+z0 71— 29 T1 — T3

ToT3 (l‘l — IQ)ZE;), (IL‘l — .I‘3)ZL‘2
= (21— 22) (71 — w3)T2 — (21 — 22) (71 — T3) 73
= (1]1 — Ig)([ﬁl — 173)(.%'2 — ZL’3) .

Sei also b = f(a) mit (a1 — ag)(a; — as)(ag — az) # 0. Dann gilt es Umgebungen V' von a
und W von b, so dafl das Gleichungssystem

Y1 = X1+ X2+ T3
Y2 = ToT3+ T3T1 + T1T2
Ys = T1T273

zu jedem y € W eine eindeutige Losung x € V hat.

Man beachte aber, dafl aus der lokalen Invertierbarkeit nicht die globale folgt. Man sieht
dies an folgendem Beispiel: Sei f : {(z,y) € R*|y > 0} — R? definiert durch

filr,y) = ycosw
fa(w,y) = ysinz.

f ist stetig differenzierbar mit

—ysinx Ccos T .
_ = —ysin®z —ycoslz = —y #0
ycosx  sinx

det f'(z,y) = ‘
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fir alle (z,y) aus dem Definitionsbereich. Also ist f in jedem Punkt lokal invertierbar,
jedoch nicht global. Denn sei b = f(a) mit a = (ay,a3). Dann gilt auch b = f(a; +
2tm,as), m € Z, weil f beziiglich der z—Koordinate 2r—periodisch ist.

A

| I |
I | I
I | |
I | I
I | |
| | |
I | |
I | |
I | |
| | I
| | |

-2 0 2 47

6 c.) Implizite Funktionen

Es sei eine Abbildung f : R™™ — R" gegeben mit den Komponenten f;, also f =
(fi, .-, fn), und es sei y = (y1, ..., Ym) € R™ gegeben. Es liegt nahe zu fragen, ob

r = (x1, ...,2,) € R" so bestimmt werden kann, dafl

fl(xla <oy Ty Y1, 7ym) =0

fn(xlv"'axnayl---aym) =0

gilt. Dies sind n Gleichungen zur Bestimmung von n Unbekannten xq, ..., z, . Zunéchst
betrachte man den Fall, dal f = A : R"*™ — R" eine lineare Abbildung ist,

Ai(z,y) a1 + ...+ a1y + biys + - 4 bimYm
Alz,y) = | =1

Az, y) Ap1T1 + o oo+ Ao Zp + byt + .+ by Yim

A habe folgende Eigenschaft:
A(h,0) =0 = h=0.

Dies ist genau dann erfiillt, wenn die Matrix

ail ... Qip % aAl
8ZE1 afL’n
0A, 0A,
QAn1 Qnp 81;1 U 827”
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invertierbar ist, also genau dann wenn

DA,
det (8%) v #0

ist. Unter dieser Bedingung ist
h+— Ch:= A(h,0) : R" — R"
eine invertierbare lineare Abbildung, folglich hat das Gleichungssystem
A(h,k) = A(h,0) + A(0,k) = Ch+ A(0,k) =0
fiir jedes k € R™ die eindeutig bestimmte Losung
h= (k) :=—-CTA(0,k).

Fir ¢ : R™ — R” gilt
Alp(k), k) =0,

fiir alle k € R™. Man sagt, ¢ sei durch diese Gleichung implizit gegeben. Der Satz iiber

implizit gegebene Funktionen betrifft dieselbe Situation fiir stetig differenzierbare Abbil-

dungen f, die nicht notwendig linear sein miissen:

Satz (iiber implizite Funktionen): Sei D C R™™™ offen, f : D — R" sei stetig diffe-

renzierbar. Sei (a,b) € R™ x R™ mit f(a,b) = 0 und mit

ofi of
8_1‘1 (CL, b) Ce axn (a, b)

det | : #£0.
0, O

I, (a,b) ... o (a,b)

Dann gibt es eine Umgebung U C R™ von b und eine eindeutig bestimmte stetig differen-

zierbare Abbildung ¢ : U — R"™ mit ¢(b) = @ und mit

f(w(y), y) =0

firalley € U.

Bemerkung: Sei A = f'(a,b) : R" x R™ — R"™. Die Bedingung (*) ist dquivalent zur

Bedingung
A(h,0)=0=h=0.
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Beweis des Satzes: Betrachte die Abbildung F': D — R™*™ |

(2, y) = F(z,y) = (f(:r,y),y) e R™™.

Es gilt F'(a,b) = (0,b) . Es soll gezeigt werden, daf§ F' die Voraussetzungen des Satzes {iber
lokale Umkehrbarkeit erfiillt. Aus diesem Satz folgt dann, dafl es Umgebungen V' C R™**™
von (a,b) und W C R™™™ von (0,b) gibt, so dal F': V' — W bijektiv ist und eine stetig
differenzierbare Inverse F=! : W — V besitzt. Die Inverse ist von der Form

Fl(z,w) = <gb(z,w),w> ,

mit einer stetig differenzierbaren Funktion ¢ : W — R"™. Aus W und ¢ erhélt man die
gesuchte Umgebung U C R™ von b und die gesuchte Funktion ¢ : U — R"™ durch die
Definitionen

U={weR"|(0,w) e W}

und

pw) = 9¢0,w), weU.

Denn wegen (0,b) € W ist U eine Umgebung von b in R™ , und fiir alle w € U gilt

(0,w) = F(F‘l(O,w)> = F(¢(0,w),w> = F<go(w),w) = (f(go(w),w),w) ,
also
f(gp(w),w) =0.
Also geniigt es, die Voraussetzungen des Satzes iiber lokale Umkehrbarkeit nachzupriifen.
Weil f nach Voraussetzung stetig differenzierbar ist, folgt aus der Definition von F' so-
fort, dafl alle partiellen Ableitungen von F' existieren und stetig sind. Also ist F' stetig

differenzierbar. Der Satz iiber lokale Umkehrbarkeit kann somit angewandt werden, wenn
F'[a,b] invertierbar ist. Mit A = f'(a,b) gilt fiir (h, k) € R*"t™

(h, k) > F'la,b](h, k) = (A(h, k), k) e R (%)
Denn da f differenzierbar ist, folgt
fla+h,b+k)= f(a,b) + A(h, k) +r(h, k)| (h, k)],
mit lim, g0 7(h, k) = 0. Also gilt
Fla+hbtk) = (f(a+h,b+/<:), b+k:>
= (F(a.0),6) + (A, k). k) + (0 )k 1)1, 0)
= Fla,b) + (Al k), k) + (r(h, ), 0) (k]I
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mit lim, x)—o <7“(h, k;),()) = 0. Dies beweis (x). Hieraus folgt, dal F”[a,b] invertierbar
ist. Denn aus
F'la,b)(h, k) = (A(h, k), k) = (0,0)

resultiert £ = 0, also A(h,0) = 0, somit h = 0. Also besteht der Nullraum der linearen
Abbildung F'[a,b] nur aus der Menge {0}, also ist die Abbildung invertierbar. ]

Man kann auch die Ableitung der Funktion ¢ berechnen. Nach der Kettenregel gilt fiir
die Ableitung % f(e(y),y) der Funktion y — f(p(y),y) :

0= d%f(so(y),y) = (%f(w(y%y), a%f(w(y),y)) ( #) )

Lxm
= % f(w(y), y) o ¢'(y) + a% f(s@(y), y)

mit der Einheitsmatrix I,,«,, auf R" . Hieraus folgt

) =[5 1 (ew)] o5 F(e)).
mit
% f(@,y) (gfz ( ’y)>j_1 nyi=1,..n
a% () = (gi ( ’y)>j:1 nyi=1,..;m

Beispiele 1.) Sei eine Gleichung

f(l’l, ,I’n)zo

gegeben mit stetig differenzierbarem f : R®™ — R. Zu gegebenen x4, ...,z, 1 ist z,
gesucht, so daf} diese Gleichung erfiillt ist. Angenommen, es existiere a = (aq, ..., a,) €
R™ mit
flay, ...;a,) =0
und mit of
ay, ...,a 0.

al,n ( 1 n) 7£
Dann existiert eine Umgebung U C R"! von (ay,...,a,_1), so daB zu jedem
(x1, ...,2p—1) € U ein eindeutiges z,, = ¢(x1, ...,z,-1) aus einer Umgebung von a,

existiert mit

flzy .o 2, 2,) =0.
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Fiir die Ableitung von ¢ gilt

gradp(xy, ..., T, 1) = Ry —— grad, f(z1, ..., x,)
o, v dn
0
s | o
8xn,1f

2.) F : R? — R? sei definiert durch

fl(xayvz) = 3$2+$y—2—3
folz,y,2) = 20z +1° + 2y .

Es gilt f(1,0,0) = 0. Zu gegebenen z € R aus einer Umgebung des Nullpunktes ist
(x,y) € R? in einer Umgebung von (1,0) gesucht so daf f(z,y,z) = 0 gilt. Es ist

on Oh
oxr 0Oy [ bz +y x
0f 0f 224y 3yP+z )
or Oy
also o) o7
1 1
%(17070) 8_y<1’0’0) 6 1
of of - —07
2 2 01
or (17070) ay (17070)

also kann eine geniigend kleine Zahl § > 0 und eine Funktion ¢ : (—4,§) — R? gefunden
werden mit f(¢1(2), ¢2(2), 2) = 0 fir alle z mit |z| <. Es gilt

-1

6z +vy T —1
¢(z) = — )

22 +y 3y*+=x 2x

-1 3P+ —x 1
e Y@+ ) -2 +y) | _(2:44) 624y 2

B -1 —3y% — oz — 222
6z +y)(By* +2) —x(22 +y) \ +(224y) + 1202+ 22y |
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mit £ = ¢1(z) und mit y = ps(2) . Insbesondere gilt

wegen ()0(0> = (170) ) also 301(0) = 17 902(0) =0.

119

|
o DO =



