1 Stetige Abbildungen auf dem R"

1 a.) Normen auf dem R”

Sei n € N. Auf der Menge aller n—Tupel reeller Zahlen
{x = (21,29, ..., 2p) |2 ER, 1= 1,...,n}

kann man eine Addition und eine Multiplikation mit reellen Zahlen, (Skalaren), einfiihren,

so daf3 diese Menge ein reeller Vektorraum wird:

Ty = <x1+y17"'7xn+yn)

cx = (cxy,...,cxy).

Man bezeichnet diesen Vektorraum mit R”. Er hat die Dimension n . Eine Basis bilden

zum Beispiel die n Vektoren
e1=(1,0,...,0), es=(0,1,0,...,0), ..., en=(0,...,0,1).
Ist V ein beliebiger Vektorraum, dann heifit eine Abbildung || - || : V — R Norm auf V|

wenn fiir alle z,y € V und ¢ € R

i) ll2)l=0 <= z=0
(i) ezl = lef =]

(iii) |z 4yl <|lz||+ |lyl (Dreiecksungleichung)

gilt. Ein Vektorraum, auf dem eine Norm erklért ist, heifft normierter Raum. Auf dem
Vektorraum R"™ kann man Normen auf verschiedene Weise erkléren. Zwei wichtige Bei-

spiele will ich betrachten:
1.) Die Maximumsnorm:
|2]| 0o := max{|z1], ..., |zal}-

Um zu zeigen, dafl dies eine Norm ist, miissen die Eigenschaften (i) — (iii) nachgewiesen
werden. Die Eigenschaften (i) und (ii) sind erfiillt. Es bleibt (iii) zu zeigen.
Es gibt ein i mit ||z + y||o = |2; + y;| . Damit folgt

12+ Ylloo = |2 + 4l < [as] + 93] < [|2llo0 + [yl -

2.) Die Euklidsche Norm:



Vi + a3

x = (x1,29)

X1

Mit dem Skalarprodukt
TY =1 Y1+ ... +TpYn

gilt hierfiir auch
lz| = Vz -z

(i) und (ii) sind klar. Es gleibt (iii) zu zeigen. Hierzu beweist man zuerst die Cauchy—

Schwarzsche Ungleichung
|-yl < o[ [yl

Beweis der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung: Das quadratische Polynom in ¢
|22 + 2z -yt + |y]* = [tr +y[* >0
kann keine zwei verschiedenen reellen Nullstellen haben, also muf§ fiir die Diskriminante
(x-y)* = |2y <0
gelten. |

Beweis der Eigenschaft (iii):

w+yl® = (@+y) - (@+y) =z + 22y + |y’
< ol + 20z -yl + [yl
< o+ 2zl lyl + yl* = (2] + y])*,
also
[z +yl < |z +[y].
]
Definition: Sei ||-|| eine Norm auf R”. Eine Folge {x;}32,, zx € R™, heifit konvergent,

wenn ein ¢ € R” existiert mit

lim ||z —al| =0.
k—o0
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Man schreibt dann limj_.., 2 = a und bezeichnet a als Grenzwert oder Grenzelement der
Folge {1172, -
Wie im Fall des R! beweist man, daf} eine Folge nicht gegen zwei verschiedene Grenzwerte

konvergieren kann.

Zur Definition der Konvergenz wird eine Norm benotigt. Trotzdem héngt der Konver-
genzbegriff auf dem R™ nicht von der verwendeten Norm ab. Dies ergibt sich aus den

folgenden Resultaten.

Lemma: Eine Folge {x;}3°,, =, € R", konvergiert genau dann beziiglich der Maxi-

mumsnorm, wenn jede der n Komponentenfolgen {m,(;)}zozl , t=1,...,n, konvergiert.

Beweis: Es gilt
7 — ) < o = alloe < [7} — @@+ 42 — 0]
u

Satz: Sei {z}2,, zx € R", eine beziiglich der Maximumsnorm beschrénkte Folge. (D.
h. es existiert ¢ > 0 mit ||zl < c fiir alle K € N.) Dann besitzt {z};2, eine (beziiglich

der Maximumsnorm) konvergente Teilfolge.

Beweis: Da jede der Komponentenfolgen {a:,(;)}zozl , 1 =1,...,n, beschrankt ist, besitzt
jede dieser Folgen eine konvergente Teilfolge. Sei {xS&) 32, eine konvergente Teilfolge von

{x,(fl)}zo:l. Dann ist {x,(f(g) 22, eine Teilfolge von {a:,(f)}zozl, und besitzt eine konvergen-

o0
j=1-

te Teilfolge {Il(f(z'(e))}?il‘ Auch {ZL‘](:(;(Z))}?.;I ist konvergent als Teilfolge von {x,(:&)
Setzt man das Verfahren fort so erhélt man nach n—Schritten eine Teilfolge {xy, }32,
von {zx}32,, fiir die alle Komponentenfolgen konvergieren, und die also konvergent ist
beziiglich der Maximumsnorm im R"™. |
Satz: Seien || - ||; und || - ||2 Normen auf R™. Dann existieren Konstanten a,b > 0 so da8
fiir alle z € R™ gilt

allz|ly < flzllz < bllz]ls -

Beweis: Sei || - || eine Norm auf R” und | - || die Maximumsnorm. Es geniigt zu zeigen,

dafl Konstanten a,b > 0 existieren mit

2]l < allzfloo, [l2floc < bll]|



fiir alle z € R™. Die erste Abschétzung ergibt sich folgendermaflen:

|z = |zier +moe + ..+ 2pe,
< lare|l 4 .o 4 zneall = o] lea]] + -+ za] [lenl|

< (el +- -+ llenlD [[#]loo = afl#]oo ,

mit a = [leg|| + ... + [len]| -

Die zweite Abschitzung beweist man durch Widerspruch: Angenommen, es gibe keine

solche Konstante b > 0. Dann konnte man fiir alle £ € N ein x;, € R" finden mit
[@klloc > Kllzwl -

Setze yy, . Fr die Folge {yx}72, gelten

HJ»‘ ||

Ll <
:I: —
RIES g

lyxll = | I =
[z || [z

) k”oo

und

1Yl = =1.

T

Nach dem Satz von Bolzano-Weierstral hat {y;}7°, somit eine Teilfolge {z;}2°,, =

Jj=1> =

Yrj , die beziiglich der Maximumsnorm konvergiert. Sei z € R™ der Grenzwert. Dann gilt
li - oo = Oa
I |z~ 2]

also, wegen ||z|lo =1,

L= lim [l = lm 2 — 24 2l < l2lloe + lim [z — 2l = |2
k—o0 k—o00 k—o00

also z # 0.
Andererseits gilt || z;|| = [lyx, || < ki < % also
Jol = Uz = 2+ 2l = Tim [|z = 2+ 2
k—oo
< lim ||z — 2| + Hm | 2|
k—oo k—o0
. .1
= ot e sl i 5 =0,
also z = 0. Widerspruch! ]

Wenn zwei Normen die Ungleichungen des eben bewiesenen Satzes erfiillen, sagt man,

sie seien Aquivalent. Auf dem R” sind also alle Normen &dquivalent. Hieraus ergibt sich
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unmittelbar, dafl eine Folge, die beziiglich einer Norm gegen a konvergiert, auch beziiglich
jeder anderen Norm gegen a konvergiert. Folglich hingt der Konvergenzbegriff nicht von
der verwendeten Norm ab. Auflerdem ergibt sich sofort , dafi das obenstehende Lemma

und der Satz nicht nur fiir die Maximumsnorm, sondern fiir alle Normen gelten.

Lemma: (Cauchysches Konvergenzkriterium) Sei || - || eine Norm auf R™. Eine
Folge {zx}72,, xr € R™, ist konvergent, genau dann wenn zu jedem € > 0 ein ky € N
existiert mit

lox — x| < e
fir alle k, ¢ > k.

Beweis: {x1}32, ist eine Cauchyfolge im R™, genau dann wenn jede der Komponen-
tenfolgen {:c,(f)}iozl eine Cauchyfolge im R! ist. Denn es existieren Konstanten a,b > 0

mit
a|:1c,(j) — :El(f)| < lzg — x4]] < b<|x,(€1) - x§1)| +...+ |x,(€n) — a:é")|> ,i=1,...,n.

Also folgt die Aussage des Lemmas, aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium im R! .

Unendliche Reihen: Unter einer unendlichen Reihe Y 7, x), x, € R™, versteht man
die Folge {s;}sen der Partialsummen s, = 22:1 xy, . Falls s = limy_, s, existiert, heifit

s die Summe der Reihe: s =)"77, z). Eine Reihe heifit absolut konvergent, wenn

o0
> Nl
k=1
konvergiert. Aus

m m
1D~ @l < el
k=t k=t

und dem Cauchyschen Konvergenzkriterium folgt, dafl eine absolut konvergente Reihe
auch konvergiert. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Eine Reihe ist genau dann ab-
solut konvergent, wenn jede ihrer Komponentenreihen absolut konvergiert. Hieraus folgt,
daBl eine absolut konvergente Reihe bei jeder Umordnung gegen dieselbe Summe konver-

giert, da dies fiir die Komponentenreihen richtig ist.

1 b.) Topologie des R”

Sei || - || eine Norm auf R™.



Definition: Seia € R", > 0. Die Menge
Usa)={x e R"| ||z —a|| < &}

heiBt offene e-Umgebung von a beziiglich der Norm || - ||, oder Kugel um a mit Radius €.
Eine Teilmenge U von R" heifit Umgebung von a € R™ , wenn U eine e-Umgebung von a
enthélt.

Die Menge U;(0) = {z € R"|||z|| < 1} heiit offene Einheitskugel beziiglich der Norm

Im R? kann man sich die Form der ,,Einheitskugel“ fiir verschiedene Normen veranschau-

lichen:
Maximumsnorm: || - ||«
A o
1
U1(0)
1 ‘xl
Euklidsche Norm: |- |
b o
U1(0)
1 7.’13'1
Auch ||z||y := |x1| +|z2|+. . .+ |2, ist eine Norm. Der Beweis wird dem Leser iiberlassen.

Fiir diese Norm hat die Einheitskugel folgende Form



Allgemein wird fiir jedes p > 1 eine Norm definiert durch

l2llp := (Jaal” + .+ |af?) 7.

Fiir p = 2 ergibt sich die Euklidsche Norm. Die Einheitskugel hat folgende Form
A To

Der Umgebungsbegriff hingt nicht von der verwendeten Norm ab. Denn seien || - |1, || - ||2

Normen auf R”, sei a € R”. Aus der Aquivalenz der Normen
cillzfly < llzll2 < eoflfly

folgt, da jede e-Umgebung U.(a) = {x‘ ||z —ally < e} beztiglich || - ||y die ¢;e-Umgebung

Vorel@) = {a] e = ally < exe}

beziiglich || - ||2 enthélt. Also ist U.(a) Umgebung von a beziiglich der || - ||2 Norm, und
somit ist jede Umgebung von a beziiglich || - ||; auch Umgebung beziiglich || - || und um-

gekehrt.
Definition: Sei M C R"™. Ein Punkt z € R™ heiflt innerer Punkt von M , wenn es eine
Umgebung von x gibt, die in M enthalten ist, d.h. wenn M Umgebung von x ist.

x € R" heifit Haufungspunkt von M , wenn in jeder Umgebung von = ein Punkt von M

liegt, der von = verschieden ist.



x € R” heifit Randpunkt von M , wenn in jeder Umgebung von x mindestens ein Punkt
von M und ein Punkt des Komplementes R™\ M liegt.

Eine Menge heifit offen, wenn sie nur aus inneren Punkten besteht. Eine Menge heifit

abgeschlossen, wenn sie alle ihre Haufungspunkte enthélt.

Wie in R! beweist man:

Das Komplement einer offenen Menge ist abgeschlossen, das Komplement einer abge-
schlossenen Menge ist offen. Die Vereinigung eines beliebigen Systems offener Mengen
ist offen, der Durchschnitt von endlich vielen offenen Mengen ist offen. Der Durchschnitt
eines beliebigen Systems abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen, die Vereinigung von

endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen.

Sei M C R™ beschriankt und || - || eine Norm auf R™. Als Durchmesser von M bezeichnet
man die Zahl
6(M) == sup |y —z[.

y,xeM
Satz: Sei {Ag}32, eine Folge von abgeschlossenen nichtleeren Mengen Ay C R™ mit
Ak+1 Q Ak und

k—o00

Dann existiert z € R™ mit

() Ak = {z}.

Beweis: Wihle z, € Aj. Die Folge {z;}7, ist dann eine Cauchyfolge, weil x4, C
Apre C Ay, also ||zg — 2pre| < 0(Ax) — 0.

Der Grenzwert von {z}32, sei x. Es gilt € (), Ay. Denn wenn k& € N existieren
wiirde mit x € Ay, dann wiirde eine Umgebung U, (x) existieren mit U.(z) N A, = ), also
auch U.(z) N Ay, = 0 fiir alle ¢ > k, wegen Ay C Ay, also ||x — x4]| > ¢ fiir alle £ > k| im

Widerspruch zur Annahme dafl x Grenzwert von {z;}7°, sei.

Sei y € Mo, Ax - Dann gilt ||y — x| < 6(Ay) fiir alle &, also |ly — z|| = limy_0 ||y — 2 <
limg_o 6(Ax) =0, also x = y. Somit gilt

() Ar = {z}.
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Kompakte Mengen. Kompakte Mengen werden im R™ wie im R! definiert und es
gelten entsprechende Aussagen. Um dies zu zeigen, miissen noch zwei weitere Begriffe
eingefithrt werden:

Seien z,y € R™. Dann bezeichnet man die Menge {z € R" |z; < z; < y;, i =1,...,n}
als abgeschlossenen Quader. Ist y1 —x1 = yo — 29 = ... = y, —x, = a > 0, dann
bezeichnet man diese Menge als Wiirfel mit Kantenlénge a .

\ Lo
Y

x

Sei M C R™. Ein Mengensystem U aus offenen Mengen im R™ mit M C (7, U heifit
offene Uberdeckung von M .

Satz: Sei M C R™. Die folgenden drei Aussagen sind dquivalent:

(1) M ist beschrankt und abgeschlossen

(2) Sei U eine offene Uberdeckung von M . Dann gibt es endlich viele Mengen U; €
U, i=1,....,mmit M CYJ", U

(3) Jede unendliche Teilmenge von M besitzt einen Haufungspunkt in M .

Beweis: (1) = (2): Angenommen, es gibe eine offene Uberdeckung U , so da88 (2) nicht
richtig ist. Da M beschrénkt ist, kann M in einen abgeschlossenen Wiirfel W eingeschlos-
sen werden. Man unterteile diesen Wiirfel nun in 2" Wiirfel mit der halben Kantenlénge.
Nach Annahme gilt fiir wenigstens einen dieser kleineren Wiirfel, dafl sein Durchschnitt
mit M nicht durch endlich viele Mengen aus U iiberdeckt werden kann. W/ sei einer dieser
Wiirfel. Nun unterteile man W; und konstruiere analog W5 . Dies gibt eine Folge {W; }22,

von abgeschlossenen Wiirfeln mit
1) WOW, DWyD ...
3.) M N W kann nicht durch endlich viele Mengen aus U iiberdeckt werden.

Die Folge {M N W, }¢2, erfiillt die Voraussetzungen des vorangehenden Satzes, also exis-

tiert z € R™ mit .

k=1
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Wegen © € M gibt es U € U mit « € U . U ist offen, enthélt also eine e-Umgebung von
x. Wegen limy_o, §(Wy) = 0 und = € Wy, ist daher M N W), C W, C U fiir alle geniigend
groBen k , also geniigt zur Uberdeckung von M N W), bereits eine einzige Menge U € U ,
im Widerspruch zu 3.). Also muB (2) richtig sein.

(2) = (3): Sei A C M eine Menge, die keine Haufungspunkte in M besitzt. Dann ist
kein Punkt von M Héaufungspunkt von A, also gibt es zu jedem x € M eine offene
Umgebung, die aufler moglicherweise = selbst keinen Punkt aus A enthélt. Die Menge
dieser Umgebungen bildet eine offene Uberdeckung von M , also geniigen endlich viele
derartige Umgebungen zur Uberdeckung von M . Da jede dieser Umgebungen hochstens
einen Punkt aus A enthélt, mu8 A endlich sein. Eine unendliche Teilmenge A muf} also
einen Haufungspunkt in M haben.

(3) = (1): Wéire M nicht beschrankt, dann gébe es zu jedem k € N ein x € M mit
k]l > &

Sei A die Menge dieser Punkte. A ist unendliche Teilmenge von M , hat aber keinen
Héaufungspunkt. Denn wire y Héaufungspunkt, dann miifite es unendlich viele z € A
geben mit

le =yl <1, also |[zf| =]z —y+yl <1+]yl,
im Widerspruch zur Konstruktion von A. Also mufl M beschréankt sein.

Waére M nicht abgeschlossen, dann gédbe es einen Haufungspunkt x € R™ von M, der
nicht zu M gehért, und es gébe zu jedem k € N ein x;, € M mit ||z, — 2| < 1. Die Folge
{zr}72, konvergiert gegen x, hat also x als einzigen Héufungspunkt, also miiite x nach

Voraussetzung zu M gehoren, im Widerspruch zur Annahme. |
Definition: Eine Menge M C R™ heifit kompakt, wenn sie eine der drei Eigenschaften
(und damit alle drei Eigenschaften) des vorangehenden Satzes hat.

Wie im R! beweist man:

Satz: FEine Menge M C R" ist kompakt, genau dann wenn jede Folge in M eine konver-
gente Teilfolge besitzt mit Grenzwert in M .

Mengen mit dieser Eigenschaft heiflen folgenkompakt. Im R” sind also Kompaktheit

und Folgenkompaktheit dquivalente Begriffe. Klar ist auch:

Satz: Jede beschrinkte unendliche Teilmenge M C R™ hat mindestens einen Haufungs-

punkt.
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1 c.) Stetige Abbildungen vom R" in den R™

Sei D C R”™ eine Menge. Ich betrachte nun Abbildungen f : D — R™. Derartige Abbil-

dungen heiflen ,,Funktionen von n Variablen* .

Fir x € D seien fi(z), fo(z), ..., fm(z) die Komponenten von f(z) € R™. Hierdurch
werden Abbildungen
fi:D—R, 1=1,...,m

definiert. Umgekehrt seien m Abbildungen f,..., f,, : D — R gegeben. Dann wird durch

z s f(z) = (fl(:c),...,fm(x)>

eine Abbildung
f:D— R™

definiert. Jede Abbildung f : D — R™, D C R", wird also beschrieben durch m —
Abbildungsgleichungen

vy = filzg, ..., zp)
, xeD.
Ym = fm(T1, .. 2)
Beispiele:
1.) Sei f:R™ — R™ und es gelte fiir alle ,y € R” und ¢ € R
fla+y) = [fl@)+fy)
flex) = cf(z).

Dann heifit f linear. In der linearen Algebra wird gezeigt, dafl zu jeder linearen Abbildung

f:R™ — R™ eine eindeutige Matrix
A= : , ay €R,

existiert mit
alry +...+ aipT,

f(z) = Az
Am1T1 +...+ QmnTy
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2)Sein=2 m=1, D={reR?

|z] < 1}. Sei

f:D—=R,

f@) =1 - 2%~ a3

,oberer Teil der Einheitsphére .

3.) Jede Abbildung f : R — R™ heifit Weg im R™ . Zum Beispiel sei fiir t € R

fi(t) cost
t— ft)=1| fot) | == | sint
f5(t) t
by

]
S—

Ty
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,opiralfeder*
4.) (Polarkoordinaten). Sei
D:{(ﬁ%@/))ERP’ O0<r, 0<p<2m, 0<19<7r},

und sei f: D — R3,
7 cos @ sin
f(ryp, ) = | rsingsind

rcosd

Der Wertebereich dieser Abbildung ist R? ohne die z3—Achse.
T3

z=(r,¢,7)

J
i L2
|
|
|
|

Definition: Sei D C R"”. Eine Abbildung f : D — R™ heifit stetig in a € D, wenn es zu
jedem € > 0 ein 0 > 0 gibt mit

1f(z) = fla)|l <&

fir alle z € D mit ||z —af| <.

Beachte, dafl die beiden Normen im R™ und im R™ mit demselben Symbol || - || bezeichnet
wurden. Es kommt bei dieser Definition nicht darauf an, welche Norm verwendet wird.
Fast alle Sétze iiber reelle stetige Funktionen iibertragen sich auf stetige Funktionen vom

R™ in den R™ mit denselben Beweisen. Ich will einige Dinge kurz wiederholen.

Satz: [ ist genau dann stetig an a, wenn es zu jeder Umgebung V' des Punktes f(a)
eine Umgebung U von a gibt mit f(UND) C V.

Satz: f ist genau dann stetig in @ € D, wenn fiir jede Folge {xx}32,, zx € D, mit
limy .o 2 = a gilt

lim f(zx) = f(a).

k—o0
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Definition: Sei f: D — R" und sei a Haufungspunkt von D . (Es muf} nicht notwendig
a € D sein.) Man schreibt
lim f(xz) =0,

r—a

wenn zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit

1f(z) —bll <<
fir alle z € D\{a} mit ||z —al| < 9.

Beispiel: f:R? — R sei definiert durch

2zy

flry) =3 2> +y*
0, (x,y)=0.

Diese Funktion ist fiir (z,y) # 0 stetig, im Punkt (x,y) = 0 aber nicht stetig. Denn es
gilt
f(.I,O) = f(an) =0,

also ist f auf den Geraden x = 0 und y = 0 identisch Null. Auf der Diagonalen = = y gilt
aber )
2z
fly) =55 =1

22

Fiir die beiden Folgen {z;}72, mit z; = (3,0) und {Z}72, mit Z, = (3, ) gilt also

limg_ oo 2x = limy_,, Zx = 0, aber

lim f(z) =0 = f(0), lLm f(5)=1.

k—o0 k—o0

Weil diese Grenzwerte der beiden Bildfolgen nicht iibereinstimmen, besitzt f keinen
Grenzwert in 0, und ist somit nicht stetig, und kann auch nicht durch eine andere Festle-
gung des Wertes f(0) zu einer stetigen Funktion gemacht werden. Jedoch sind die Funk-

tionen
e floy), y— fla,y)
stetig, also ist f stetig in jeder Variablen.
Satz: Sei f: D — R™, D CR" a¢€ D. fist stetig in a, genau dann wenn alle
Komponentenfunktionen fi,..., f, : D — R! in a stetig sind.

Beweis: Sei {x}}2, eine Folge mit x; € D und limy_,o xx = a. Es gilt limy_, f(zx) =

f(a) genau dann wenn limy_ ., fi(zg) = fi(a) gilt fiir ¢ = 1,...,m. Hieraus folgt die
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Behauptung. |

Definition: f: D — R™ heif3t stetig, wenn f in jedem Punkt x € D stetig ist.

Sei D C R™. Eine Teilmenge D’ von D heifit relativ offen beziiglich D wenn eine offene
Menge O C R" existiert mit D' =0ND.

Lemma: O C D ist genau dann relativ offen beziiglich D, wenn zu jedem x € O eine

Umgebung U von z existiert mit UN D C O.

Beweis: Sei O relativ offen mit x € O. Dann existiert eine offene Menge O" mit O =
O' N D. Dann ist O’ die gesuchte Umgebung. Umgekehrt existiere zu jedem x € O eine
Umgebung U(z) mit U(x) N D C O . Weil jede Umgebung eine offene Umgebung enthélt,

kann angenommen werden, daf§ U(x) offen ist. Dann ist

OgDmU U(z)

zcO
und
pnlJ U@ =J (DﬂU(x)) co,
z€0 €0
also O = DN U,co U(x). Da U, U(x) offen ist, folgt die Behauptung. n

Satz: Sei D CR™. f: D — R™ ist stetig, genau dann wenn das Urbild jeder offenen

Teilmenge von R™ unter f relativ offen ist beziiglich D .

Beweis: Sei f stetig, O C R™ offen und z € f~*(O). Dann ist f(z) € O, also ist O
Umgebung von f(x), also existiert eine Umgebung V' von = mit f(V N D) C O, also gilt
VNDC f10), also ist f~(O) relativ offen beziiglich D .

Sei umgekehrt das Urbild jeder offenen Menge relativ offen. Sei x € D . Sei U eine offene
Umgebung von f(z). Dann ist f~1(U) relativ offen, also existiert eine offene Menge O C
R" mit f~4(U) =0ND.Wegen z € f~1(U) C O ist O Umgebung von z, also ist f stetig
wegen
fonD)=f(f1w)cu,

u
Satz: (i) Sei D CR", f: D — R"™, g: D — R™ seien stetig. Dann sind auch die
Abbildungen

f+g, cf (ceR)

stetig.
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(ii) Seien f: D — R, ¢g: D — R stetig. Dann ist auch f - g stetig. 5 ist stetig in allen

Punkten, in denen g nicht verschwindet.

(iii) Seien f: D — R™, ¢ : D — R stetig. Dann ist auch ¢f stetig.

Bewers:  klar!

Satz: Seien Dy CR", f: Dy — RP, Dy CRP, g: Dy — R™ stetige Abbildungen, so
dafl g o f existiert. Dann ist auch g o f stetig.

Beweis: klar!

Definition: Sei D C R". f: D — R™ heifit gleichméafig stetig, wenn zu jedem ¢ > 0

ein 6 > 0 existiert mit
1f(z) = fy)ll <e

fir alle z,y € D mit ||z —y| <.
Satz: Sei f: D — R"™ stetig und D kompakt. Dann ist f gleichméfig stetig.

Satz: Sei D C R"™ kompakt und f stetig. Dann ist f(D) kompakt.

Folgerung: Sei D C R" kompakt und f : D — R stetig. Dann nimmt f das Maximum

und Minimum an.

Definition: Sei M C R™. M heifit zusammenhingend, wenn gilt:
Sei U;, Uy C M relativ offen mit Uy N Uy = @ und M = U; U Uy. Dann mufl entweder
M = U, und Uy = () oder M = U, und U, = ) gelten.

Beispiel: Jedes Intervall in R ist zusammenhéngend.

Satz: Sei D C R" zusammenhédngend und f : D — R™ stetig. Dann ist f(D) zusam-

menhédngend.

Beweis: Seien Uy, Uy C f(D) relativ offen mit U3 N Us = ) und f(D) = U; U U, . Da
[ stetig ist, sind dann f~1(U;), f~1(Us) relativ offen mit f~'(Uy) N f~1(U3) = 0 und
Y U) U f~Y(Us) = D. Da D zusammenhiingend ist, ist f~!(U;) oder f~1(Uy) =0, also
ist Uy oder Uy = (), und hieraus folgt die Behauptung. |

Definition: Sei [a,b] C R ein Intervall, v : [a,b] — R™ stetig. Dann heifit v ein Weg.

Definition: Eine Menge M C R™ heifit wegzusammenhédngend, wenn zwei beliebige

Punkte von M durch einen in M verlaufenden Weg stetig miteinander verbunden wer-
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den konnen, d.h. wenn es zu z,y € M ein Intervall [a,b] und eine stetige Abbildung

v : [a,b] — M gibt mit y(a) =x, v(b) =y.

v(a) heiit Anfangspunkt, v(b) Endpunkt des Weges.

Satz: Sei D C R™ wegzusammenhéngend, f : D — R™ sei stetig. Dann ist f(D) wegzu-
sammmenhéngend.

Beweis: Sei a,b € f(D), und seien z € f~*(a), y € f71(b). Dann existiert ein Weg 7,
der z in D mit y verbindet. f o~ ist dann ein Weg, der a mit b in f(D) verbindet. |
Satz: Sei M C R"™ wegzusammenhingend. Dann ist M zusammenhéngend.

Beweis: Angemommen, M sei nicht zusammenhéngend. Dann existieren beziiglich M
relativ offene Mengen U; # 0, Uy # 0 mit Uy N Uy = () und U, U Uy, = M. Wihle
x €Uy, y € Uy, und wihle einen Weg v : [a,b] — M , der x mit y innerhalb M verbin-
det. Seien

Vi = 7<[a,b])ﬂU1
Vo, = 7<[a,b]>ﬂU2.

Vi und V3 sind relativ offen beziiglich v([a, b]) . AuBerdem gilt Vi # 0, Vo #0, ViNnV, =
0, ViuVy=~([a,b]), also ist v([a, b]) nicht zusammenhéngend.

Andererseits ist [a,b] zusammenhéingend und v stetig, also v([a, b]) zusammenhéngend.

Dies ist ein Widerspruch, also mufi M zusammenhéngend sein. |

Beispiel: Betrachte die Abbildung f: R — R,

1
sin—, x>0

flx) = z
0, =0

Dann ist die Bildmenge M = {(z, f(z)) |z € R} C R? zusammenhingend, aber nicht

wegzusammenhéngend.
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Der Beweis, da$ M nicht wegezusammenhingend ist, bleibt dem Leser als Ubungsauf-

gabe iiberlassen.

Ich zeige, dafl M zusammenhédngend ist. Angenommen, M sei nicht zusammenhéngend.
Seien U;,U, C M relativ offene Mengen mit U; # 0, Uy # 0, Uy NU; = @ und
Uy UUy = M. Die Menge M' = {(z, f(x)) ’x € Rt} C M ist zusammenhingend als
Bild von R* unter der stetigen Abbildung

x (x,f(x)) :RT — R?.

Also muBl entweder U; N M’ = () oder Uy N M’ = () sein. O.B.d.A. sei U; N M’ = ). Dann
gilt Uy = M’ und U; = {(0,0)}. Diese Menge U, ist aber nicht relativ offen beziiglich
M , denn sonst wiirde eine offene Menge O C R? existieren mit U; = M N O. O wire
Umgebung von (0, 0) , wiirde also noch eine e-Umgebung von (0, 0) enthalten, also wiirde
O auBler (0,0) auch noch andere Punkte von M enthalten, also Uy # M N O . Dies ist ein

Widerspruch, also ist M zusammenhéngend. |
Dieses Beispiel zeigt, dal die Umkehrung des letzten Satzes nicht gilt.

Sei D CR™, f:D — R™ sei stetig und injektiv. Die Umkehrabbildung f~! : f(D) — R"
braucht nicht stetig zu sein. Es gilt aber:

Satz: Ist f eine injektive, stetige Abbildung mit kompaktem Definitionsbereich, dann
ist auch f~! stetig.

Beweis: wie im R!!
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Definition: Sei D CR", sei f: D — W C R™ bijektiv, und seien f und f=': W — D
stetig. Dann heifit f Homdomorphismus von D auf W .
1d.) Gleichmifliige Konvergenz

Sei || - || eine Norm auf R™.

Definition: Sei D eine Menge, f : D — R™ sei beschréinkt. Dann heifit

[flloo == sup [|f ()]
€D

die Supremumsnorm von f .

DaB || - ||oo eine Norm ist, beweist man wie fiir reellwertige Abbildungen. (Siehe das Skrip-

tum Analysis I, Abschnitt 9 c.)

Die Menge B(D,R™) aller beschrénkten Abbildungen von D nach R™ ist ein reeller Vek-
torraum. Mit || - ||oc wird B(D,R™) zu einem normierten Raum. Die Norm in B(D,R™)
héngt natiirlich davon ab, welche Norm in R™ gewéhlt wird. Da aber in R™ alle Nor-
men Aquivalent sind, gilt dies auch fiir die hiermit definierten Supremumsnormen auf
B(D,R™). Seien || - |V, |- |® Normen auf R™, und || - |, |- |2 die zugehérigen
Normen auf B(D,R™). Dann existieren Konstanten a,b > 0 mit

allz]|® < 2|V < bl|z]|®, fir alle 2z € R™

alfl@ < 1A% < o|f|®, firalle fe B(D,R™).

Somit héngt die folgende Definition nicht von der auf R™ gewihlten Norm ab:

Definition: Sei D eine Menge, {fx}72; sei eine Folge von Abbildungen f; € B(D,R™).
{fr}32; heiBt gleichméfBig konvergent, wenn f € B(D,R™) existiert mit

Satz: (Cauchysches Konvergenzkriterium) {fi}32, konvergiert genau dann gleichméaBig,

wenn zu jedem € > 0 ein kg € N existiert mit

fe — felloo < €

fur alle k, ¢ > ko .
Also ist B(D,R™) vollstiandig, d.h. B(D,R™) ist ein Banachraum. Man beweist diesen
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Satz wie fiir reellwertige Abbildungen. (Siehe Skriptum Analysis I, Abschnitt 9 ¢).

Satz: Sei D C R", sei {fr}?2, eine Folge stetiger Funktionen f, € B(D,R™). {fi},
konveriere gleichméfig gegen f. Dann ist f stetig.

Beweis: wie fiir reellwertige Abbildungen.

Sei D CR", C(D,R™) sei der Raum der beschriankten stetigen Abbildungen. Aus diesem
Satz folgt, dafl auch C(D,R™) ein Banachraum ist.
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